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I. 

Zar  Geschichte  des  Dualismus  in  der  Geometrie« 

Von 

Herrn  Obersckulrath  Dr.  4.  H.  T.  Müller 

zu  Wietbaden. 


Einsender  dieses  hatte  in  seinem  Lehrbuch e  der  Stereo« 
inetrie  (Halle  1851)  am  Schlüsse  in  den  historischen  Notizen 
beoierkt»  dasser  die  ersten  Spurendes  Dualismus  bei  Mauro« 
lycus  (D.  Francisci  Maurolyci,  Abbatis  Messi|nensis, 
Opuscula  mathematica.  Venetiis  MDLXXV.  4.)  gefunden* 
Bei  der  Seltenheit  dieses  Werkes  durfte  es  vielleicht  Manchem 
erwünscht  sein^  die  betreffende  Stelle»  deren  Mittheilung  dort 
unterblieb^  wurtlich  kennen  zu  lernen.  Sie  findet  sich  in  der» 
wahrscheinlich  1532  geschriebenen  Vorrede  zu  seiner  Uebersetzung 
des  13.  Buchs  der  Euklidischen  Elemente. 

Quinque  sunt  solida  regniaria  Geometrarum,  scilicet 
cubus»  sive  hexnhedrum»  quod  sex  basibus  quadratis,  et 
octo  angulis  solidis  dauditur.  Octahedrum,  quod  octo  tri- 
angulis  basibus  et  sex  angulis  solidis  finitur.  unde  haec  sibi 
inTicem  correlativa  sunt:  quia  quot  bases  habet  unum,  tot 
solides  angulos  habet  reliquum.  Sequitur  Icoshaedrum  viginti 
triangniis  basibus  et  duodecim  angulis  solidis  constructuro. 
lode  Dodecahedrum  sub  duodecim  basibus  pentagonis  et 
Tiginti  angulis  solidis  clausum.  et  est  aliud  par  correlati- 
Torum  Gorporum  vicissim  alternans  basium  etaogulorum  nume- 
rmn.  Quintum  vero  solidum  Pyramis  unicum  est»  ac  soli- 
tarinm»  correlatlvo  carens.  ipsum  enim  met  sibi  respondet: 
quandoquidem  quatnor  triangulas  bases  et  totidem  solidos 
sortitnr. 
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Der  von  Maurolycns  fOr  unser  »»daaP'  gebrauchte  Name 
correlativ  ist  sehr  bezeichnend  und  lässt  vermuthen»  dabs  jene 
(Gegenüberstellung  der  regulären  Polyeder  kein  fluchtiger  Einfall 
-  gewesen»  sondern  bei  ihm  aus-  anderweitigen  Studien  hervorge* 
gangen  sei.  Diess  bestätiget  sich ,  wenn  man  dessen  Arithmetik 
(Ej.  Arithmeticorum  libri  duo»  nunc  primum  in  lucem 
editi.  Venet.  MDLXXV.  4.)  vergleicht»  worin  er  sich,  der 
damaligen  Richtung  gemäss,  namentlich  mit  den  figurirten  Zahlen 
beschäftigt.  In  der  Einleitung  zum  2.  Theile  des  1.  Buches  be- 
handelt er  (wie  es  scheint  zum  ersten  Male)  die  centrale  An- 
ordnung der  Punkte  in  den  regulären  Körpern. 

Seite  47.:  Agendum  nunc  de  solidis  regularibus  centralibus, 
in  quibus  semper  vnitas  in  centro  ponitur  sicut  et  in  planls  nume- 
ris  centralibus.  Sed  opereprecium  est  intelligere  inprimis  quo 
pacto  disponendae  sint  caeterae  unitates,  et  quibus  in  locis,  ad 
efformanda,  ut  decet,  talia  solida  numeralia.  Nee  dubium,  quin 
in  singulis,  posita  unitate  centri  tam  per  singulos  solidos  angulos, 
quam  per  singula  basium  centra  singulae  sint  unitates  disponen- 
dae. Itaque  cum  pyramis  habeat  quatuor  angulos  et  totidem  bases, 
habebit  cum  centrali  unitate  novem  unitates.  Cum  autem  octahe- 
drum  habeat  sex  angulos  et  octo  bases  et  centrum;  habebit  uni- 
tates quindeciml  et  totidem  unitates  cubns:  qnandoquidem  habet 
angulos  octo  et  bases  sex  et  centrum.  Unde  sicut  secundus  ab 
dnitate  octahedrus,  secundo  adequatur  cubo;  ita  et  tertius  tertio, 
etc.  ut  postea  demonstrabimus.  Deinde  cum  icoshaedrum  habeat 
12  angulos  solidos,  bases  autem  20  et  centrum;  constituetur  ex 
anüatibus  33.  et  ex  totidem  unitatibus  dodecahedrus,  ut  pote  qui 
habet  angulos  20.  bases  12  et  centrum,  hoc  est  secundus  Icos- 
haedrus  secundo  üodecahedro  aequalis  est.  Et  siroiliter  deinde 
lertius  tertio  etc. :  et  sequentes  sequentibus  siuguli  singulis  Icos- 
baedri  Dodecabedris  in  infinitiim  semper  adaequabuntur  propter 
^andepi,  quae  in  Octabedro  et  Cubo;  reciprocam  angulorum 
et  basium  numerorum  aequalitatem.  Sed  quo  pacto  sequen- 
tes solidi  numeri,  hoc  est,  seqnentium  locQrum  formenturi  audi» 
Nee  te»  perspicacissime  lector,  taedeat  ea  perpenderoi  quae  ad 
faujusinodi  numerarias  formas,  ab  aliis  omissa,  et  ad  speci^lationis 
Arithmeticae  perfectionem  maxime  spectant.  Cognosees  enim 
proprietates  earnm  notatu  dignissimas,  nee  nisi  cnriosis  ingeniis 
patulas.  Imaginor  itaque  in  hisce  quinqi^e  sioguüe  regujaribus 
solidis  >  a  centro  ad  angulos  educi  singulas  semidjamet^os :  quae 
quidem  in  pyramide  erunt  4,  in  octahedrp  6,  in  cuba  8,  it  icos- 
baedro  12,  in  dodecabedro  20:  quot  scilicet  sunt  selidi  angnli^ 
seu  vertices  solidonim.     Deinde  in  iisdem  intelligo  lin^via  latera 
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quae  fertices  ipsos  coDiungitnt  in  pytamide  «dliliet  tatera  6«    lu. 
oetafaedro  12.    In  cubo  totidem.   In  icoshaedro  30.    In  dodecabe- 
dro  totidem.     Qiiae  quidem,   cum  semidiametris  latera 'singula 
binia  totidem  triangulos  continent  quot  sunt  latera. 

Aus  Letzterem  ergiebt  sieb  zugleicb,  ^ie  iiabe  Maurolycus 
bereits  dem  Eulerscben  Satze»   dass  e-f /'=ä;-|-2»   gewesen  ist 

Die  Verfolgung  des  oben  ange^deuteten  Zweckes  bat  unwill- 
kürlich in  ein  anderes  Gebiet,  das  der  figurirten  Zahlen  im  wei* 
teren  Sinne  Aes  Wortes»  geführt»  iind  vielleicht  bei  Manchem  die 
Frage  nach  des  Maurolycus'  Ceutralzablen  der  snccessiven 
regulären  Körper  mit  längseinander  fallenden  Halbmessern  ange- 
r<^  Da  die  wörtllcbe  Mittbj&ilung  4es  Origiiials.l^ier  ssil  viel 
Raum  in  Anspruch  nehmen  würde  „  zao^al  ihr  ;die,  Darsteitnng  de^ 
Ceotralsahlen  der  ebenen  Polygone  vorausgehen  müsste:  so  wird 
ein  karzer  Auszug  aus  dem  Ganzen  genfigen  und  vielleicht  selbst 
erwünschter  sein. 

Den  Mittelpunkt  jedes  regulären  ebenen  Vielecks  sieht  Mau- 
rolycus als  dessen  Kern,  als  die  Einheit^  an.  Aus  diesem 
zieht  er  nach  allen  Ecken  die  Halbmesser.  Dann  ist  die  Zahl 
jedes  Halbmessers  =1»   also  die  Centralzahl 

des  Isten     Secks,      4ecks^     5ecks».... 

==:       1  +  3J,    1+4.1,   1+5.1» 

W^den  alle  Halbmesser  verdoppelt  und  zu  deren  Endpunkten 
die  ^en  Vielecke  consiruirt»  so  sind 

O^Zf      **.«»      u.^»««.t 

die  Zahlen  4ieser  Halbmesser.  Hierzu  kommen  jetzt  noch  die 
BaibirjiBgspunkte  der  neuen  Vielecksseiten ,  so  dass  die  Central- 
zahlea  der  «weiten  Vielecke  . 

=  1+3.2  +  3.1,    1  +  4.2  +  4.1,    1+6.2  +  5.1,.,.. 

'^  Durch  Verdreifachung  der  Halbmesser  gelangt  man  zu  den 
JTriiten  Vielecken,  deren  Seiten  zu  dritteln  sind,  weshalb  die 
Centralzahlen  der  3ten  Vielecke 

.    —1  +  3.3+3.3,    1+4.3  +  4.3,    1+5.3  +  5.3,.... 

lod  die  der  ntcfö  Vielecke 

,  ,     ;  '  .     .     .     ,     .  .         • 

^V+3^.|i+3.  — jTcf" '    1  +  4.II  +  4.— j^g-  >    l+B.n+S.-j-y,... 

«äi  •  -•'  V  : 
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Bsiut  man  aus  diesen  successireir 

Secken,    4ecken,    Sacken 9... • 
mit  den  Centraizahlen 

4  5  6 

10  13  ,  16 

19  25  31 

31  41  51 

•  •  • 

a  •  • 

:  :  : 

^ie  3-,  4-,  5-9....  seitigen  Pyramiden  auf,  so  sind  die  Zahlen 
(nicht  die  Centraizahlen)  dieser  Pyramiden : 

111 

5,        6  7 

15        19         23  ^ 

34        44        ,54 
65       85        105 


Diese  hier  erhaltenen  Werthe  nun  setzen  uns  in  den  Stand ,    die 
Centraizahlen  der  regulären  Polyeder  za  finden. 

Wie  bei  den  Polygonen  bildet  nach  Maurolycus  auch  bei 
den  Polyedern  der  Mittelpunkt  dessen  Kern  oder  das  uullte  Po- 
lyeder mit  dem  Werthe  1. 

Aus  diesem  Mittelpunkte  werden  die  Halbmesser  nach  allen 
Polyederseheiteln  gezogen»  wodurch  eben  so  Tiel  Dreiecke»  als 
das  Polyeder  Kanten»  und  eben  so  viel  Pyramiden  bestimmt  sind, 
als  das  Polyeder  Flächen  hat. 

Die  2ten»  3ten,  4ten»....  zugehörigen  Polyeder  erhält  man- 
durch  Ver-  2->  3-^  4-»....  fachung  der  Halbmesser  der  fünf  Isten 
Polyeder»  wenn  durch  die  Endpunkte  der  Verlängerungen  die 
entsprechenden  Ebenen  gelegt  werden. 

Demnach 

üalbmesser  *DrerecIce    Pyramiden 

hat  das  Tetraeder 4  6  4  3seitige,, 

»»      »»    Oktaeder 6  12  8  3seitige» 

»»      ,»    Hexaeder 8  12  6  4seitige^ 

»»      ,»    Ikosaeder *      12  ^0  20  Sseitige» 

»»      »»    Dodekaeder     ....  20  30  12  Sseit^, 
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Na^  Manrolycus  nun  sind  Rlr  die  Iteu,  2tflt),  3tea,  4ten,.^. 

Polyeder  die  Zahl« n  I9r  die  Dreiecke  =     0,      1.        3,       6 

die  Zahlen  fär  die  SaeitTg.  Pyramiden  =      1.      6,      16,      34 

»    >.  4aeitig.         „  =:     1.      6,      19,      44 

..     „   Saeltig.         „         =      1,      7,      23,      54 

Vergl.  (*). 

Hteroacb  ergeben  «ich  folgende  Centralzahlen  für  dielsten, 
äten,  Sten,  4len,....  Polyeder,   und  snar 

t&t  das  Tetraeder: 
Kern,  Halbni.,  Dreiecke,  Fyram. 
1   +  4.1  +    6.0    +  4.1  =     « 
1  +  4.2  -I-    6.1     -f  4.5  =  36 
1   -I-  4.3  -f    6.3    +  4.15=  91 
t  +   4.4  +    6.6    +  4.34  =  189 

fOr  das  Oktaeder:  fflt  das  Hexaeder: 
U6.I-fI2. 0+8.1  =  15=1+8.1  +  12.0+6.1 
1+6.2  +  12. 1+8.6  =  65  =  1+8.2+12.1+6.6 
1+6.3  +  12.3+8.18=175  =  1+8.3+12.3+6.19 
1+6.4+12.6+8.34  =  369=1+8.4+12.6+6.44 

fOr  das  Ikosaeder:  fOrdas  Dodekaeder: 

I +12. 1  +  30.0  +  20.1  =  33  =  1+20.1+30.0+12.1 
1  +  12.2  +  30.1  +  20.6  =155  =  1+20.2+30.1  +  12.7 
1+12.3  +  30.3  +  20.15  =  427=1  +  20.3+30.3+12.23 
1  +  12.4  +  30.6+20.34=909=1+20.4  +  30.6  +  12.64 


Scbliesslicb  sei  noch  bemerkt,  dass  von  den  ReUiei 
idniicb  TOD 

1,    5,     15,    34,      66,.... 

I,    6,     19,    44,      85,.,.. 

1,    7,    23,    54,    105 

die  liten  Glieder  bezidraugs weise 

'*  +  *      «.21««+ 1      w.6ii«+l 


~|V2     '  1.3      '  1.6 


6  UeUer:    Ctometritcke  Aufgaben 

Von  den  drei  Reiben  untierer  Centralzahlen  Aber,  näniicb  von 

1,      9,      35,      91,    189,.... 

;         r       h    15,      65,    175,    369,.... 

1,    33,    155.    427,    909,.... 

erbalten  wir  als  ntes  Glied; 

(2i*~l)(^«— ^  +  1)    fflr  das  Tetraeder; 

/rt       «V  #1  o    A    .  ^\  Octaeder 

(2n-l)(2««-2»+l)„      „     Hexaeder' 

/n       ^\  /K  •     tf    m  %K  Ikoaaeder 

(2«  — I)(5ii«— 5ii+l)  „      M      rfc    I    I        .     • 
^  '  ^  1    /  »       >»      Dodekaeder 


II. 

Geometrische  Aufgaben  durch  Berechnung  gelöst 

Von 

Herrn  H.  J.  Heller^ 

Oberlehrer  an  der  Königlichen  Kealschule  zu  Berlin. 


Die  Losung  einer  geonietriscben  Aufgabe  durch  Conitiructioa 
SU  treffen,  Ist  oft  eine  Saebe  des  Zufalls;  in  nicht  wenigen  Fäl- 
len Ist  man  des  Erfolges  bei  vorhergebender  Berechnung  gewis- 
ser. Allerdings  Ist  die  Construction  gewuhniicb  kürzer  und  ele« 
ganter,  die  Berechnung  nicht  selten  weitläuftig  und  schwerfällig« 
Dagegen  gelangt  man  bisweilen  auf  dem  berechnenden  Wege  zur 
ganz  allgemeinen  Construction  algebraischer  Ausdrucke,  ich  lasse 
ein  paar  Beispiele  solcher  Lusungen  durch  Rechnung  folgen,  die, 
meines  Wissens,  noch  nicht  veröffentlicht  sind,  obgleich  Losun- 
gen durch  Construction  allgemein  bekannt  sind. 
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Aufgabe.    Ein  beliebif;es  Dreieck  in  ein  g]eicbB«i-> 

tiges  zu  Tern-andeln.    (Taf.  L  Fig.  I.) 

Gesetzt,  ABC  ist  da«  gefundene  gleichMitige  Dreieclc  nn4 
AD  ein  Loth .  so  ist 

AC*  =  ADß  +  DC*. 

ond  da  DC=\BC=\AC: 

AO  =  AIfi^\AC^, 

od» 

Alfi=\AC*. 

oder 

iAD^  =  ZAC*, 
also 

1AD  =  AC\^ 
oder 

^Z*  =  i-<cy3. 
Da  aber  ÜC^  \AC,    so  reriialten  sieb 

AÜ.DC=^\ACVi:iAC, 
,d.  b. 

vlD:OC  =  V3:I. 

Zieht  man  AE  parallel  />Cund  CE  parallel  ^/),  so  ist  das  Recbleck 
AECD^=  Dreieck  ABC-  Die  Aorgabe  trird  also gelüst sein, wenn 
man  das  gegebene  beliebige  Dreieck  in  ein  Recbteck  verwandelt, 
ilesseB  Seilen  sieb  wie  V3:l  verhalten. 

Man  verwandelt  also  zuerst  das  gegebene  beliebige  Dreieck 
in  ein  Parallelogramm,  dies  in  ein  Rechteck,  das  Rechteck  In 
dn  Quadrat.  r' 

Gesetzt,  abed  (Taf.  I.  Fig.  2.)  sei  das  Quadrat,  so  muas  dies 
eineni  Recbtecke  gleich  gemacht  werden,  dessen  Seiten  sieb  wie 
y3:l  ;verfaalten. 

Es  sei  dies  das  Rechteck  cefg.    Di 
ce  nicht  kennt,  werde  sie  mit  x,  und  4 

da  ir:y=V3:I,   so  ist  y=— g- 

Wird  nun  das  Quadrat  n6c(f=l  g( 
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oder 


und 


x«=v'3,    a:=v3 


^^  V3 


Die  Constructiou  dieser  Ausdrücke  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise : 

.  Legt  man  die  Seite  des  Quadrats  in  Taf.  1.  Fig.  2.,  das  man 
durch  Verwandlung  bekommen  hat,  und  welches  man,  wie  seine 
Seite  =1  gesetzt  hat,  doppelt  an  einander  in  mn  (Taf.  I.  Fig.  3.)» 
und  schlägt  von  ihrer  Mitte  o  einen  Halbkreis,  trägt  ferner  von 
n  aus  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  p  ab  und  zieht  mp,  so  ist 
diese  Linie  iit/»  =  V3. 

Verlängert  man  mp  um  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  q  und 
schlägt  von  r,  der  Mitte  der  Linie  p^,.  einen  Halbkreis,  und  trägt 
von  p  aus  in  diesen  die  Differenz  V3 — 1  bis  i  ab,  zieht  alsdann 

4 

q$,  so  ist  diese  Linie  qs  das  Doppelte  von  v3»  und  ihre  Hälfte 
gleich  der  einen  Seite  x  des  gesuchten  Rechtecks.    Denn 

iy,«=(V3+l)«-(v'3--l)«, 
also 

und 

y,  =  2V3,     ??  =  V3=*a:. 

Mau  sieht  sogleich,  ^ass  durch  Fortsetzung  desselben  Ver* 

(ahreus  «ich  eben  so  würden  yZ,  v3  und  überhaupt  yS  (n  als 
ganze  positive  Zahl  genommen)  construiren  lassen. 

Errichtet  man  ferner  über  x  ein  Quadrat,  theilt  es  in  3  gleiche 

Rechtecke  und  verwandelt  eines  derselben,    welches  also  ^~o 

Vx'^       X 

v3 

oder  773  =  y>  ^*  h*  gleich  der  andern  Seite  des  gesuchten  Recht- 
eckes, dessen  Verwandlung  in  das  verlangte  gleichseitige  Drei- 
eck sich  aus  Taf.  L  Fig.  1.  ergiebt. 

Oder  —  da  aus  Taf.  \.  Fig.  L  deutlich,  dass  j^ACE=^gR  ist,  — 
man  legt,  wenn  x  gefunden  ist,  an  den  einen  Endpunkt  derselben 
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einen  R,  an  den  andern  einen  Winkel  =  JR  an;  die  Linie,  die 
mit  x  den  R  bildet»  wird,  bis  zum  Durchschnittspunkt  mit  der 
anderen  angelegten  Linie,  y  sein. 

In  einem  Lebrbocbe  der  Geometrie,  welches  dem  Unterrichte 
in  einer  prenssischen  höheren  Lehranstalt  zu  Grunde  gelegt  wird, 
findet  sieb  folgende  Losung  der  vorstehenden  Aufgabe,  —  eine 
Lusnng,   die  so  abenteuerlich  ist,  dass  ich  mir  ihre  Mittheilung 

nicht  versagen  kann. 

• 

„Auflosung.  Man  gebe  dem  gegebenen  Dreiecke  einen 
Winkel  von  |R;  und  es  sei  il^C  (Taf.  I.  Fig.  4.)  das  auf  diese 
Weise  entstandene  Dreieck,  dessen  Winkel  bei  B  jene  Grosse 
hat  Man  lege  nun  in  A  auch  einen  Winkel  von  ;R  an,  wodurch 
das  gleichseitige  Dreieck  BAD  entsteht,  halbire  CD  in  G  und 
ziehe  GE  parallel  mit  AD,  so  ist  BEG  das  gesuchte  Dreieck.'* 

Bei  dieser  Construction  wird  vorausgesetzt,  wenn  ^  BEG 
=  ^BAC  sein  soll,  dass  ^CFG  =  ^AFE  S^t  Das  Letztere 
scheint  der  Erfinder  dieser  Constructionsmethode  ohne  Weiteres 
deshalb  angenommen  zu  haben,  weil  CG=  GD  =  EA  ist. 

Jene  Dreiecke  aber  sind  ungleich.  Denn  verbindet  man  A 
und  G,  so  müssten,  wenn  ^CFG  und  ^AFE  gleich  sein  soll- 
ten, auch  ^CAG  und  ^AGE  gleich  sein,  da  zu  jenen  Drei- 
eckei^  nur  das  gemeinschaftliche  A  GAF  hinzugekommen  ist. 

Nun  sind  aber  ^CAG  und  ^AGE  ungleich;  denn  sie  haben 
zwar  die  gleichen  Grundlinien  CG  tind  EA,  aber^hre  Hohen  AM  . 
und  GK  sind  ungleich,   da  GK  <  DL,   DL  aber  =  AH  ist. 

Folglich  sind  auch  ^CFG  und  ^  AFE  ungleich,  also  auch 
das  construirte  Dreieck  BEG  dem  gegebenen  ungleich. 

Man  siebt  aus  dem  Obigen,  dass  es  bei  dieser  Constructlons- 
weise  auf  die  Annahme  hinausläuft,  als  konnten  Dreiecke  von 
gleichen  Grandlinien  und  ungleichen  Hohen  dem  Flächenraume 
nach  einander  gleich  sein. 

In  einer  anderen  Aufgabe:  ,,Ein  beliebiges  Dreieck  in 
ein  Dreieck  zu  verwandeln,  dessen  Winkel  gegeben 
sind 'S  wird  die  Sache  auf  ähnliche  Weise  angestellt. 

D.  h.  wenn  ABC  (Taf.  I.  Fig.  5.)  das  Dreieck  ist,  indem  man 
den  einen  gegebenen  Winkel  bei  B  schon  angelegt  hat,  so  soll 
der  andere  Winkel  bei  A  an  BA  angelegt  werden,  so  dass  BAD 
der  zweite  gegebene  Winkel  \»t;  es  soll  ferner  CD  in  E  halbirt  und 
£Fparallel  AD  gezogen  werden,  um  ^BFE=r  ^BACva bekommen^ 
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Aber  dtede  Constractiob  ist.wiedenini  falscli. 

f  '  <     

Denn,    bezeichnet  man  AB  mit  b,   BC  mit  a^    CD  mit  ft, 

CE  mit  Ä»   BF  mit  iy,  so  rouss  sich»  da  FE  parallel  AD  ist,  ver- 
halten: 


, 

b 

d.  h. 

* 

(«  +  §)c 

, 

^-   a  +  6    • 

Ferner  ist,   wenn 

IS^BEF-  ^BAC, 

b 

d.  b. 

- 

» 

ac 

folglich  müsste 

^ 

(«  +  5>''               ITC 

a+2 

sein,  oder 

0 

.6 

a  +  2 

oder 


oder 


oder 


(a  +  |)2  =  a(a  +  6) 


6* 


welches  falsche  Resultat  nur  von  der  unrichtigen  Annahme^  das« 
^BEF^^BAC'iaU  herrührt. 

Solche   Consfructionen   den    Schülern    vormachen, 
das  heisst  doch»  sie  hinter  das  Licht  führen. 


durch  Sereehnunp  gelöst.  11 

Die  richtige  constractive  Lösung  ist  bekanntlich  dieser  zwei« 
tm  Aufgabe  mit  der  ersteren  gemeinsam.  Wie  bei  jener  aber 
setze  ich  aach  fiir  diese  Aufgabe  eine  auf  Rechnung  gegründete 
Losung  her. 

Gesetzt  wieder ,  2IBC  (Taf.I.  Fig.6.)  sei  das  Dreieck,  dem 
man  schon  den  einen  Winkel  bei  £  gegeben  hat,  ^BAD  sei  der 
zweite  Winkel,  der  dem  zu  construirenden  Dreieck  gegeben  wer- 
den soll  y  so  handelt  es  sich  darum ,  zwischen  C  und  D  den  Punkt 
za  finden,'  Ton  dem  aus  die  Parallele  mit  AD  gezogen  werden 
tnoss,  durch  welche  ein  dem  ^ /4ßC  gleiches  Dreieck  entsteht, 
welches  einen  dem  ^BAD  gleichen  Winkel  hat. 

Ist  F  dieser  Punkt  und  FG  die  Parallele,  so  werde  BC  mit 
ü,  CD  mit  6,  BA  mit  c,  die  noch  unbekannte  CF  mit  x,  die 
ebenfalls  noch    unbekannte    GA   mit  y    bezeichnet.     Danach   ist 

Sollen  die  Dreiecke  CFH  und  6r^£f  gleich  sein,  was  bei  der 
LOsuDg  der  Aufgabe  stattfinden  niuss,  somuss  (9 C  parallel  ^IFsein. 

Alsdann  verhält  sich : 

a:ar=:(c— y):y, 

und  da  auch   GF  parallel  AD^ 

(c— y):y  =  (a  +  a:):(6— ar), 
folglich 

a:a?=:(a  +  a:):(6— ^), 
oder 

a  (A — x)^=ix{a-\ra:)t 

ab — ax=::ax-\r  «*» 
ab  :=  2aa:  +  x\ 

Die    Construction    ist   also   so   zu  machen,    dass  die  Gleichung 
:i^  4- 2a:r  =  <i6  stattfindet. 

Zu  diesem  Zwecke  schlägt  man  um  BD  einen  Halbkreis,  er- 
richtet in  C  ein  Loth ,  das  den  Halbkreis  in  J  treffen  muge ,  zieht 
J^,  schlägt  von  B  aus  mit  BJ  einen  Kreis,  und  wenn  dieser  die 
BD  io  F  trifft,  so  verhält  sich,  da  BJ  =  BFz=La  +  x  ist, 

a:(a-{-x)=i  (o  +  a:):(a  +  6) 

oder 

(a  +  jr)*=  aia  +  b). 
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oder 

2aar  +  a:*  =  oÄ. 

Dies  ist  aber  die  erforderliche  Gleichung. 


III. 

Die  Fläche  des  sphärischen    Vierecks. 

Von 

* 

Herrn  Dr.  J.  F.  König ^ 

ProfeMor  ani  Kneipbörtchen  Gj^mnacio  xa  Königsberg  i.  Fr. 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  fordert  Theil  IL 
Seite  326.  die  Leser  desselben  auf,  für  das  sphärische  Viereck  einen 
Ausdruck  zu  suchen ^  welcher  dem  entspricht,  den  Herr  Director 
8trehlke  dort  für  das  ebene  Viereck  gegeben  hat.  So  viel  ich 
weiss  ist  nur  der  verstorbene  Professor  Sohncke  dieser  Aufforde« 
rung  in  soweit  nachgekommen,  dass  er  Tbl.  IV.  S.  447.  einige  zwar 
interessante  Flächenforroeln  ftir's  sphärische  Viereck  roittheilt,  von 
denen  aber  wohl  keine  der  fraglichen  entsprechend  genannt  wer^ 
den  kann.  Mehr  dfirHe  in  dieser  Beziehung  die  zunächst  fol- 
gende Formel  befriedigen. 

Bezeichnet. man  die  auf  einander  folgenden  Seiten  AB^  BC, 
CD,  DA  mit  o,  b,  e,  d,  die  Diagonale  AC  mit  e,  a+b-i-c-t-d 
mit  2s 9  dann  hat  schon  Herr  Strehlke  a.  a.  O.  die  auch  auf 
etwas  anderm  Wege  leicht  abzuleitende  Gleichung: 

Sin(f~a)sin(f-6)sin(f-c)8in(«-i2)=(i8inasin6sini3-f  ssincsinffsin/))^ 

rhsinasinftsincsindcosiC^-l-Z))* 
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gefonden.    Hieraas  ist  nnn: 

Bin  aBinb  s\nB-[- Hin  c  Bind  Bin  D 
z=^\/\B\n{z-a)Bin{$-b)Bin{t—c)Bin{t-d)-B\naB\nbB\ncBindcoB\{B-{-D)*\ 

und,  wenn  man  die  FIfichen  der  Dreiecke  ACB  und  A CD  mit  f 
und  f  bezeichnet,  da 

6inö8in5Sin^=co8^8ink9  ^ 

sin^8in^8m//  =  cos58in^ 


ist: 


Femer  ist: 


.   f      2V — sincsinr/sinD 

sin  rt  ^^2 1 —  » 

2  .       e       a       ö 

4  cos  A  cos  n  cos  ^ 

.  f      2F — sinasinAsin^ 

sin  xj  = j —  • 

2  .       e       c       d 

4  cos  5  jCOS  -.  cos  ^ 


f      l  +  cose+cosa-f  cos6 

cosj;  =  ^i 7 — 

2  .       e       a       o 


4c0So  cos  n  eos  X) 

f      l+cose+cösc+cosd 

cos  7v  = = 7 > 

4cO8öCOS^C0S4r 

and  diese  vier  Werthe,   in  das  aafgeiuste 

gesetzt»  geben,  wenn  man  noch  mit 

.       e*       «       Ä       c       rf 
4  cos  -^  cos  5  cos  5  cos  ö  cos  o 

nuiltipliciTt : 

-   e*  a      b      c      d  .  F  --^^      e* .  coso-f cos6-l-cosc*fcosc2. 
4  cos  "o^os^  C0S5  cosj  cos  2  sin  «  =2  y  (cos  ^-l — -H[ ' 1 

-  '       e*  .      • 

—  «cos-^  (sinasinAsini^-fdincsindsinZ)) 

/.        .    .    .      'cosofcosfc  ,    .      \i     .  .    y.COSC<+CO^rf/ 
— •jsinasmosin^ 2 l-BincBindBinD — t-t 1. 


Non  Ist 

B\nü8inb8iuB'^  sin  csin  dsinD  =s  2  F, 

.  i.  .    »cösa+cosÄ  \^<cosa+Co8b       ,      ;    '   ,    -cosa-fcosö 
siuaainbsmß j =2  F— ^ — j BincamdaioD — -4 , 

.  j  «    -.qosc+cosrf    ^  „cosc-f-cosi^      ....   •»cosc+cosrf 
smcsinasiD/) j =2  F j — -—smasiubsinB j -; 

also 

•   L   •    »cosfl+cosÄ  ,    .       ...    ^cosc+cosd 
fiiDfl  BI116  sinB j \-8incBind8mD j 

cosa+cosÄ+cosc+coscT-.     , .  ,       .  ,  .    w,      c+d       c— rf 
=\ ^ 5 F —  lIsinasinösinÄcos— ^  cos— 5— 

■    •       '   j  •    w\      fl  +  Ä       a — 6- 
-f  sincsinasiD//cos — ö~"  cos— 5— J, 

und  durch  Substitution  schliesslich: 

!8in(i — a)sin(f  —  6}sin(f — c)sin(9— cQ  \ 
....       .    .       B  +  D^       [ 
— sinosinosincsinacos — ^ —  ^ 

BIO  TT  ^— ' : — 1 T 

2  .       a       b        c       d 

4CO85  cos  5  cos  A  cos  -^ 

sinasinosiniscos-Q-  cos  -g — f-sincsmasinZ/cos^-  cos— 5- 


^       a       b       c       d        e* 
0COS5  cos  5  cos  5  cos  -^  cos  o- 


Aber 


«•  a  +  6«  .    .       -    .       ^ 

cos-g-s^cos — 5-    -f*  810 a sin 6 cos ^  =p 

c  +  d^'      .       .    ,       D«       , 

=co8 — s~    +8incsinacoSrt  =p, 

also  auch 
= — 2^  =  Vp.p'. 
Diese  Formel  giebt  fär  d=:0  den  richtigen  Wertb  iBr  sin^> 


«« 


da  dfiqac,=s^  und  der  Zähler  des  zweiten  Bruches  s=2cos5   F 
wird»    und  entspricht    wohl   dem    FJächenausdrucke   des   Herrn 
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Strehike  fur's   ebene  Viereck.     Dass    die  Worzelgrosse  nicht 
allein  vorkommen  kann,  wie  bei'm  ebenen  Viereck ,    folgt  schon 

daraus/  dass  Iher  allgemein  nicht  cos — ^r —  =:eos — 5—  ,  wie  es 

bei'm  Viereck  in  der  Ebene  der  Fall  ist 


Satz.  Qie  Fläch«  des  sphärischen  Dreiecks  Ist  durch  die 
Grundlinie  und  den  die  beiden  anderen  Seiten  halbbrenden  Bogen 
bestimmt. 

Beweis  1.  Ueisst  in  unserer  Figur  der  a  und  b  balbirende 
Bogen  y,  so  ist: 

cos^  =rco8-^-^   -f  sin a  sm 6 cos -^ 

=  cos^  C0S5    -f  sin^   sin^  -{-IsinaBinbcoaBp 

a       b  .    .   a  ,    b       « 
cos7=cos^-^  COS  a -fsiD  5  sm  a  cos^; 

riso 

cos)^=coSä  cos 5  ^-sin^  sin5  Cosfi^-f  isinasinftcosß 

und 

«•  a*  .,  b^  ,  6*      /• 

cos  s   —  cos  y*  =  sin  5  sin  «  »in  Ä^ = cos  0  sin  5  > 


d.  b. 

2  ==         ? 
cos^- 


COSs" 


Beweis  2.    Setzt  man  in 

cos/=cosH'cqsä-F8iDo  ^''^Q^^^^   ' 

r 

für  cos^  den  Werth^  nämlich 

cos  s  ^T  cos ,«  cos  Ä 

sin  a  sin  6 
so  entsteht: 

t 

,  * 

l-fooso-f  cdsA -f  cose  e       f 

co.y= -— ^ j- -=C082  cos  j . 

4C08^C0JS^ 


t      ' 
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Hieraus  folgt  zugleich,  dass  immer  y>^  sein  mtiss  und  dass 

f  e 

«ich  1  als  Hypotenuse^  ^  und  |    als  Catheten  zu  einem   recht- 

«vinkligen  Dreieck  verbinden  lassen. 

Heisst  der  c  und  d  halbirende  Bogen  d,  so  hat  man: 


•    f 


f     cosy         ,    f         ]       aF       ^ 


C0«5-  COS  g- 


1  ei 

= 7  Vsm  (y  +  ^)  sin  (y  -  5:) , 


CO.  2 


f        cos6  .    /*  l  «  p 

co^^= ^,     ß,n^^=  -^V8in(<J  +  ^)sin(iJ-J)., 


also 


cos  5-  cos  o 


6« 


=  sec-2{cosyVs>o(^  +  2)8"n(«— 2)+«<^«^V'^»n(y  +  |)«>n(y— f<' 


f+r      F 

cos  — 5 =COSrt 


e« 


=sec-2{cosycosa— V8in(y  +  .j)sin(y  — 2)«'°(^+  5j)8"n(*— fj« 
Setzt  man  für  cosy  und  cosd  die  Werthe»  also  auch  gleich 

6* 

siDa*sin6^.sin£2  für  cos-^- — cosy*. 


e« 


sinc^sinil^sinD^  fiir  cos -5 — cosä*; 

80  erhält  man,  was  man  auch  ohne  Einftlhrung  der  Bogen  y  und 
d  findet, 

F  e'^        ob        cd 

sin  o  =  sec  o"  l  sin  ^  »i^n  cos  5-  cos  ^  sin  B 

+  6\ac6indco9^QOB2»ioDi-8\n^8in^8in^8in-^Bm(B+D)l 

F  «*,       a        b        c       d  ^    .  a    .    b        c       d 

cos  2  =  »cc  2"  *  ^^®  2  ^^*  2  ^^*  2  ^^*  2  "*"*'" 2  ®'^  2  ^^*  2  ^^*  2^^®  -^ 

.»^^•^       **       *        wx  ^   •  o  .   b   .    c  ,  d 
-f  sln^ sin^- cosg  cosjcosZl+sin^sin g^sin^  sing cos(Ä+ZI)). 
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F  F 

Diridirt  man  eos-^  durch  siUä  und  dann  Zähler  und  Nenner 

A        b       c        d  F 

darcb  cos 'S  coB^  cos  2  cos  2  >  so  entsteht  Air  cot-»  der  Anadruck 

des  Herrn  Sohnke  a.  a.  Ö.  S.  448. 

Femer  ist 

ff  e  e  e  e 

jj,      «in  ^  +  sin  '^      Vsin(y+^)sin(y— g) + V6in(d  +  2)sin(d-^ 

t»ng4=        J-        Ji='  :      cosy  +  coad 

C06|^-f  cos'^  ' 

F 

Gewiss  giebt  es  auch  fiir   tangj  einen  Ausdruck »    der  fOr 

f 
lissO  in  die  tangj  des  Simon  Lhuilier  übergeht;   aber  wie 

fodet  man  ihn  ? 


IV. 

De  integralibus  quibusdam  definitis. 

Aactore 

D*^.  Christiane  Fr.  Lindman, 

Lect  Strengnesensi. 

(Ex  conipecto  Actoram  Reg.  Acad.  Scieot.  Holm.) 


Abhinc  aliquot  annos  Reg.  Societas  scient  Upsaliensis  in  novia 
Actis  suis  (Vol.  I  seriei  tertiae.  Ups.  1855.)  locum  dedit  commen- 


7i 


a:  Cot  axdx  (=  IHa)), 

o 
Qqaa  multa  integralia  pendent    Non  pauca  I.  c.  sunt  allata;  postea 

Vtto  io  alia  incidi,  quae  formula  .* 

i  Tkcil  XXXIV.  2 


18  Undman:    De  fnfeffraiföui  guibusdam  äeflnHff. 


contineutur,  ubr  sunt  m  et  it  numeri  integri  positivi  et  m  <  it. 
Si  brevitatis  caassa  posuerimus 

-     ^      ;rSiiic)|i  . 

indefinita  integratio  dabit*): 

.  (n^  num.  par.) 

px^^ixdx    Ix  j'x'      ^  o'^r'^-1     ^  i 

/  — \ir^ — ~ J    "^  Costii^p.Lji— 2   Ä    hxamfp^.ApY 

1     pdx  i'^^i"*  '*'"|""*  .  I 

''\ —  /  —  j     iS    Co8mg)p.Lp--2    ä    ^\\\mtp'p,Ap\  , 
n  J     X   \  p— 0  p=o  \ 

(fi=  num.  imp.) 


/ 


1+ar» 


•I-3  ^    "—8 

p=-_-  p=- 


=  — t(-l)'»-*/(l-fa:)—      S' Cosm9)p.Lp+2    S    Sinm^^p./^fpj 
*•  j»=o  j»=o 

+^-^/*?^(H^)+i  f~  1     Ä  Cosmg.p.Lp-2  sVmmg)p.Jp|  , 

qaae  integralia^  ut  invetiiatur  integrale  "*/n>  intra  limites  0  et  I 
samenda  sunt.  Occurrit  tanien  dlfBcultas  quaedam«  quod  termini» 
a  signo/solutiy  si  est  or^O»  in  forniam  indeterminatam  Oxod 
abennt.    Posito  autem»   ut  verns  valor  inveniatur» 

u  =  £r /(l  —  2a;  Cos  9)p -f  x*), 

facile  apparet»  esse 

2te /(l  +  a:)  >  M  >  2ia; /(l  — ar). 


«)  Vide  M  i  u  d  i  n  g ,  Integral  -  Tafda  pag.  flt. 
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EfoIuUs  /(l  -Yx)  «t  /(]  — ^)»  ternrioi  banini  fiinetbaott  fiaot 

*  • 

forma  —  Ix»  qai  qaidem,   si  est  «=:0,  in  nihilum  abeunt»  atqoe 

ideo  fnoctione«  ^IxliX-^x)»  2/!2r/(l  — j?)  cum  iDteijaceote  ii.    Prior 
igitor  aomma  =0  est«  exsistente  x=0. 


Positoqoe 


et  deinde 


habebimos 


x:=z 


a)  =  toArctg,_^Cosy, 
l-:rCos9p""^**' 


t         tgt/; ^__        Sini^ 

Sin  ^p  -h  tg tf;  Co«  ^p       Sin  {tpp  +  ^)  * 


a>  ==  ^/Sin  t|i— '4;/Sin(^p-|-t[;). 

Qma  est  ^=0,  si  est  j;=0,  valor  funetionis  a>«  posito  ^=0, 
qoaerendüs  est.  lllico  patet,  hanc  terminuni  tum  evanescere,  id 
qood  de  illo  qaoque  solita  ratio  docet  Omnes  igitur  termini  extra 
/  e?aneseont«  si  est  :r  =  0,  id  quod  qaoqae  fit,  si  est  xz=zl. 
Itaqae  est 

(n=  nom.  par.) 

•Ji,=-  /      —     S    Cosm9>p/(l— 2j?Cos^,-|-;r*) 

p=2-i 
2    p^dx^l    _  .     ^       arSin<p. 

~«y     -^^^^"»^ypArctg^^^^J^^; 

0 

(n=  num.  imp.) 

0 
H--3 

1     P^  dx  ''''"T" 
+  -   f      —       S    CoBmg>pl(l'-''2xCosg>p  +  x^) 


•-3 


/     "I.         «^  Sinmcp«Arctg| r»         ' 


>• 


tQ  Lindman:   De  inUgralibuB  guthitdam  äe/lnitfs, 

Integrale  igitur,  de  quo  agitar,   ex  hm  tribiis    * 

0  o 

o 
pendet.    Evolute  /(l-f-o*)»    Integratio  dabit 

0 

Quia  somnia  hujus  seriei  =|ö  ®^^>  evadit 


Jam  cognitam  est  *) 


/'f '("+.)=  H :  <■) 


qood  integrale  ope  theorematis  cogniti  evadit 

1        - 
Substituto  In  posteriore  termino  —  pro  x,  Invenitur 


x 


/•  dx  l+x /^i  <^  l+x 

^  ^     V'lTiiCosy+ar«'"    J       *     V  l  +  'iorCosy+a:«* 

Itaqae  est 

'^l(i  +  x)-lj      ^/(l+2a:Cosy  +  j;a)  =  Jy«. 

O  0 

quae  aequatio,  de  aequatione  (1)  dedocta»   roultiplicatione  per  2 
facta,   dabit 

Potoito   fs=n  —  (pp,   invenitur 


•)  rid«  Minding  I.  c.  pag.  149. 
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(2) 

o 

Jam  Testat,  at  integrale  tertiam  ioTenlatar.    Positö  jgitur 

habebimos 

Siii^  dx     ^ 

Qaia   limitlbus  jr  =  0»    :r  sc  1   resp.   respondent   limites    ^  =:  0, 
^^4(^— 9p)»    evadit 

/"'-Arctg     ^^'"^r- 
^7       ar  ®  1  —  ^  Cos  <Pf 

o 

o  o 

In  tennino  priore  deztri  roembri  posito 


20 -fl 
inTenitar  (9p= «)* 


/"'-''' trfv'Cot*=(i-'^)«/*'*cot(i-2e±i). 


O  0 


=(,-?&±i)«ll(l-^±^). 


n     '        "  n 


Integrale  posterias  ad  eandem  fonctionem  transceodentem  reduci 
poteet.   J'osito  enini 

9p +  *==*» 
fit 

^y^*(.+V«,,cot,-/^^A^ot.-9p/''^'''cot 
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Po8lto  jam  in  prinio  integrali  «  = -— y  et  id  8ecundox=-^y 

ihtrodactoque  valore  ipsios  ipp,  inveniemus 

n 
0  0 


vel 


o 
Substitutioiie  igitur  recte  facta«  habebimas 


_(2E±i)fßs..„(^+i)2. 
11  2n 

Id  cvnimentariolo,  cujus  mentio  snpra  facta  est,  demoostratur  esse 

(l-6)»Ä(l — 6).—  (1  +  6)«Ä(l+6)  =  26*[Ä(6)— 2Ä(26)], 

(&  <  1) 
atque  ideo  est 

« 

^  n    '     .  n     '      ^  n     '      ^  n     ^ 

=«(^)'(<^)-"'C-^')i 

et 

n  2»  ^  '^ 


Limdwuim:   De  imiegrtmuB  in^htsdam  delUM$.  2d 

TrUrns  hb»  integraliba«  io  ^n  introdactli   et  reductionibn«  qm- 
hosdam  faetis,  inTenirous 

V 

(n  ^  Dam.  par.) 
»»'"«"*  2»+l 


2«  ,=0 ^"      '  » 


j;?E±Js,.^,p±l„^J!±l)_|as..,^].  ,4, 


(it=  nuin.  imp.) 

«—3 


-^.=  ^^+gi<^"^B-a-2^n 


•s 


Si  definiti  valores  numeris  m  et  n  dantur,  saepenumero  reducr 
tione«  haad  contemneodae  auxilio.  formalanini  *},  In  commeDta- 
riolo  demonstrataniin^  fieri  poasunt  Huc  accedit»  ut  iotegralia,  in 
qnilnw,  usarpata  prios  fbrroula  (4),  post  substitutionem  quandam 
ftromla  (4)  aut  (Ö)  nti  liceat»  diveraaroro  fanctionam  H  inter  se 
Bexun  praebeant.  Po^itis,  ut  exeniplum  proferaoiy  ms=l»  nzsA^ 
habebinius 

Atfanien  formnia  IHamultaeqne  aliaeinsimplicioreni  fornam  ftraiiST 

n 

/a    xtlx 
Ej ,  quae  I.  c.  per  L(a) 

o 
deiignata  eat  qoaeque  cnmH{a)  hacsimplici  conjunctaest  aequatione 


£(«)  =  #(1)  -  H{u). 


*)  E  qaibu*  afrermn 

(l_*).Ar(l-/^)+(l+*)^ür(|^.A)=|/2Co,*^ 
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_  * 

Quo  facto,  formula  nnper  allata  mutatur  in 

Quod  si  integrale  sine  auxilio  formulae  (4)  qoaerima«,   incidimua 
in  integrale 


o 
qaod  solitls  rationibus  inyenire  doo  potui.    Quam  vero  sit 


inventtur 


A'ctgy^— 5  =  Arctg^^53::^+  Arctg;^^2+^ 


"i  Are  tg  y^f^  =  i  {«/(V2  + 1)  +  i(4)  |. 


o 
Daplex  usus  formalae  (4)  et  (5)  demonstrari  potest  integraK 


o 
qaod,  substitueodo  x  pro  x^,  mutatur  in 


/**   Ixdx 


Quum  formula  (4)  io  utroque  adhibitur,  invenimus,   reducüo* 
Dibus  quibusdam  factis, 

61f(4)-l,(J)  =  ^WCotj|, 
Tel ,  quia  est  H(l)  s:  £r(I}  +  X(I)  s  |  £i  -f  !<]) . 

6L(l)-li(ä)  =  |?/Cotg. 


E  functione»  quam  per  H {....)  desigDavimus^  pendet  quoque 
integrale 


^-/'•m^- 
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^od,  posito 

antatar  in 

J=y*/(l+tgtf)dt|;. 

0 

Jam  vero,  quia  est 

y2  Sin  (j  +  if») 

'+*«*= Ü^^~' 

evadit 

0  o 

▼el,   per  partes  iDtegraodo: 

o  o 

Posito 


j  +  ^  =  V 


ioveoitar 


4 


=  (i  +  J)«Ätt  +  |)- Jiy(i)  -  ^  /V2Sin  (f  +  e). 


Po«itoque  tf;=2""^»  invenitor 


w  '» 


/      1^tgtf^eft/;=3  5'  /       Cot^cf^ —   /        ^Cottpt^ 


TT  TT 


__|/Co8«-Ä(l)  +  (l-|)»i5f(l-5) 
SS  ndore«  InrenCi  sabstitäontury  pvodit 
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J  =  (j+s^  /V2Sin  (j  +  «)  +  J/2Co«£-«/Co«e  +  iH(,\) 

-(4+|)»^(i+^)(l-|)«^(l-|). 

Posito  a  =  l  vel  e=  j,  InveDimas 

o 

quod  integrale  (vide  Tom.  VI.  praec.  pag.  448.)  a  Serret  et  ante  eum 
a  Bertrand  in  diario  C  LiouTille  propositum  est. 


Ueber  krummlinige  Coordinaten« 

Von 

Herrn  Doctor  Bohlen 

,Bii  Snlx  a.  N.  im  Königreich  Wiirtemberg. 


Im  Allgeineinen  wird  die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  da- 
durch bestimmt,  dass  man  drei  sich  rechtwinklig  kreuzende  Axen 
annimmt  und  den  Punkt  als  den  Durchschnitt  Ton  drei  auf  diesen 
Axen  beziehungsweise  perpendikulären  Ebenen  betrachtet.  Diese 
Ebenen 5  welche  gleichfalls  auf  einander  senkrecht  stehen»  bilden 
das  erste  und  einfachste  Beispiel  eines  orthogonalen  Flächensystems 
dar.  Eine  zweite  Bestimmungsweise  der  Lage  eines  Punktes  im 
Räume  ist  die,  dass  derselbe  als  der  Durchschnitt  von  drei  ortho* 
gonalen  Flächen  zweiten  Grades  angesehen  wird,    und  swa^  foa 
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dnem  EHip«oid  (^),  eiiiein  einraantUgen  Hyperboloid  (^)  und  einem 
iweimaDtligen  Hyperboloid  (v).  Diese  Flächen  haben  sogleich 
die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  ihr6  Hauptschnitte  dieselben 
Brennpunkte  haben,  wesshalb  sie  homofokal  genannt  werden.  Die 
Gleichungen-  derselben  sind : 

Die  grossen  Ualbaxen  dieser  Flächen  sind  p,  ^,  v;  6  und  c  sind 
die  Entfernungen  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkt  der  beiden 
Haopt/schnitte^  welche  die  grosse  und  mittlere,  die  grosse  und 
kleine  Axe  enthalten,  also  ist  c>6.  Ein  Punkt  (Q(iv)  im  Räume 
ist  sonach  bestimmt,  wenn  die  grossen  Halbaxen  g,  f»,  v  der  drei 
durch  ihn  gehenden  homofokalen  Flächen  gegeben  sind.  Will 
mao  von  einem  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  zu  einem  andern  auf 
dieser  Fläche  übergehen,  so  bleibt  g  constant;  p=  const.  ist  also 
die  Gleichung  aller  Punkte  auf  dem  Ellipsoid,  gerade  so  wie  z.  B. 
2=  const.  heim  gewuhnlichen  Coordinatensystem  die  Gleichung 
Ut  E^ene  ist,  welche  auf  der  2- Achse  senkrecht  steht.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen,  auf  dem  Ellipsoid  (g)  gezogenen  Linie 
hat  die  Form  iikz=f{v),  weil  beim  Uebergang  von  einem  Punkt 
des  EJ/ipsoids  (g)  zu  einem  anderen  von  den  drei  Grösi^en  gs  ^9  v 
Mk  nur  die  beiden  letzteren  ändern.  Die  Gleichungen  einer 
Dorebschnittslinie  von  zwei  homofokalen  Flächen,  z.  B»  von  (g) 
tnd(j»)^  sind 

(9  ^=:  const,    ([4= const, 

wie  z.  B.  beim  gewohnlichen  Coordinatensystem  die  Gleichungen 
einer  Linie,  die  parallel  der  x-Axe  ist,  z=  const,  ^s=  const  sind. 

Nach  dem  Satze  von  Dupin  schneiden  sich  orthogonale 
Tischen  in  ihren  Krömmungslinien ;  bestimmt  man  also  einen  Punkt 
im  Räume  dutcb  drei  ho^iofokale  Flächen  oder  durch  elliptische 
Coordinaten,  so  nehmen  die  Gleichungen  der  Krflmmungslinien 
die  äusserst  einfache  Form  (2)  an.  Die  beiden  Brennpunkts -Ent- 
femui^en  b  und  c  sind  unveränderlich  fär  ein  elliptisches  Coor- 
dinateasystem.;  veränderlich  sind  nur  die  Halbaxen  p,  ft,  v  der 
ktA  darch  den  Punkt  (g(iv)  gehenden  bomofokaien  Flächen,  wenn 
«VI  au  einem  anderen  Punkte  (g'ii'v')  abergeht  Es  liegt  in  der 
hki  dieser  Flächen,  dass  immer  ^>c,  fi<c  und  >6,  v<6 
^  muss. 
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Wir  bezeichnen  die  Entfernung  eines  Pnnlcts  (pft^)  toiii  HiC^ 
teipunicte  des  elliptischen  Coordinatensystenis  (dem  gemeiiisameo 
Mittelpunkte  der  drei  homofokalen  Flächen)  durch  D,  so  ist 

(3)  Z>«  =  e«+fA«  +  i/«--*a— c«. 

Ist  D  constant«  so  erhalten  wir  die  Gleichung  einer  Kugel  id 
elliptischen  Coordinaten : 

(4)  ^«  +  ^«  +  V« = const. , 

welche,  wie  man  sieht,  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Gleichung 
der  Kugel  in  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten,  und  foi* 
gendes  Theorem  enthält : 

Wenn  sich  ein  Punkt  auf  einer  Kugel  bewegt,  so  ist  di^ 
Quadratsumroe  der  Halbazen  der  drei  durch  ihn  gehenden  kon- 
zentrischen homofokalen  Flächen  konstant. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  dem  EUipsoid  {q)  so,  dass  seine 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  konstant  bleibt,  so  ist  in  (3)  Z>=  copst, 
Q  z=  const  zu  setzen ,  mithin  erhält  man : 

(6)  ^«  +  1/*=  const. 

filr  die  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  auf  einer  Fläche  zwei* 
ten  Grades. 

Wir  betrachten  ein  durch  vier  KrOmmungsiinien  auf  dem  Ellip'^ 
seid  (p)  gebildetes  Viereck  abcd.  Die  ?ler  Punkte  a^  b,  Cf  d 
sind  durch  elliptische  Coordinaten  auf  folgende  Art  bestimmt: 
a  durch  (^jüv),  6  durch  (pfHv),  c  durch  (pfiiVi),  d  durch  (pfcfi)* 
a  und  c  sind  also  Gegenecken.  Die  vier  ?om  Mittelpunkte  nach 
den  Ecken  dieses  Vierecks  gezogenen  Radien  sollen  Da,  Db^  De»  ßd 
heissen.    Durch  Vergleichung  mit  (3)  erhalten  wir  die  Gleichung : 

(6)  l>«»  +  l>c«=/>&«  +  l>d«; 

hierin  liegt  der  Satz:  Wenn  man  nach  den  vier  Ecken 
eines  von  vier  Krflmmungslinien  auf  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  gebildeten  Vierecks  vom  Mittelpunkt  aus 
Radien  zieht,  so  ist  die  Quadratsumme  der  nach  zwei 
Gegenecken  gezogenen  Radien  gleich  der  Quadrat* 
Summe  der  beiden  andern. 

Wir  nehmen  nun  ein  zweites  EUipsoid  (q')  an,  welches  die 
vier  homofokalen  Flächen  (/ü)  und  (fA^»  (v)  und  (y')f  die  durch  die 
krummlinigen  Seiten  des  Vierecks  abcd  bestimmt  sind,  in  d#m 
Viereck  a'b'c'd'  schneiden ,  so  sind  diese  vier  neuen  Punkte  durch 
elliptische  Coordinaten  also  zu  bezeichnen:    a'  durch  (pV^)«*  ^ 
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Jbrch  (^V'^)»  ^  darch  (q'^i^'v'),  d'  durch  (pVv^);  die  vier  vom 
Mittelponkte  Dach  deo  Ecken  a'b'&d'  gezogenen  Radien  bezeich- 
DM  wir  mit  Da' 9  Dk'f  Dif,  Dd*\  die  Gleichungen  (3)  und  (6)  Rih^. 
reo  nun  sogleich  auf  die  Formel : 

(7)  Da^  +  De-«  =  Ä«  +  Di.^^D^  +  Dr*, 

d.  h.:  Zieht  man  Tom  Mittelpunkte  nach  den  Ecken 
eines  von  sechs  homofokalen  Flächen  gebildeten  Pa- 
rallelepipeds  Radien,  bo  sind  die  Quadratsunimen  der 
Dach  je  zivei  Gegenecken  gezogenen  Radien  einander 
gleich. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  schreiben : 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  q^^  |ü^>  vS  und  zwar  ist 
■ach  der  Theorie  der  Gleichungen: 

^«  4.  ^a  +  v«  =  6«  +  c*  +  a:« + y «  +  2« , 
pV* + ^ + ^*v*  =  **^* + **(^*+ **) + ^*(^* + ^*)  • 

Hieraus  ergehen  sich  folgende  Werthe: 
(8)  4car=pfiv,    Ä V  c« — 6« .y=  ^^^^^  V  ft«— 6«  V  6«—  v*. 


Man  zielie  nun  vom  Mittelpunkte  O  nach  einem  beliebigen  Punkte 
'oder  ((>f4v)  die   Linie   OM=:.D,    so  lassen  sich  die  Cosinus 

^1  ^i  -^  der  Winkel,  welche  OAT  mit  den  Axen  bildet^  zu- 
folge der  Gleichungen  (3)  und  (8)  sogleich  in  elliptische  Coordi- 
Daten  umsetzen.  Für  einen  zweiten  Punkt  M'  oder  (q'^^'v')  sei 
OEr=.D',   80  ist 

«der 
(?)  D.jycoBMOM' 

+  —  c*(c'»— 6«)  * 
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Oie^e  Formd,  angewendet  auf  die  Wiokel  aOc  and  bOd,  wdche 
die  nach  den  Ecken  des  von  vier  Krflmniongslinien  auf  dem  EIKp* 
8oid  {q)  gebildeten  Tierecks  gezogenen  Radien  Oa^Dm^  Ob^Dh 
OcznDe,  Od=Dd  mit  einander  machen,  filhrt  auf 

(10)  Da.D^.cosaOcszD^.Dd.cosbOd. 

Nun  ist,  Enfolge  eines  bekannten  geometrischen  Satses: 

J?  =  iD.«  +  D^*^2Dm .  De.  cos  aOc 
ond 

bd^  =z  Di^  \  D^  -  2Dh .  Dd.  cosbOd. 
Diese  Gleichnng,  in  Verbindung  mit  (6)  und  (10),  fährt  auf: 

(11)  ac—bd. 

In  jedem  von  vier  Krfimmungslinien  einer  FISche 
zweiten  Grades  gebildeten  Tiereck  ist  die  Entfer- 
nung von  zwei  Gegenecken  gleich  der  Entfernung  der 
beiden  andern  Ecken. 

Ganz  auf  ähnliche  Art  lässt  sich  der  Satz  beweisen : 

In  jedem  von  sechs  homofokalen  Flächen  gebilde- 
ten rechtwinkligen  Parallelepiped  ist  die  Entfernung 
von  zwei  Gegenecken  gleich  der  Entfernung  der  beiden 
andern. 

Wfirde  man  die  acht  Ecken  dieses  Parallelepipeds  durch  gerade 
Linien  verbinden ,  so  erhielte  man  ein  achteckiges  Polyeder,  worin 
die  drei  Diagonalen  gleich  sind»  welche  je  zwei  Gegenecken  ver- 
binden. 

Für  die  Entfernung  zweier  beliebigen  Punkte  M  und  M^  haben 
wir  die  Relaäon: 


MM*^^  0Ä«+  O^'*— 2031.  OM^.cosMOMK 

Um  hieraus  die  Gleichung  einer  Kugel  zuj  finden,  deren  Mittel* 
punkt  M'  ist,  bezeichnen  wir  die  konstanten  Ausdrücke 

^'*+^'*  +  v'«— 26«-2ca  mit  a,    2?^   mit  ß, 

2 6t(e«-6«) "»»^y 

and 

2 c*(c«-6«) ""*  * 
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«d  «rbailen : 


(J2)  Alif'«=e«  +  f4«  +  v«+«— ^^v.i» 

-  ^r^TTp  v^iiZT«  Vl»^=^^  y  -  ^?:=^  V^^ 

Setzt  man  hier  ^:=^'=const.,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  einer 
spbSriscben  Carve  auf  dem  Ellipsold  (^)y  irenn  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  auf  dieser  Flficfae  liegt. 

Man  l^e  durch  den  Punkt  lU  oder  (pfAv)  eine  Tangential- 
Ebene  an  die  Fläphe  (p)  und  fölle  Toni  Mittelpunkte  O  auf  die- 
selbe eine  Senkrechte  P,  so  ist 

(13)  p^^V^^VFEI" 

Bezeichnen  wir  nun  die  vier  Senkrechten »  welche  von  O  auf  die 
vier  Tangential -Ebenen  von  (p)  in  den  Ecken  des  Vierecks  abcd 
geftUt  werden  können,  mit  P«,  Pb,  Pc,  Pd,  so  erhalten  wir  aus 
(13)  die  Formel 

04)  Pa.Pc=Pb.Pd. 

Die  vier  Perpendikel«  welche  vom  Mittelpunkte  ei. 
net  Fläche  zweiten  Grades  auf  die  Ebenen  sich  ziehen 
lassen,  welche  dieselbe  in  den  Ecken  eines  von  Krüm- 
miBgslinien  gebildeten  Vierecks  berOhren,  bilden 
eine  Proportion. 

le  liessen  sieh  hieraus  wieder  weitere  Consequenzen  ziehen 
bidcbtlich  der  24  Perpendikel,  die  man  auf  die  Ebenea  ßllen 
baa,  welche  sechs  homofokale  Flächen  in  den  Ecken  eines  von 
ibwB  gebildeten  ParaHelepipeds  berühren,  doch  H'ollen  wir  da- 
▼00  abstrahiren  und  zu  den  wichtigeren  Formeln  der  KrOmmungs- 
balbnesser  der  Normalschnitte  Obergehen.  Wir  bezeichnen  die 
beiden  Hauptkriimmungs -Halbmesser  von  (g)  im  Punkte  (^^v)  mit 
k  and  J2',  so  Ist 

Hieraas  lisst  sich  analog  dem  FrOheren  schliessen,  dass  die  vier 
KtämmoDgshalhmesser  Ä«,  Ä,  Ä«,  Rg  in  den   Ecken  des 


von 


Irtemangslinien  gebildeten  Vierecks  einer  Fläche  zweiten  Gra- 
fts eine  Proportion  bilden,  und  dass  diess  gleichfalls  bei  den  an- 
^  vier  KrfiiDmangshalbmessem  in  diesen  vier  Ecken  stattfindet. 


32  Bökten:   üeäer  krummUnigi  Coorätnatea» 

Die  beiden  Haoptkraromungs- Halbmesser  der  FIfiebe  (jn)  in 
Punkte  (p^v)  bezeichnen  wir  mit  JU  und  M^  und  diejenigen  ?on 
(v)  mit  iV  und  iV',  so  ist: 

(16)    lf=     ^^^^,    M'^-"^^"^, 


N^   yg^!^f^l^    jy.^_Vg*- 


y2V"|;4«-V«' 


(17) 

Hieraus  ergibt  sich: 
(18)  R.M'.N'zzzR^M.N. 

nm        *4-^-i    ^'+^'-1    ^\^-i 
^*^^       Ä'^yif'""^'    Ä'*^iV""*'   Ä"*^iV'""^- 

Die  Gleichung  (18)  ist  von  Lam^  angegeben  worden,  welcher 
in  dem  Memoire  sur  les  coordonn^es  curvilignes  die  all- 
gemeinen Formeln  für  ein  beliebiges  krummliniges  Coordinaten- 
System  aufstellte  und  insbesondere  auch  als  der  Schöpfer  der 
elliptischen  Coordinaten  angesehen  werden  muss.  Die  Gleichun- 
gen (19)  sind  von  Bertrand.  Sie  lassen  folgende  einfache  geo- 
metrische Deutung  zu :  Wenn  man  durch  einen  Punkt  im  Räume 
drei  homofokale  Flächen  legt  und  auf  ihren  Normalen  die  Krüm- 
mungsmittelpunkte  mit  R  und  R' ,  M  und  M' ^  iV  und  iV^  bezeich- 
net, Ko  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  durch  M  und  R  mit 
diesen  Normalen  gezogenen  Parallelen  auf  der  Richtung  M'R*, 
der  durch  M'  und  N  gezogenen  Parallelen  auf  MN'  und  der 
durch  R*  und  N*  gezogenen  Parallelen  auf  NR. 

Wenn  q  um  dq  wächst,  so  ist  die  Entfernung  der  unendlich 
nahen  Punkte  M  auf  {q)  und  M'  auf  {q  -f  dq)  =  ds : 

Bezeichnen  wir  die  Werthe  von  d$  in  den  vier  Ecken  dbcd  mit 
dsa»  dsb»  die»  dsd»  so  ist 

dsa  •  dse  ==  dsb  •  dsd* 

Die  vier  unendlich  kleinen  Seiten  eines  von  sechs  homofokalen 
Flächen  gebildeten  Parallelepipeds,  wovon  zwei  gleichartige  ein- 
ander unendlich  nahe  sind,  bilden  eine  Proportion. 
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VI. 

Allgemeine  Berechnung  der  Stromstärken  in  Galvano- 
metern. 

Von 

Herrn  Dr.  FTilh.  Matzka, 

Pruft9«s«r  der  Miitlieinaiik  an  der  Hocharhule  xii  Prag. 


Der    Bau    der  jetzt   gebränchlichen    (Galvanometer,    nemlich 
PonilleC's  and  Gaugahrs  Tangentenboussoie ,  so  H*ie  Pouil- 
let*s  und  Poggeodorff's  Sinua-Bonsftole,   besteht  bekanntlich 
m  Wesentlichen  darin,   dass  durch   einen  in   lothrechter  Ebene 
stehenden    metallenen   Kreisreif  ein   galvanischer  Strom   geleitet 
wird,   welcher  eine  in  seiner  Nähe   befindliche  wagrechte  Mas- 
netnadel  um  einen  Winkel  ans  dem  magnetischen  Meridian  ab- 
lenkt, aus  dessen  beobachteter  Weite  man  die  jedesmalige  Stfirke 
£eses  Stromes  zu  berechnen  vermag.    Bei  Beobachtungen  mittels 
der  TangentenboBssolen  wird  die  Ebene  des  Kreisringes  fest  in 
den  BMgnetiscben  Meridian  gestellt,  bei  jenen  mittels  der  Sinns- 
bonssolen   dagegen  so  weit  um  den  lothrechten  Durchmesser  ge- 
dreht, bis  die  Nadel  in  die  Ebene  des  Reifes  selbst  zu  stehen  kommt. 

«  I 

Ursprünglich  stellten  die  Erfinder  dieser  galvanischen  Mess- 
werkzeuge den  Drehpunkt  der  Nadel ,  der  wegen  ihrer  Kflrze 
immer  in  ihrer  Mitte  zwischen  Nord-  und  Sudpol  liegend  ange- 
mwunen  werden  darf,  in  den  Mittelpunkt  des  Kreisreifs;  Gau- 
gain  (1853)  richtete  ihn  jedoch  verschiebbar  in  der  (%u  seiner 
Ebene  senkrechteri)  Axe  des  Kreisreifs  ein.  Diese  letztere  allgemei- 
nere Einrichtung  will  ich  in  vorliegender  Abhandlung  auch  bei 
^  Sinusboussolen  dergestalt  voraussetzen^  dass  bei  ihrem 
•Gebrauche  die  Nadel  zur  Ebene  des  Stromringes  parallel  zu 
tMken  kommen  solle. 

Für  die  gewöhnlichen  Galvanometer,  bei  denen  der  Dreh- 
pmkt  der  Magnetnadel  mit   dem    Mittelpunkte    des  Stromkreises 
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zusammenfallt,  hat  Herr  Oberlehrer  Dr.  HSdenkamp  Qm  Archiv 
1854,  23.  Theil,  S.217--223}  die  allgemeine  Berechnur^g  der  Strom- 
stärke genügend  skizzirt;  fär  Gaugain's  Tangentenbous* 
sole  aber  hat  vornehmlich  Bravais  (in  den  Annales  de  Chi- 
roie  et  de  Phys.,  1853,  3.  ser.,  vol.  38,  pag.  301—311)  die 
analytische  Untersuchung  elegant  und  vollständig  durchgeführt« 
Im  Folgenden  sollen  nun  die  allgemeinsten  Messwerkzeuge  dieser 
Art  rechnend  erforscht,  sohin  die  Annahmen  gemacht  werden  : 
1)  dass  der  Dreh-  oder  Mittelpunkt  der  Nadel  wo  immer  in  einer, 
gegen  den  beliebig  geformten  Stromreif  nhwandelbaren  Stellang 
stehe,  und  2)  dass  während  aller  Beobachtungen  an  Tangenten- 
boussolen  die  Ebene  des  Stromringes  unter  einem  bestimmten 
Neigungswinkel  gegen  den  magnetischen  Meridian  fest  stehen  ge- 
lassen werde,  hingegen  bei  Benutzung  von  Sinusboussolen  beim 
Ablesen  der  Stellung  der  Magnetnadel  diese  mit  der  Strom 'Ebene 
oder  mit  dem  zu  ihr  parallelen  Durchmesser  des  unterhalb  der 
Nadel  angebrachten  und  in  Grade  getheilten  Vollkreises  einen 
bestimmten  (immer  gleich  bleibenden)  Winkel  einschliesse. 

Als  buchst  merkwürdiges  Ergebniss  aus  meinen  Rechnungen 
glaube  ich  die  bisher  nicht  bekannte  Wahrheit  hervorheben  za 
dürfen,  dass  bei  der  Sinusboussole  die  Stromstärke 
JederBeii  dem  Sinus  des  Ablenkungswinkels  der 
Magnetnadel  aus  dem  magnetischen  Meridian  »treaup 
proportionirt  ist,  es.  mag  der  Stromring  in  seiner  ioili* 
rechten  Ebene  was  immer  für  eine  krumme  Linie  bilden» 
der  Drehpunkt  der  Nadel  hinsichtlich  des  Stromringes  und  seiner 
Ebene  wo  immer  fest  stehen  und  bei  der  Beobachtung  der  end*- 
liehen  Nadetstellung  diese  mit  der  Ebene  des  Stromreifs  was 
immer  ftir  einen  bestimmten  unveränderlichen  Winket  machen. 


1. 

• 

Allgemeine  Bestimmung  der  Einwirkang  eines  elek* 
trischen  Stromleiters  auf  einen  magnetisirten  Poailit. 

1.  Sei  AB  (Taf.  1.  Fig.  1.)  ein  beliebig  gestalteter  linearer 
Leiter  eines  elektrischen  jStromes,  der  auf  einen  magnetisirten 
Punkt  N  einwirkt.  Im  Punkte  M,  am  Ende  des  Leiterbogens 
AM=:s,  beginne  das  Strom -Element  MM*:=zd$y  welches  gegen 
dessen  Abstand  von  iV,  nemlich  gegen  NMzzzr,  unter  dem  Win- 
kel ß  geneigt  ist.  Des  Stromes  Stärke  (Intensität)  sei  t,  des 
Punktes  N  Magnetismus  m,  die  specifische  (eigentbOmliche)  be- 
ständige Wechselwirkung  der  Elektricität   und  des  Magnetismus 


der  Spromiiärken  in  Oatvanometern.  S5 

t;  dann  geschieht,  gemSss  der  aos  Savart's  und  Biot'A  elek- 
froiiiagnetiscbeD  Versuchen  durch  Laplace  abgezogenen  Pro- 
portionalitäten und  Lehren,  die  Wirkung  dp  des  Strombestand- 
Aeilcbena  ids  auf  den  Magnetismus  m  iip  Punkte  N^  nach  der 
auf  der  Ebene  NMM'  (von  r  und  ds)  $enkrechten  Richtung  N.dp 
ond  mit  der  Stärke 

,          ,    dt.9\fiB 
dp=:xim 5 — • 

oder  wenn  man  abkfirzend  %im  =  (t  setzt»   mit 

,  sinß.ds 

«P  =  f*— ja— • 

U.  In  Bezug  auf  ein  beliebig  wo  aufgestelltes  System  win- 
kelrechter Coordinatenaxen  seien  x,  p,  %  die  Coordinaten  des 
Strorapunktes   M;    so    sind    iiXf  dy,  dz    die    Projectioneii    und 

-j- 9  -?■ »   T  die  Richtcosinus*)  des  Stromtheilchen.s  dg. 
ds      ds      ds  .        ' 

Femer  seien  X,  T»  S  die  Projectionen  de»  Strahles  NM=zr 

X      T      S 

auf  die   Coordinatenaxen,    also  — $  — 9  —  die  Ricbtcosinus  des- 

r       r       T  s 

selben;    so  kat  .man  Rir  die  Ri^htwinkel  a,  ß,  y  der  aaf  d«  und 

T  sogleich  senkrechten  Richtung  N.dp  der  Kraft  dp  die  Bedin- 

gimgsgleichungen 

dx  dy       ^     dz  ^ 

-3jcos«  +  ^cos^  +  ^^cosy:=0. 

—  cos  a  +  • —  cos  ß-f  —  cos  y  =  0 » 
r  r         ^      r        ' 

und  sonach  die  Proportionen 

cos  er  Cögß  cos  7  l 

V  dx      %  dif      ^  dx     ^dt     ^  dy     ]^dx     mnS 
r  5"^  r  dt       r  ds  "^  r  ds      r  ds'^  r   ds 

DengemSss  zerßdit  die  Elementttrkraft  dp  in  die  drei  zu  den 
Ceordinatenazen  parallelen  Componenten 

dp.coBa,    dp, cos ß,    dp.coay, 
md  folglich,  wenn 


*)  Cosinns   der  Richtvinkcl  der   Berührungslinie   am  Punkte  .ff  der 
leo  Aß,^  d.  i.  der  Wislcel   der  piMitiTcn  l^ichtung  diener  Geraden 
■Ml  deo  poakivefl  Riclitnngeni  der  Axen  der  x^  ff  y  s. 
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X,    Y,    Z 

die  eben  so  gerichteten  Componenten  der  vereinten  oder  Gesammt- 
wirkung  P  des  ganzen  Stromleiters  AB  auf  den  roagnetisirten 
Punkt  N  bedeuten  9  hat  man 

X=ifdp.eoaa,     K=/rfp.co8/J,    Z=^fdp.cosy; 

oder  wenn  man  nach  Obigem  die  Richtcosinus  ausdrückt: 

pYdz  —  Tdy 
^=^J HT-^' 

'%dx  —  X.tlz 


P%dx- 

=»7 — ^ 


—  Yrfar 


wobei  selbstverständlich    die  Integrationen   über  die  ganze  Aus- 
dehnung des  Stromleiters  AB  sich  erstrecken. 

Hierin  ist  bekanntlich  auch  noch 

r»  =  X«  +  Y«  +  a«, 
und  die  Coordinaten  des  magnetischen  Punktes  N  sind : 


2. 

Einwirkung   des   Stroms   auf   eine  Maf^Beiaailel« 

Denkt  man  sich  den  Magnetismus  einer  Magnetnadel  blos  in 
ihren  beiden  Polen»  dem  Nordpole  N  und  dem  SOdpole  5,  ao- 
gehäuft;  so  mugen  für  jenen  Nordpol  die  bisher  allgemein  fttr 
einen  magnetischen  Punkt  N  angenommenen  GrOssen  und  abge- 
leiteten Ausdrficke  gelten ,  fSr  diesen  Südpol  iS  aber  die  gleich- 
namigen Grossen  je  mit  einem  Striche  (Accent)  unterschieden 
werden.  Dann  findet  man  die  Componenten  der  elektromagneti- 
schen Wirkung: 


—  X'rfz 


JLfdy-Y'dx 
*> 5 
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Dir  r'  =  SM  deo  Ausdruck 

Md  des  Sfidpols  Coordinaten; 

3. 

Wirkung    des    Erdmagnetismus    auf    die    Magoetuadel 
and  Gleichgewicht  zwischen  den  beiderlei  Wirkungen. 

Auf  die  Magnetnadel  oder  auf  ihre  beiden  Pole  wirkt  auch 
noch»  und  swar  ununterbrochen»  der  Magnetismus  des  ganzen 
ErdkSrpers  —  der  Erdmagnetismus  —  nach  einer  gewissen 
Riditung  und  mit  einer  Stärke»  welche  beide  auf  die  Dauer  der 
anzustellenden  Messbeobachtungen  jedesmal  für  unverfinderlich 
angesehen  werden  dfirfen.  Seien  ti»  o»  to  die  Richtcosinus  der 
positiven  Richtung  dieser  Aze  der  erdmagnetischen  Kraft»  und  sei 
J  die  StSrke  des  auf  die  Einheit  des  Magnetismus  einwirkenden 
Erdmagnetismus»  also  Jm  und  Jm'  seine  Wirkungen  auf  den  Nord- 
ond  Sodpol  der  Nadel,  endlich  seien 

I7»    F»    TF   die  Componenten  des  auf  den  Nordpol 

and  D',  F'»   W    ,»  „  »,     .,     ..    Südpol 

wirkenden  Magnetismus»   so  gelten  bekanntlidi  die  Proportionen: 

Jm:  ü:  Vi  W—Jm':  ü':  F':  W  =  liuiviw, 

wekhe  sur  Aasdrückung  dieser  Kraftcomponenten  dienen. 

Zwischen  d^n  Einwirkungen  des  elektrischen  Stromes  und 
des  Erdmagnetismus  auf  die  Magnetnadel»  welche  um  eine  unver- 
rfickbare  Axe  sich  zu  drehen  vermag»  muss  nothwendig  im  Augen- 
blick des  Ablesens  des  Standes  der  zur  Kühe  gelangten  Nadel 
detchgewicht  herrschen.  Es  muss  demnach  sowohl  die  Summe 
der  Projectionen  aller  «auf  die  Nadel  einwirkenden  Kräfte  auf 
£ese  feste  Aze»  als  auch  die  Summe  der  Drehniomeute  sämmt- 
Beber  dieser  Kräfte  um  dieselbe  standfeste  Aze  einzeln  verschwinden. 

4. 

Abschweifung  (Digression)  auf  eine  allgemeine  Zusam- 
»eosetzung  von  Kräften  an  einem  Systeme  von  Stoff- 
punkten. 

Da  erwähnte  Gleichgewichtsbedingungen  in  den  Lehrbüchern 
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der  Stixtik  immer  nur  beschrSnkt,  nemlicb  bloB  flir  d««  Fall,  wm 
man  die  feste  Axe  zu  einer  Coordinatenaze  gewählt  hat,  ab- 
gehandelt werden;  so  wollen  wir  sie,  und  ihr  entsprechend  die 
allgemeine  Zusammensetzung  von  beliebigen,  auf  ein  System  roo 
Stoffpuiikten  einwirkenden  Kr&ften,  mittels  Zjpriegung  nach  einer 
willkürlichen  Axe  hier  kurz  vornehmen. 


•     •     • 


1.  8ei.  eine  Kraft  P  am  Punkte  Xy  y^  x  thätig  und  in  ihre 
drei  winkelrechten  Coordinaten  X^  F,  Z  zerlegt;  ferner  sei  eine 
feststehende  Axe,  deren  Richtcosinns  zu  ^i^  b,  c  proportionirt 
sind,  durch  einen  festgestellten  Punkt  Xitfiti  geführt,  also  ihre 
Gleichungen : 

a  b  c     * 

wenn  xyz  laufende  Coordinaten  Torstellen.  Wir  zerlegen  nun 
die  ifraft  P  parallel  und  senkrecht  zur  standfesten  Axe  in  die 
Kräfte  P'  und  P",  oder  wir  suchen  ihre  Pi'ojectionen  P'  und  P^ 
auf  dietie  Axe  und  auf  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene. 

Setzt  man  abkürzend 

und  nimmt  A  positiv  an,  so  sind  T*  t»  t  die  Kicbtcosinus  der 
standfest'en  Axe,   folglich  ist  die  erste  Projection: 

DI      V«.  V*  ,   ',c      aX+bT+cZ 
^-^Ä+*^Ä  +  ^Ä  = Ä 

Die  auf  ihr  senkrechte  zweite  Projection  ist  sonach: 

P'  =  sfW^P^  =  \  V{X^-{-  YHZ^)  (aHbHc^)-(aX+b  Y^cZ)^ 
oder 

P^=\  v[{bZ-'cr)'^  +  (oJi:~aZ)»  +  (aK-6J0*]. 

Diese  Kraft  strebt  die  Drehung  ihres  Angriffspunktes  um  die 
ständige  Axe  an,  mit  einem  Drehmomente  (einem  Drehbestreben) 
2=  P^p,  wenn  p  den  senkrechten  Abstand  der  Richtung  der  Kraft 
P*'  oder  der  Kraft  P  von  derselben  Axe  vorstellt. 

Dieser  Abstand  p  ist  aber  die  Projection  jedweder  Verbin- 
dungsstrecke  der  genannten   zwei   Geraden,   also  auch   der  vom 

Punkte  Xi  yyZi   zu  x  y  z  hin  gehenden  Strecke^   oder  ihrer  drei 
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«inkdrechtea  Proj«ettoiien  i— jrii=:|,  jf— 3fi=^#  z— xi  =  f  auf 
/ede  m  den  beiden  angeführten  Richtungen  zugleich  senkre^shte 
Gerade.  Nun  tAfA  die  Richtcosinus  der  Richtung  der  Kraft  P 
proportional  zu  A',  T,  Z,  jene  der  festen  Aze  proportional  zu 
A,  t,  Cs  milblo  eind  die  Richtcoslnas  Ihrer  gemeinschaftlichen 
Senkreebtea  proportional  zu 

bZ^cT,    cX-aZ,    aY-bX, 

und  sonach  ist  der  fragliche  senkrechte  Abstand: 

-6Z— cF,      cX^aZ  .     aY-^bX 

Demgemlss  ist  endlich  das  Drehmoment  der  Kraft  P  oder  die, 
im  Abstände  1  und  auf  der  Axe  senkrecht  drehend,  ihr  gleich- 
wirksame (SquiTalente)  Kraft: 

n.    Seien  nunmehr  an  einem  starren  Systeme  von  Stoffpunk- 

ten  {xyz)t  (^i^t^i)'  (^lya^)*"*  Kräfte  P,  Pi,  P2»"-  "*'®' 
ihre  Componenten  (JC,  Y^Z),  (A|,  F|,Z|),....  angebracht.  Da 
lerßlllt  jede  dieser  Kräfte  In  eine  zur  Axe  gleichlaufende  Kraft 
■nd  in  ein  auf  der  Axe  senkrechtes  Drehmoment,  folglich  das 
ganze  Kräftesystem  in  das  System  der  Parallelkräfte  P ,  Pi^  P«',.... 
vnd  in  das  System  der  Drehmomente  P"p,  Pi'pi>  P^'pit**--* 
Ersteres  System  hat  zur  resultirenden  Kraft  R*  die  Summe 

MP=P'  +  Pi'  +  /»,'  +.^ss£ j =: ^ . 

irifksani  am  Punkte  (K9|),  bestimmt  durch  die  auf  die  Ebenen 
yif  2Xy  xy  bezogenen  Momentengleichungen: 

-,,        „aX  +  bY+cZ  .      aüXx  +  h^Yx+cZZx 
^'=-^— A  ^=  Ä • 

^, « aX+bYj-cZ  .      aZXy  +  bSYy+cZZii 

_ .        _a Jr+  6  F+  cZ  .      aZXl  +  büYz  +  cZZz 
Ri^^Z jj z  = ^ ; 

hm  andere  System  dagegen  hat  zum  resultirenden  Drehmomente 
It^  die  Summe: 
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III.  Indem  i^-ir  die  Bonstigen  leichten  WahrnehmungeD  und 
Schlussfolgeii  dem  Leser  überlassen »  benOtzen  wir  hier  nar  fol- 
gende. Sollen  sämnitliche  erwähnte  Krfifte  an  dem  starren  S^'steme 
der  Stofftbeilchen,  mit  Hilfe  der  befestigten  Aze  and  zwar  in- 
sofern im  Gleichgewichte  stehen,  dass  blos  die  von  den 
Kräften  angestrebte  Drehung  des  Systems  um  diese  Aze  auf- 
gehoben werde,  so  muss  offenbar  das  resultirende  Drehmoment 
H^'r  zu  nichte  werden,  also 

sein.  Sollten  sie  dagegen  an  einem  festen  Punkte  (sci  ffi  lO 
dermassen  im  Gleichgewichte  stehen,  dass  die  Drehung  um  je- 
derlei durch  diesen  Punkt  denkbare  ,  Axe  (a^bfC)  behoben 
werde;  so  muss  diese  Gleichung  fiir  alle  Werthe  der  drei  v.oo 
einander  unabhängigen  Grössen  a,  6,  c  bestehen,  also  jeder 
ihrer  Multiplicatoren  verschwinden ,  nemlich  gleichzeitig  sein: 


5. 


Verwendung.      Bedingnissgleichung    für    die    Gleich- 
gewichtsstellung   der   Magnetnadel  am  Galvanometer» 

Ii  Da  die  galvanometrische  Magnetnadel  um  eine  feste  Aze 
sich  dreht ,  so  seien  Xi  yi  ii  die  beständigen  Coordinaten  ihres 
Drehpunktes  C,  und  die  Richtcosinus  dieser  Drehongsaxe  pro- 
portionirt  zu  den  Beständigen  a,ösC,  Dann  sind  (gemäss  Art  1. 
und  3.)  am  Nordpole  N,  dessen  Coordinaten  wir  gleich 

fanden ,    die  Kraftcomponenten 

x+ü,   r+v,  z+w 

thätig,  und  die  Projectionen  der  nOrdlichen  Nadelhälfte  CiV=  L  sind : 

•  

§^07  —  d?|  =jr— X — X| , 

•  ^^ 
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ften  so  ^ind  am  Sfldpole  S,  dasseo  Coordinaten  wir  gleidi 

fitüdeo,  die  Kraftcompooenten 

x'+ü\   r^v,  z'^^w 

Cklligy  und  die Projectionen  der afidlichen Nadelhälfte  CS=-L*  sind: 

II.  Mitbin  libergeht  die  vorige  allgemeine  Bedingnngagleicbung 
fttr  die  Drehmomente  in  dem  gegenwärtigen  Falle  des  Gleicbge* 
irichts  der  galvanometriecben  Magnetnadel  io  nachstehende : 

+4[j(Z+IF)-C(JC+  l7)  +  6'(Z'+»FO-:'(Jf'+  ÜO] 

wekbe  zor  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke  t  aus  der  beob- 
achteten Hubestellnng  der  Magnetnadel  dienen  wird. 

III.  Beachtet  man  noch»  dass  man  den  Drehpunkt  C  die- 
ser Nadel  jederzeit  mit  dem  Nordpol  N  and  Südpol  S  in  einer 
Geraden  liegend  anzunehmen  pflegt»  so  gelten  noch  die  Pro- 
pertbnen: 

IV.  Die  nördliche  Hälfte  CN=:L  der  Magnetnadel  mache 
Bit  ihrer  Drehungsaze  (a,  b,  e)  den  beständigen  Winkel  v,  so  ist 

Die  durch  die  Nadel  und  ihre  Drehungsaxe  gehende  bewegliche 
Ebene,  deren  Normale  sonach  (wie  in  Art.  I.)  die  Teränderlicben 
Biditcosinus 

Af—ciy       ^i'^^i       atf^H 
AXsinv*    AXisinv'    ALsinv 

bitj  weiche  ans  einer  standfesten  solchen  Ebene»  deren  Normale 
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die  stiiidigeii  Riofatcotinns  Ap  B,  C»    gebunden   an  die  Bedia- 

gUDgsgleichungen 

Aa  +  Bb+  Cc  =  0, 
haben  ni5ge,  um  den  Winkel  ^  ab,  so  ist: 

^^''^^ALsinv^^+ÄISi^^+Aisinv^- 

Sohin  hat  man  zur  Ausdrückung  der  i,  ri,  l  durch  L,  v,  ö  die 
Beetimmungsgleichungen : 

a  J  +  617  +  et  =  hL  cos  V« 

(Äc— C6)g+(Co— Jc)iy  +  (^6— Äc)f=AZf8invco8J, 

und  sonach  bleibt  der  Ablenkungswinkel  8  als  alleinige  Grund- 
veränderliche übrig,  von  welcher  die  in  fi  und  yJ  als  Factor  ent- 
haltene fragliche  Stromstärke  i  eine  auszumittelnde  Function  ist. 


6* 

Vereinfachungen    der    aufgestellten    Ausdrficke    und 

Bestimroungsgleichungen. 

I.    Gewöhnlich  liegt  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  mit- 
ten zwischen  deren  Nord-  und  Sfidpol,  daher  ist: 

Zf'  =  —  L  und   sonach   |'  =  — g,    17'  =  — 1;,    fss— -f, 

und   sonach   wird  die  ßedingongsgleichung   des  Gleichgewichtes 
(Art.  5.)  t 

+  b[UZ—Z'+  JF-PF0-C(-3r-JC'+  t7—  17')] 
+  ch(2r-JI?+t7-ÜO-{(F-F'+  F-F0]=O. 

IL    Wählt  man  die  feste  Drehungsaxe  der  galvanometrischen 
Magnetnadel   zu  einör  Coordinatenaxe,  etwa  zur  2-Axe,   so 
muss,   weil  auf  ihr  die  x*  und  ^-Axe  senkrecht  stehen,    a=0,* 
6=0  sein  und  blos  c  willkOrlich  bleiben.    Dann'  Obergeht  diese 
Bedingungsgleichung  in 


dtr  SiromMrken  in  emtvanonetem.  43 

■id  die  BestimmuifgaglticlHQiiipea  toIi  f  •  ^^  i  in  Art  6u,  IV.  ver- 
ifandelo  sieb  in: 

J?| — Jiyrs  Lsloroosj, 

wobei  noch   G;=:0,  also  €=0  und  ii^  +  ^^l  i«t 

III.  Die  Magnetnadel  pflegt  man  jederzeit  so  vorzurichteHy 
dass  sie  aaf  ihrer  Umdrehangsaxe  senkrecbt  stellt^  also  v=90^ 
ist.    Dann  bat  man  : 

IV.  Nimmt  man  die  willkürlicb  festzustellende,  durcb  die 
Drehungsaxe  geben  de  Ebene  {Ä,  B,  C)  zur  Ebene  der  yx,  so  kommt 
zu   C=0  nocb  il  =  ±l9  J?  =  0.    Wählt  man  A=. — 1,  so  wird: 

und  sonach  die  Bedingongsgleicbung  (Urs  Gleichgewicht: 
(jt_A:'  +  l7-.t70cos^=(F— F'+  F-^FOsind, 

V.  Da  die  Magnetnadel  wie  jeder  andere  Kurper  der  Schwer- 
kraft unterworfen  ist,  so  lässt  man  sie  am  fäglichsten  wagrecht 
schweben  und  in  wagrechter  Ebene,  der  a:^- Ebene,  sich -drehen, 
wonach  ihre  Drehungsaxe,  diez-Axe,  lothrecht  wird.  Dann 
kann  man  die  ebenfalls  lothrechte  ^fz- Ebene,  von  der  aus  man  die 
Ablenkungswinkel  d  zfihlt,  entweder  in  den  astronomischen  oder 

—  was  wir  hier  thun  werden  —  in  den  magnetischen  Meri- 
dian Tcrlegen,  dabei-  zugleich  die  positive  Richtung  der  y-Axe 
uordwärts  und  die  positive  Richtung  der  x-Axe  ostwärts 
laufen  lassen. 

Bedeutet  da  T  die  wagrechte,  längs  der  ^-Axe  wirksame 
Compoaente  des  auf  den  Magnetismus  1  einwirkenden  Erdmagne- 
tismus J,  so  ist  nach  der  (in  Art  3.)  gewählten  Bezeichnung: 

JiT=l:v,    also    T=Jü   und   Jm:F=l:©, 

mithin 

F  =  Jmv  =  Tm   und  ebenso    F'  =  Tmf. 

Zugleich  ist,    da  die  Richtung   von  J  im  magnetischen  Meridian 

—  der  yi- Ebene  —  liegend  auf  der  a;-Axe  senkrecbt  steht»  der 
Cosions  tts=0  folglich  auch    (7=0  und   U^ts  0. 
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Danach  wird  unsere  Drehmomenten  «Gleicbung: 

(  J:— JTOcos«  -  (  F—  F)  sin  d  =  T(m — m')  sin  d. 

Gewöhnlich  und  mit  Recht  nimmt  man  den  Magnetismus  m'  des 
SQdpols  jenem  m  des  Nordpols  gleich  an  Grösse»  aber  entgegen* 
gesetzt  in  der  Beschaffenheit  an,  nemlich  m'=  —  m«  Dann  wird 
letztere  Gleichung: 

( JTcos  ö  -  Fsin  8) — (IT'cos d  —  F'  sin  d)  =  2m  Tarn  8 

und 

^^=z%Mz:=.  —  xtm=  —  fU 

VI.  Stellen  wir  noch,  mit  Rficksicht  auf  die  Artikel  I.  und  2., 
zur  Abkfirzung: 

JTcosÄ— Fsind      ._     JC'cosd— F^ind      „. 

SO  fiben^eht  letztere  Bedingungsgleichung  in : 

(Ä+i5rO»»  =  2rsind, 

und  sofort  erhftit  man  (är  die  Stromstärke  i  allgemein  deren 
umgekehrten  Werth: 

-T  =  «  — s — :  T^n  0. 

Aus  dem  Absätze  IV.  und  aus  Art  5.,  L  findet  man  nunmehr: 
X=a: — jTi— JLsind,  X'=j? — a?|  +  JLsin^, 

Y  =y--yi  — Lcosd,  Y'=y— yj  +  Leos  j, 

daher : 

wenn  man  abkürzend  setzt: 

orsin  d  -f  y  cosd  =  w, 
:ri  sin  d -f  yi  cos  d  =  6, 

nemlich  mit  tc  und  b  die  Projectiooeu  der  Strahlen  QM  und  OC 
auf  die  Magnetnadel  bezeichnet. 

Schreibt  man  die  Ausdrficke  von  X,  F  des  Art.  I.  und  dann 
obige  Ton  X,  T,  X  in  jene  von  H,  so  erhält  man  erst: 
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_      /^CK<iP^  +  Tcoga)dr-*-»(ifar«ip<+dyco>6) 
H^J  jS  -* 

Bod  danach: 


-/ 


r» 


aithio,  wenn  man  X>  in  — L  nm tauscht» 


-=/ 


r'» 


Dies  sind  nun  die  allgemeinsten  AasdrOcke  der  HilfsgrOssen 
H  and  H^  ^arch  die  laafeoden  Coordinaten  x,  p,  z  der  Linie  des 
StromriDgeSy  welche  überhaupt  wohl  audh  uneben  (doppelt  ge- 
knimmt)  sein  kSnnte.  Kennt  man  demnach  Ton  dieser  Linie  zwei 
Gleichungen  in  or,  y,  z,  so  kann  man  mittels  ihrer  zwei  der  Coor- 
dinaten durch  die  dritte  oder  alle  drei  durch  eine  passliche  Tierte 
Hilfsrer&nderliche»  also  durch  selbe  auch  die  Integrande  in  fTund 
H'  darstellen,  die  danach  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Strom« 
reifs  integrirt  werden  mQssen. 

A  n  m  er  ku  n  g.  Eine  andere  interessante  Darstellung  der  Hilfs- 
grosse  H  wäre  noch  folgende«    Setzt  man  oben 

Xsind-f  Tcosdx=T, 
also 

T  =  (« — ari)sind  +  (5f— yi)cosd — jL=to — b^L, 

so  tsf 

cIT  =:  c{:r.  sin  d -f  c{|f.  cos  d, 

Mglicb»   da  auch  noch  dMi=:dx  ist«  erhält  man: 


_.      pTd%^Kdr       p   1 


rT«     T' 


7. 

Stromlinien   In  scheitelrechten  Ebenen. 

Lenken  wir  jetzt  auf  die  bei  Galvanometern  vorkommende 
Beschaffenheit  des  Stromringes  ein,  dass  er  nemlich  (Tat  I.  Fig.  II.) 
«De  in  einer  Scheitel-  oder  lothrechten  Ebene  enthaltene  geschlos- 
sene Linie  ABA'B*  sei  und  dass  diese  Ebene  um  eine  lothrechte 
Aze,  die  wir  zur  x-Aze  bestimmen,  sich  drehen  lasse.  In  dieser 
Ebeoe  erfassen  wir  noch  als  eine  fernere  oder  Hilbaxe,  die  auf 
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derselben  «^Axe  svokre^bte  EtnsdiiMtttfdie  QA  der  Stromebene 
hl  die  wagrechte  Ebene  der  xy^  and  zählen  auf  ihr  vom  Coordi- 
natenursprunge  O  ans  eine  neue  Hilfscoordinate  <  des  laufenden 
Punktes  Jf  (or»  y,  t)  im  Stromreife.  Dann  sind  in  dieser  drehba- 
ren Stromebene  f  und  z  die  beiden  zusammengehörigen  Coordi- 
naten  dieses  Punktes»  zwischen  denen  sonach  für  die  gewShIte 
Gestalt  der  Stromlinie  eine  eigenthQmliche  Gleichung,  wie 

f(e,x)=0  oder  z=f\t), 
besteht. 

Tritt  die.  Stronehene  aus  dem  magnetischen  Meridiane  (der 
yz- Ebene) y  «der  die  ^- Axe  aus  der  y- Axe  um  den  Winkel  yOA^=^B 
heraus»  sa  sind  die  zwei  ursprOnglichen  Coordinaten  x^  y  des 
Punktes  M  die  Projectionen  der  neuen  Coordinate  <  auf  die  Axen 
der  X  und  y^  also 

^rsa^sine,    y=r^cos0; 
daher  wird 

to  =  <Cos(d — €). 

Dieser  Teränderliche  Winkel  8  —  s  wird,  wie  leicht  zu  sehen, 
Ton  der  (wagrechten)  Magnetnadel  mit  der  scheitelrechten  Ebene 
des  Stromrings  gebildet  und  wird  in  den  ferneren  Untersuchungen 
häufig  vorkommen»  weshalb  wir  ihn  eigens,  und  zwar  durch  y» 
bezeichnen  wollen.    Es  ist  sonach : 

Der  Drehpunkt  C  {xy  yi  Z|)  der  Magnetnadel  iV)S  erhält  jeder- 
zeit eine  bestimmte  unabänderliobe  Stellung  gegen  die  Stromlinie, 
nemlich  gegen  die  in  ihrer  Ebene  befindlichen  Axen  der  t  und  z, 
so  wie  gegen  die  durch  den  Coordinatenanfang  O  gehende  nor- 
male Axe  derselben  Ebene  —  die  Axe  der  Stromebene.  Es 
sei  demnach  der  (zur  letzteren  Axe  gleichlaufende)  Abstand  die- 
ses Drehpunktes  von  der  Stromebene  =Z>,  sein  Abstand  von 
derselben  Norroalaxe  =£  und  seine  Erhöhung  über  die  wag* 
rechte  ;ry  Ebene  =^F;  so  bleiben  diese  seine  drei  Coordinaten 
ungeändert,  wie  sich  auch  die  Stromebene  um  ihre  lothrechte 
2 -Axe herumdrehen  möge.  Projicirtman  min  den  in  der  xy- Ebene 
enthaltenen  Coordinatenzug  der  Z>  und  E,  welche  mit  der  j;-Axe 
die  Winket  — s  und  —  c-f^O^  machen,  auf  diese  Axe  und  ihre 
Normale  (flfi  y-Axe),  so  hat  man  fSr  den  Drehpunkt  C  die  ür- 
coordinaten : 

Xi==     Dcose  -i-  Esim, 
yi  =^— i>pin  t  H- £  cos  t 
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alt  den  sellwlverstittdilcben 

Schreibt  man  sofort  diese  Ausdrflcke  in  Art  6.»  VI.  ein»   so 
indet  nsn: 

6  =  Dsiny-f  £cosy,  ' 

10—4  =(t — £)C08y  — Z>siny, 

X— ari  a=  (<—  £)sine*-Z>eosc» 

y — yi^=^(t — iB)cosc+Z>8iDt, 

r*=  (<—£)*+ Z>«+(z—F)«—2X[(e—£)co8y—/)siny]  +  £*   ' 
—  (e  ^  JE-.ioosy)^  +  (/>  +  Xsiny)«  +  (a-ri^)«. 

Setzt  man  noch  xur  Abkürzung : 

Ü+Lsmy=^gt    E -fXfeosy^A, 
so  wird 

r»=s^*+(«-A)^+(x-F)« 


nad 


„     .  Pitdz'-idt)coBy^(bi-L)dz+Fco8y.dt 


wekhe  beide  GrOssen  r  und  H  man  sieb,  vermOge  der  angefGhr« 
ten,  zwischen  den  Coordinaten  t  und  z  bestehenden  Gleichung  der 
Strerolioie  nur  durch  eine  dieser  Veräoderlicheo  ausgedruckt  zu 
denken  bat 

Denkt  man  sich  nunmehr  z  durch  t  ausgedrückt  und  die  an- 
g^eutete  Integration  nach  der  Grundverfinderlichen  t  innerhalb 
ibrer»  bezüglich  der  ganzen  Ausdehnung  des  Stromringes  C^tzu- 
steHenden  bestiromtsB  Grenzen»  etwa  von  (=^  bis  t=ti  vollzo- 
gen» so  muss  das  fertige  Integral  H  an  der  Stelle  von  t  die  be- 
standigen Grenzwerthe  io  und  /|»  also  nur  noch  die  Veränderliche 
f  enthalten  und  kann  sobin  als  Function  von  y  und  L,  nemlicb 
i7=  f(y»  L)  angesehen  werden. 

Dmid  Uli 
nd  sonach : 
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Wenn  man  daher,  irie  bei  der  üblichen  Sinnsboassole«  die 
wagrechte  Magnetnadel  mit  der'  scheitelrechten  Stromebene  gleich- 
laufend  oder  einen  gewissen  ^  Toraus  entschiedenen  Wickel  bil- 
dend stehen  Ifisst,  folglich  y=:0  oder  diesem  beständigen  Win- 
kel gleich  macht;  so  Ist  im  Ausdrucke  von  i  Alles,  ausser  dem 
sinJ,  vom  Winkel  d  unabhängige  mithin  t  proportionirt  su  sin  j. 

Hieraus  folgt  demnach  allgemein  der  Satz: 

Wenn  man  bei  einem  Galvanometer  den  Stromring  in  eine 
(lothrechte)  Ebene  versetzt,  welche  um  eine  in  ihr  enthaltene  loth- 
rechte  Aze  drehbar  ist  (wie  bei  den  gebräuchlichen  Sinusbousso- 
len)y  und  wenn  man  diese  Strom -Ebene  bei  jeder  Beobachtung 
so  weit  dreht,  bis  die  wagrecht  schwebende  Magnetnadel  mit 
derselben  Ebene  einen  gewissen  voraus  bestimmten  Winkel,  z.  B* 
ffi,  30«,  450,  90O  o;dgl.  macht;  so  ist  die  Stromstärke  jedenfalls 
streng  proportional  zum  Sinus  des  Ablenkungswinkels  der  Mag- 
netnadel vom  magnetischen  Meridian;  es  mag  der  Stromring  was 
immer  für  eine  geschlossene  ebene  Linie  bilden  und  der  Dreh- 
punkt der  Magnetoadel  was  immer  für  eine  gegen  die  Strom-Ebene 
und  Stromlinie  unverrQckbare  Stellung  einnehmen. 

Die  Giltigkeit  dieses  Satzes  erheischt  demnach  lediglich  blos, 
dass  der  Stromring  eine  einfach  gekrümmte  (ebene)  Linie  bilde, 
dass  seine  Ebene  lothrecht  und  um  eine  lothrechte  Axe  drehbar 
sei,  endlich  dass  die  Magnetnadel  wagrecht  schwebe. 


8. 
Stromreife  von  gewählter   Gestalt   ' 

L    Elliptische  Stromreife«      Strom- Ellipsen. 

Weisen  wir  nunmehr  dem  Stromringe  eine  bestimmte  Gestalt 
zu,  etwa  vorerst  die  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  A  und  B  in 
der  f-  und  2- Aze  liegen  mSgen,  so  ist  seine  Gleichung: 

Zur  weiteren  Vereinfachung  der  KechnungsansdrOcke,  vor- 
nehmlich der  in  H  und  H'  stehenden  Integrande,  kann  man  nun 
entweder  als  Polarcoordinaten  den  Strahl  OM^R  und  seinen 
Polarwinkel  o  mit  der  J- Aze  benutzen,  folglich 

IssAcos»,    t  =  iRsinio 
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«iMn,  ironach  die  vorige  Gleichung  der  Ellipse  in 

1    coso^      sin  w* 

<&ergeht;  oder  man  kann  blos  den  flilfswitikel  fp  dergestalt  be- 
nessen, dass 

t  '     2  . 

--^  =  cos9,   also    -^=:sni9 
ist,  da  dann  die  Gleicbang  der  Ellipse  in  die  zfrei: 

zerfttlt  Die  erstere  Annahme  ist,  wenngleich  auch  sonst  bei  ande- 
ren Linien  verwendbar ,  hier  dennoch  minder  vortheilhaft  als  die 
nrette. 

Diese  aweite  Annahme  gibt  demnach : 

Ass—^sin^^,    dt  :=^B cos fpdg>y    idi -^  idi  ^=  ABdfp 
ond 

r»=(JcoS9-.£--icosy)«  +  (I>+L«iny)«  +  (Äsin9-/')« 
=  Ä«+(X)  +  Lsiny)«  +  (£+Lcosy)«  +  i^^— 24(£+ I^cosy)cos9 

—  2ÄFsin9  +  {A^  -  B^)  cos  tp^. 

Die  Ar  IF  yorznnehmende  Integration  mnss,  weil  sie  sich  über 
den  Tollen  elliptischen  Strömung  erstrecken  soll,  von  <= — A  bis 
t=4^  nn^  ▼oi^  d&  wieder  bis  <=: —  A,  also  von  ^ss  — 9e  bis 
^=0  ond  von  da  noch  bis  92=-!-^  ausgeffihrt  werden.  Sonach 
ludet  man,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 

/lcosy  =  a 
setzt, 

„       p''  Ä[a-(6+i)cosg)]-aFsing)  , 
Urs  I        ^g dtp, 

Mglich,   indeni   man  X  in  — L  umwandelt: 

wMi       r^  ^[o— (6— jL)cosg>]  — aFsin<p 


—  jr 


r*Äjr*  +  (D-Zsiny)*+(£;-ieosy)«-f  F«~2i<(£-icosy)eosg» 

—  a^Fsfai  9  +  (i<« — JB«)  cos  fp\ 


ThtU  XXXIV. 
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Nun  könnte  man  die  DiüerentM-CoeffieieBten  dieser  iDlegrande, 
weil  sin9)  =  (l  — co8  9^i  ist»  in  eine  nach  den  steigenden  Poten- 
zen von  cos 9  fortschreitende  unendliche  Reihe  unter  der  Vor- 
aussetzung, entwiciceln»  dass  die  Bedingnisse  ihrer  Convergenz 
erfüllt  seien ;    da  man  dann  nur  Integrale  von  der  Form 

cos9>*<2g>=:2  /       ^o%tp^dtp 

— :»  o 

auszuwerthen  hätte,  welche  flir  gerade  A=2fi: 

cos9^dg,=2/      cosy»rfy=    2.4.6..„2n^^=(    n  ^ 

—  n  0 

und  für  ungerade  £  =  2n  4- 1 : 

/       cos  9**+^  1^  =  2  /       cos9**H-irfg)  =  0 
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geben«     Indess  dürfte   von  den  Ergebnissen   dieser   schwierigen 
Entwickelung  wohl  kaum  je  ein  emister  Gebrauch  gemacht  werden. 


9. 

Fortsetzung.    Verlegung  der  Magnetnadel  in  die  wag- 
rechte Coordinatenebene. 

Weil  erwähnte  Schwierigkeit  hauptsächlich  durch  die  Anwe- 
senheit des  sing)  im  Integrand  von  B  hervorgebracjit  wird»  so 
wird  man  trachten»  denselben  zu  beseitigt»  was  oiEenbar  dadurch 
bewerkstelliget  wird»  dass  man  die  Erhöhung  F  des  Drehpunktes 
oder  der  ganzen  Magnetnadel  selbst  über  die  wagrechte  Ebene 
der  xy  zu  Null  macht»  folglich  am  Galvanometer  die  Einrichtung 
trifft»  dass  die  Magnetnadel  in  der  wagrechten  Ebene  xy  der 
wagrechten  Axe  2^4  des  elliptischen  Stromringes  schwebt 

Setzen  wir  demnach»  bei  der  Annahme»  dass  F=:0  sei»  zur 
Abkürzung : 

E-\-  LcoBy^zh,    E — Xcosy  =  A'; 

D  +  Lsloy  =^,    D^  Lsiny^szg' 
und 
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«0  sind  g,  k  in  der  wagrecbten  Coordioaten -Ebene  die  aaf  die 
<-Axe  und  die  Axe  der  Strom  -  Ebene  bezieblicben  Coordinaten 
d€6  Nordpols  der  Magnetoadel,  f  ist  der  Abstand  dieses  Nord- 
pols vom  bficbsten  Punkte  der  Strom -Ellipse,  und  g' ,  h\  f" 
bedeuten  AeboUcbes  för  den  Südpol  der  Nadel.  Demgemftss  er* 
baUen  wk: 

r*  =5  /^  —  (2Ah  cos  q>-i'Jco^q>^), 

r^  = /•'>  —  (2^  A' cos  tp + ^  cos  9«) , 

ood»    weil  jetzt   in   H  und   ü'   der    Differentialcoefficient    durcb 
Umwandlung  von  ^  in  — q>  keine  Abänderung  erföhrt, 

o 

^  a — (b  —  L)co»g> 


o 


^iz    —dif. 


So  lange  im  Ausdrucke  von  r*  noch  die  zweite  Potenz  von 
eosg)  vorkommt,  dürfte  die  Ausfuhrung  der  bevorstehenden  Inte- 
gration niir  dadurch  ermöglicht  werden,  dass   man   — ,  nach  den 

steigenden  Potenzep  von   cos 9  entwickelt.     Thun  wir  dies,   so 
erfolgt : 


1_1       3  (2Ahcos<p  +  JcoB(p*)     3.5  (: 
T«-^  +  2  /•  .  "•"2.4 


{2  Ah  cos  <p  -f  Jcos  g>*)* 


15,7.8  (2i<*cosy-t-^cosy^)»      3.5^.11  (2JAcosy4^^cosyy 

"^f  •  •  •  • 

1      Z2A/t       _  .  r3  -^  .  3.5  (^Ah) 


.  r3-ö  2  2i4A,^  .  3.5.7.9  (2^A)»n 

t3.5.<*«     3.5.7.9   3  (2/4A)«^/  .  3.5.... II  (2^A)«-1         . 
o;^+2Xfl."8-T  "T^r-to:::!!)  -711- j«'««»?'* 

r as.7.9 i2 2ilA. .^.3Ji....ll  4  &Ah)»J . 3.6....  13 (2JA)»-| 
+  L2.4.6.8J.2     /■»    "*'2.4....10l      Z'»» ~^2.4....I2    /^"   J*^***'' 


-{-    O.    8.  W. 
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Diese  aus  der  EntwIckelaDg  von 

1  l    ,      ^Ahco»q>'\-  dco8g>\  , 

^8  — ^(*--—         J»  r* 

irach  dem  binomischen  Lehrsätze   entstandene  anendiicbe  Reibe 
oooTergirt,   wenn  der  fiir^  =  0  stattfindende  grosste  Werth  cles 

zweiten  Binomialgliedes    - — j^ — <1  ist,  demnach  wenn 

Z'— ^— ?ilA  =  ^+(J— A)«>0 

ausföNt.    Letzteres  tritt  aber  sieber  immer  ein,  mithin  conrer- 
girt  auch  diese  Reibe  jedenfalls. 

Setzen  wir  jeizt,  mit  Rücksicht  auf  die  zu  Ende  des  vorigen     n 
Artikels  aufgeführten  Integral werthe,  abkürzend:  J, 


o  o 


■'S 


folglich 

„....  1  .  r3^  .  3.S(2^)«-|l 
«  — ^»+L2^»  +  2.4     ff   J2 

.  r3-5^  .  3.S.7.9  Z(2Ah)*J  .  3.5....11(2JA)*11.3 
■'"L2.4/^+2.4.6.8'i       /•       +2.4....10    /"  J2.4 

+  u.  s.  w;, 

V 

3  2Ah   1.  r3^  2  2Ah.J     3.5.7.9  (2ifA)»-ll.3 
^— 2   /•*  •2'*'L2.,4   i      /^     +2.4.6.8     /•    J2.4 

r3.5.7.9  3.2  2^A.^  3.6....11  4  (^Äh)^J  3.5....13  (2Ah)^  U.5  H 
+L2.4.6.8I.2     /•»     +2.4....10'1      /"    +2.4....12    /•"  J233  I 

4-  u.  s.  w.;  »t, 

so  erbalten  wir  endlich:  '^J, 

Ä=  2itB  [o4f  —  (6  +  i)iV].  ^^ 

Wenn  wir  auch  noch  h  und  /  In  h'  und  /^  umtauschen»  fin- 
den wir  aus  den  Ausdrücken  von  M,  N»  U  jene  von  M',  fP ,  BF»  *^^^ 
und  zwar:  ,  ., 

Ä'  =  2^i?[aM'-(6-Z.)iV'],  '^ 

mithin  für  die  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärket  die  deichung: 

1  -  a  (flf  +  flf 0  -6  (2V+iyO -L(iV—  2V') 
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1.  Bei  der  TangeoteDboussole».  wo  f:=0  gemacht  wird» 
ysd,  also  a^ilcoaJ,  mithin  enthält,  80  lange  £  nicht  Null 
I  folglich  der  Drehpunkt  der  Nadel  aasaerhalb  der  Axe  der 
m- Ebene  liegt»  in  dem  zusammengesetzten  Zähler  zwar  a» 
nicht  N  und  N'  den  Factor  cos 6»  mithin  ist  da  die  Strom- 
ke  t  auch  nicht  einmal  genähert  der  tangJ  proportionirt.  — 
bt  hingegen  £  =  0»  d.h.  liegt  der  Drehpunkt  der  Nadel  in  der 
dritten  Axe  der  Strom -Ellipse,  so  ist  A  =  XcosJ=:— A';  daher 
enthalten  alle  drei  Glieder  des  Zählers  den  Factor  coad  und  so- 
ist  die  Stromstärke  t  mindestens  genähert  der  tang  ^  proportional. 


2.  Läset  man  bei  der  Sinusboussole  den  Winkel  y=^— 6 
der  Nadel  mit  der  Strom -Ebene  einen  gewissen  unabänderlichen 
•ein,  «o  sind  nicht  allein  y»  sondern  auch  a,  6»  g^  g'^  A»  h'^  /»  /% 
Jf,  M't  N,  N'  allesamrat  beständig»  fblglich  ist  die  Stromstärke 
iaicber  dem  sind  proportionirt»  was  mit  Art.  7.  äbereinstimmt 


10. 

11.    Kreisförmige  Stroniringe.    Stromkreise. 

» 
Die  in  Art  9  aufgestellten  Ausdrflcke  von  r^  und  r^  gewiu- 

m  namhaft  an  Einfachheit,   wenn  aus  ihnen  die  zweite  Potenz 

4«  costp   herausfällt,   also    der   Unterschied   J=^B^ — A^   ver- 

ichwindet»  folglich  die  Halbaxen  A  und  B  des  elliptischen  Strom- 

nogs  einander  gleich  werden  und  sonach  aus  der  Strom- Ellipse 

ai  Stromkreis  wird. 

Neaaen  wir  den  Halbmesser  dieses  Kreises  U,  so  ist 

i^B=R,  folgUch  J  =0. 

•  sAcosy»  b   = />siny-f  £cosy, 

f=D-|-Xrsin/»  ^  =D — Lsiny, 

i^E+LcoByt  k'  =i£ — Lcosy» 

^^/•— 2Ä*  cos  9,  r^  =  /•'• — 2iBA'  cos  g>. 


o  o 

sWKoJf — (6  +  L)  If),  =s<inR(aM''-(b-L)lf'), 
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wofern 

^— ^8+2.4*2     /^     +2.4.,..I0"2.4     /"     "•"'•* 

3  12flA  ,  3.5.7. Q    1.3C2gA)»  ,  3.5....  13    1.3.5(2gA)<> 
^^2'2  /»  +>.4.6.8'2.4"7»~""^0:..lt>'2.4.6    /""    +•" 

i8t  udd  hieraus  M' ,  N'  dadurch  entsteht,  dass  man  k  nnd  f  \n 
h'  und  f  umtauscht« 

Diese  Reihen  M,  2V  convergiren  jedesmal,  weil  in  jeder 
voD  ihnen  der  Quotient  jedes  Gliedes  durchs  nächst  vorherge- 
hende, hei  unendlicher  Ausdehnung  der  Reihe,  der  Grenze  (~7sr  ) 

zustrebt  und  diese  stets  <  l  ausföllt.  Denn  damit  Letzteres  ein- 
trete, mus8  /^-  2ÄA=^*+(Ä— A)a>0  sein,  was  in  der  That 
immer  ist. 

Auch  hier  noch  gelten  die  am  Schlüsse  des  9.  Artikels  he* 
zöglich  der  Proportionalitäten  der  Stromstärken  geroachten  Be- 
merkungen. 

11. 

Fortsetzung.  Darstellung  der  Integrale  H,  H'  in  ge- 
schlossenen   Formen    mittels   elliptischer   Functionen. 

Vermag  man  über  die  Beziehungszeichen  der  Coordinaten 
A=  E-i-Leosy  und  h' =i  £ — Lcpsy  mit  Sicherheit  zu  entschei- 
den, so  gelingt  es,  die  Integrale  ff^  U^  auf  elliptische  Functio- 
nen zurQckzuleiten,  folglich  abgeschlossen  darzustellen.     Ist  nun 

I.  der  Abstand  E  nicht  Null,  also  der  Drehpunkt  C  der 
Magnetnadel  ausserhalb  der  Axe  (der  Ebene)  des  Stiromkreises, 
so  sind,  weil  cosy  von  —1  bis  +1»  al»o  A  und  A'  ron  E  —  L 
bis  E\-L  sich  erstrecken,  A  und  h'  gewiss  positiv,  so  lange 
E  nicht   kleiner   als  L  ist.    Lassen  wir  demnach  die  Annahme 

E'^L  gelten ,    so  ist  in 

r«  =  /^— 2ÄAcos^ 

2Rh  gewiss  positiv;   deshalb  setzen  wir 

^==;r— 2^,    cos9>  =  — cos2^=::2sin^^~l 

und  erhalten: 

r«,  = /-^,  +  2ÄÄ  —  4ÄA  sin  tf;« . 
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•9  d«80  hier  ein  stets    positives  Product  mit  sin^*  abgezogen 
vird.    Nunmehr  stellen  wir  nach  und  nach : 

dann  wird 

wol>ei  c,  k,  J{A,  tp),  r  allesammt  positiv  genommen  werden  sollen. 

Hlemaeh  verwandelt  sich  das  im  vorigen  Artikel  gefundene 
Integral 

^  a — (6  +  X<)cos9  , 
^i — «9> 

■ich  einfachen  Umstaltungen  in 


b^irC 


n 

iE   /*«  a  +  (6+X)cos2^ 


.  "="/. 


^(^,  ^y 


dif. 


4nf  gans  gleiche  Weise  erhalten  wir,    wenn  wir  X  In  —  X 
verwandeln,   weil  auch  h^  positiv  eotföUt,  bei  den  Annahmen 

las  lateral 

0 

IL    Ist  aber  £  Null,  d.  h.  Hegt  der  Drehpunkt  C  der  Nadel 
in  der  Axe  des  Stromkreises,  so  ist 

A=:Lco9y=— A', 

Mglich,  wenn  der  Winkel  y  der  Nadel  mit  der  Stromebene  spitz 
i>t»  ftllt  A  wie  früher  positiv,  dagegen  A'  negativ  aus;  mit- 
fa  gelten  in  Bezug  auf  H  die  früheren  Hilfssatzungen  und 
^lussformeu. 

Für  H'  dagegen  ist   A'  =  —  Lcosy,    daher: 
I  r'^zs/«»  — 2ÄA'coß<p; 


I 
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deshalb   «etzeo    wir    9  =  2^,    cos  tp  ^  cos  2^  =  1  —  2  sb  t|>*   and 
erhalten : 

r«  =  f'^  —  2ÄA'  -  (—  4ÄÄ0  sin  t/;«. 
Nun  stellen  wir  nach  einander: 

c 
l-.Ä'«8int/;«r=.i(Ä^i/;)«, 
und  finden: 

Hiedurch  %  erwandelt  sich  das  im  vorigen  Artikel  aufgestellte  Integral 

o 
nach  geringen  Unistaltungen  in  ^ 


-=%f 


n 

»  g— (6--X)co82i/;^ 
o 


III,  Ist  hingegen  £7  zwischen  Null  und  h  gelegen,  oder 
kurz  E^L,  so  lässt  sich  über  die  Vorzeichen  von  Aund  h'  nichts 
fQr  alle  Fälle  Giltiges  oder  Bleibendes  voraussagen;  ja  es  kann 
sogar 9  wenn  der  veränderliche  spitzige  Winkel  y  ^^^  0  bis 
900  wächst,  die  h'  =  E^Lcosy  von  -(X— £)  bis  E,  nemlicb 
von  dem  negativen  L  —  £  durch  0  bis  zum  positiven  E  ansteigen. 
In  diesem  Falle  muss  man,  nachdem  man  bei  Tangenten- 
boussolen  den  (stets  als  spitz  vorausgesetzten)  Winkel  y  ab- 
gelesen,  bei  Sinusboussolen  aber  ein  fSr  allemal  fest 
gestellt  hat,  nachsehen,  ob 

<E  E 

coay Y    ^^^^    cosy>y-, 

also  h'  positiv  oder  negativ  auslalle. 

Zu  positiven  h'  =z E  —  L cos y  benutzt  man  dann  filr  H* 
die  Schlussforro  in  L ; 

zu  negativen  A'  =  —  (Lcosy— £)  aber  jene  in  IL,  während 
man  zu  den  fortwälirend  positiv  bleibenden  A=:£-|-I/COsy  jeder* 
zeit  für  Ji*  die  Schlussform  in  I.  verwendet. 

IV.  Aus  dieser  Darstellung  erhellet  demnach,  dass  die  Inte- 
grale H,  H'  auf  die  Integralform 
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n 

urflckgebracbt  werden  kSnoen,   und  es  handelt  sieh  daher  jetst 
BOT  um  Weiterleitung  dieser  Form  oder  der  noch  allgemeineren 


/. 


(a  +  6co89)*^^* 

aas  der  dieselbe  durch  die  Annahme  9  =  2t^  entsteht.    Es  Ist 
aber  allgemein  *) 


/ 


(a+Äcos9)«*^~"(n^l)  (a*— 6*)  (a  +  6cos9)«-i 


1 /*  (n— 1)  (a«-6P)  +  (n~2)(ag--fe«)  co«y  , 

+  («—!)  (a«-.6«)J  (a+6cosg>)— 1  ^' 

« 

ond  begrenzt  fSr  n  =  J : 

/^    irH-Pcosy         _       1         /*.^  gg— 6p  +  (6cr->ag)cosy 
(a  +  6cos9)S  ^"^  a«-6«  J  (a+6cos9)l  ^^• 

Setzen  wir  nun  hierin  9=2^,  und  damit 

Va  +  6cos9=  Vo+6— 26sin^=' VI-Ä*sin^=^(A,^) 
aoshlle,   26=A^  und  2a=2-^iS;*,   so  finden  wir: 

7t 

/*«+/?  cos  2^  - 

o 
Es  ist  aber  noch 

/cos2^  ^         /*1— 2sini>;*     ^,,      ,, 
^(*7^^*=/  l^ife«sin^.>'^<^-»)^» 

/•/a  2— A*      \ 

2    /*^„      w        2-A*  /»     dil» 


*)  Nach  Meier  Hirsch,  Intefcraltafeln,  1810. S. 297. and  Martin 
Ohm,  Syaiem  der  MuiheniH tik,  4.  Tbl.,  1880,  Tab.  Sa. 
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mithin  ist  schliesslich: 


n  n 


0,0  o 

I 
/ 

Die  beiden  allgemeineD  Integrale 

/^      diu  PH^ 


0  o 


können  aber  bekanntlich  weder  auf  einander,  noch  auf  sonstige 
einfachere  lutegralformen  zarGckgebracht  werden;  deshalb  wer- 
den  sie  nach  Legendre(Traitä  des  fonct  elliptiques»  1825, 
tome  1.  pag.'  18.)  als  eigenthflmliche  transcendente  Functionen 
von  rff  behandelt  und  zwar  elliptische  Functionen  erster  und 
zweiter  Art  genannt  und  durch 

bezeichnet.    Sonach  sind  die  bestimmten  Integrale: 


/ 


*  7^)  =*"<*^  ?)  «^^  ^^'  =*'W 


n 


y*l/(&,*)rft=E(*.|)     »       "      =EHA), 

o 

welche  Legendre   vollstfindige  elliptische  Functionen   ihrer 
Art  nennt. 

Fähren  wir  nunmehr  diese  Bezeichnungen  ein,   so  gilt  allge- 
mein-  die  Reductionsform : 

0  ' 

und   wenn   wir  selbe  auf  die  im  laufenden  Artikel  entwickelten 
Ausdrücke  von    H  und  H'   anwenden,   erbalten  wir  in  I.,    wo 

E^L  ist. 


H'=  *« 


A*»«'» 
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^egen  in  IL,   wo  £:=0  ist. 


12. 

1 

Fortsetzung.    Ziveite  Entwickeloog  der  Integrale  H  und 
W  10  convergente  unendliehe  Reihen. 

Diese  eraielen  wir  dadurch«  dass  wir  die  vollständigen  ellip- 
tbcben  Funktionen  Y\k)  und  ^\k)  in  Reihen  entwickeln.  Es 
ist  nemlich : 


P(ifc) s /* *  (I-*«sin ^)-i dij;  ==/**[!+«*( ^*)(-*^*«in<^]rf*, 

O  0 


O  O 


Bid  diese  Binomialreihen  convergiren ,  weil  der  grosste  Zahlwerth 

Xtth 
des  zweiten  Binomialgliedes*  nemlich  X;^=  -^  jederzeit  <1  ist,  da 

imer  positiv  ausfUlt.     Nun  ist 


n 

•   .     —j         1.3.6.... (2it—l)   « 

s.n»»>d»=^      2.4.6....  2;i 2' 

'o 

daher  erhält  man  die  gewflnsohten  Reihenentwiekelmgen : 


/ 


=*?i'-"W  T-vo;  i-Vo:6>/  5^--  1- 
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13. 

Andere  Relbeneotwickelung  der   Integrale  H  uod   £f^ 
fall«  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  in  der  Aze  des 

Stromkreises   liegt. 

Im  10.  Art.  lassen  sich  die  fOr  r*  und  r^,    H  und  H^  ange* 
fllhrten  Ausdrfloke  auch  so  darstellen: 

J^  I  =iZS-f  Z/s+E^-f  £>i:2L(6  — acos9)— 2£ßco8<p, 


H'^^rC 


o 
^  (o — b  cos y)  +  L  eoBy 


l»/8 


und  man  kann  es  nun  versuchen»    die  neuen  Hilfsverliidaiicbeii 

a — 6cos9  =  ii9    6  —  acos9=:e 
mit  der  neuen  Beständigen 

sur  Vereinhchung  der  AusdrOcke  su  benütsen.    Sie  machen 


^1  =if^±UAf-WRc08SP» 


0  o 

und  lassen  ans  den  emleren  twei  Ausdrikken  ersehen,  dass  eine 
namhafte  Oehereinstimmung  der  beiden  Integrande  eintrete,  wenn 
£=bO  wird.  Nachen  wir  demnach  (Bese  Voranssetsnng,  d.  b. 
nehmen  wir  an,  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  befinde  sich  in 
der  Am  des  Strondneises ;   dann  ist 

f*r=:JP+D»-|.LS»    m—ReoBf»    *=l>say. 


d€T  Sirwn$idrä§m  In  €aivamnneiem,  ,   öt 

1  I  • 

Entwickelt  man  uun  -^  und  -75  nach  dem  binomischen  Lehrsatie 

nd  anterscheidet  dabei  die  gerad-  und  nngeradzähtigen  Glieder, 
M  findet  man : 


folgüch 

0 

-^'^(2;:+i)  c^)*^'/ %'-+»co.^d^. 

O 

Beacbtenawerth  ist  non  die  Weiterieitung  des  ersten  Integrals» 
Hr  welche  v»b  auf  einen  Augenblick 

e     6  — ocosy 

sing)  »In^ 

••txen  nnd  sofort 

rf/ g — ftcosy  __     u 

dfp  "^      sin  g>'  sin  9* ' 

o  =  lsin9>,    tfci^  =  sin  9>%il 

iideo.    Danach  ist: 

fwfl^dtp  :=/sin  9**+* .  fi^dg> , 

>^  factorenweis  Integrirt: 


=  2^  .  j  »in  9*»»+« — 2^  .  I  /!•«+*  sin 9*»+>  cos ^d^ 
(6->flC08g))*"H-isin^      2m  +  2^^,.-  , 

= sshFT iia+if'^'^vdip, 

ud  eingegrenzt: 

O  0 

10  dass  das  erste  Integral  auf  das  zweite  sich  znrflckleitea  Iflsst. 
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Schreilrt  man  diesen  Anedruck  in  jenen  HSr  — 5 —  und  die 

1 

seu  wieder  in  den  Rir  •$   (Art.  6)«    indem    man    zugleich    beach 

tet,  dasa 

/— S\  _  3.5.7.... (4m -H)  _  flm^\\ 
V2jh  /  ^     '2,  4 . 6 ....  (Am)     -"  V    2w    / ' 

/    —4    \         3.6.7....(4m-f3)  /2iii+ä\ 

Virn  +  l/""     2.4.6....(4m  +  2)""      \2m  + 1/ 

ist,  so  erhält  man: 

I      2m+2 /2m+4\ /2Ly«- 


1  .      x_  2Ä_"^  I      2m+2/2m+4\/2LY 


+ 


coc'r"^!/"-«--^- 


Nunmehr  entwickeln  wir  ©*«+ico8  9=(— aco«9  +  6)*"+^co8g> 
nach  dem  binomischeB  Lehrsätze  und  ervvägen,  daaa  bei  der  so- 
fort folgenden  Integration  nur  die  geraden  Polenten  de»  eosg» 
Werthe  oberhalb  der  Null  geben;    dann  finden  tvir: 

/n  '>=*"/2m4- 1\  P^ 

wenn  wir  abkOrzend 

setzen;   und  sonach  wird: 

i  '  Ts\ni  ~^ 

=2: )  s?  (X')  e?r-  e : '.)  c?r'  m  ^- 

Noch  gestattet  die  durch  Jm  vorgestellte  Summe  die  Heraushe- 
bung  eines  nur  tn  enthaltenden  Factors,  wozu  man  die  allgemeine 
Urowandlungsglelchung 

fp-n\  .  /p\  _  y(y-l)....(yfl-it)      /g\  .  /p\ 


der  8trom$idrken  in  €aivanmnettrn. 


6S 


leoOtit,   nach  welcher  nicb  ergibt: 

/m  +  i— n\  _ /m  +  4\ /m+ 1\  . /m  +  ;  \ 
Vm  f  1-«/ ■"  U  +  1/ V    n   )\    n    ) 

SleUen  wir  vat  Abkärzung  der  AusdrGcke: 
80  wird 


S  Cna*"^««*«". 


aod  hierin  ist: 


/mH-t\      1.3,5....  (gm+l) 
Vm  +  iy -2.4.6. ..(2m  +  2)' 


Zur  weiteren  Umetaltung  von  d.  ist 

Cm+lX  _  C^m-f  1)  2inQtn— 1)....  (2m-f3— 2n)  (2in^-2— 2it) 
2n  /"•  (2n)l 


(':')= 


2*.nf 


daher 


a  aUgemein  (")=„tj_„),.  »»•«  in»b«ond«re  (7)  =  ^ 
Ist.    Sonach  erfolgt  aach: 

Lost  man' hierin  alle  Binomialcoefficienten  auf,  so  wird  nach  leich- 
ten ZnsammenEiehongen : 


€^^«  = 


2».(m+l)m^(m— l)«(m--2)*....(m4-2— n)»(m-H— n) 

1.3.5....(2ft— l).n! 


jedoch  anstandslos  nur  erst  für  1^2  veru  endbar. 


1 


StelU  man  Im  Ausdrucke  Ton  —  jenen  von  Jm  ein  und  ver^ 
eioffiMfct,  so  findet  man: 
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-c:i)a::i)c?r'Mj.'^--^-'-' 


and  daffir 


/m— i\_  1.3.5....(2m-^l)  /m+i\      1.3.5....  (2m +  1) 

Vi»/""     2.4.6....  (2iii)     '  Vm+ 1/ ""2.4.6  ...(2m  +  2)' 

r«+i\_3.S.7....(4m+l)  /2m-f}\     3.6.7....(4m  +  3) 

2m  /""     2.4.6....(4m)    '  V2m+V""2.4.6....(4m  +  2)* 


c=0 


2^  (m+l)».«(m-l)«(m-2)         ... 
+  3!  Täi^  *^     *  +  •• 

+  S 1.3.6....  C2«-l) o«— "-**•+.. 

2"»(«t  +  l)! 
+  1.3.5....(2m-l)*    • 

Schreibt  man  endlich  0,  \,  2,  3 ftir  tn,  so  erfolgt: 


Dies  ist  der  mSglich  einfachste,  gaos  allgemeine  Ausdruck  des 
umgekehrten  Werthes,  -;,   der   Stromstärke   i.     Dass   es  klOger 

UeUity   nicht  diese  Strorostlirke  selbst,  sondern  ihr  Umgekehrtes 
aussttdracken,  liegt  auf  der  Hand,  da  sonsf  diese  so  ausgedehnta 


der  SiramBidrken  in  Gatvanomelern.  55 

in  den  Divisor  zu  stehen  käme  «nd  da  bei  der  unum- 
Ijfaigliclien  Recbnang  mit  Logarithmen  es  gleichgiltig  ist>  ob  di^ 
Stromstärke  sell>«t  oder  ihr  (Jnrgekebrtes  in  Quotientenform  darge- 
stellt ist 

Schreibt  man  asAcosy  und  A=:/>siny  ein,  so  erscheiiit: 

*  r 

•946 iL*    34fi5L«\ 

^\  64g»      i28gio/^+^^6Zy-JP)a»>y»-K/t*-12JPZ><»-fZ>*>»i«y«l 


welche  Gleichung  nicht  allein  allgemein  fdr  jeden  Winket  «  der 
Stromebene  mit  dem  magnetischen  Meridian«  sondern  auch  ins- 
besondere» wie  bef  Sinosboussolen»  filr  es;d  und  ^^tsO  und 
Cberbaupt  (ur  voraus  fest  bestimmte  Winkel  /  der  Nadel  mit  der 
Stromebene  gilt 

Bei  der  Tangentenboussole  ^at  man  ^=d^   fölglicb: 


Da  die  halbe  Nadellänge,  £,  im  Vergleich  mit  dem  Strom- 
kalbmesser  R^  und  noch  mehr  Im  Vergleich  mit  p>/^>  immer 
Bor  sehr  klein  ist,  so  kann  man  sich  begnügen,  blos  die  Glieder 

mit  der  zweiten  Potenz  von   ~  noch  beizubehalten,  da  dann  der 

eiotretende   Fehler  er»t  mit   dessen    vierter   Potenz  vergleichbar, 
al^o  von  der  vierten  Ordnung  der  Kleinheit  sein  wird. 

Um  dann  die  lukbe  statt  -findende  Proportionalität  der  Strom- 
stJTrlce  i  zur  tangd  noch  genauer  zu  erhalten,  kann  man  den  Fac- 
tor ▼«yn  sind^  verschwinden  machen,  was  (iSr  D=:[K  erreicht 
«lird.  Dies»e  Abmessung  hat  Gaugain  in  seine  Tangenteobous- 
nole   aufgenommen. 

1 
^^itl  man  den  Ausdruck  von  -  mit  der  Berücksichtigung  nach 

d^  IPotenzen  von  L  entwickeln,   dass  auch  ißQ  die  X  mit  vor- 
kmmMnt,   00  setze  man: 

al00 


»  •« 
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danii  Ist,  H-enn  man  sich  auf  die  zweite  Potenz  von  L  lieschrSnkt: 

und  nach  einigen  leichten  Umstaltungcn : 

üaber  die  Stromstärke  seihtet: 

t  =  — ^ . 2^^(1 +a— gST— G*--15-^-Gä-- g2«'»«*)- 

'Dies  Ißt  Im  Weseiitiicfaen  die  Ton  Bravais  a.a.O.  gegebene 
Nfthernngsform«!  fiir  die  Bestimmong  der  StroniBtürke  in  Gau- 
g  a  i  n '  s  Tangentenhonssole. 

Setzt  man  in  ihr  />  =  0,   so  wird    G^R  und 

Der  letxte  Ausdruck  wurde  (lir  die  gewöhnliche  Tangentenboos* 
sole  von  Oespretz  (in  den  Comptes  rendu»,  4.  Oct  1852, 
p.  449.)y  als  durch  Blanchet  und  de  la  Provostaye  hergelei- 
tet,' angegeben. 

14. 

Noch  eine  Reihenentwickelung  der  Summe  — 5 — ,  wenn 

der  Drehpunkt  der  Nadel  wo  immer  in  der,  durch  die 
Aze  des  Stromkreises  gehenden^   wagerechten  Ebene 

liegte 

Auch  wenn  der  wasserrechte  Abstand  E  des  Drehpunktes  der 
Nadel  von  der  Aze  des  Stromkreises  nicht  Null  ist,  können 
die  im  vorigen  Artikel  aufgefundenen  vollständigen  Ausdrücke 
ven  r'  und  r^  4er  Reihenentwickelung  zu  Grunde  gelegt  werden. 
Es  ist  nemllcb: 

f»  =  iJsf  '^(EKconip  -  Irr)]-«, 


äer  SiromsiärMen  in  Galvanometern.  ^7 

abo 

Dod  ähnlich 

Denkt  man  sich  diese  Ansdrücke  in 


H+H\R 


R        /*»      /fl*       a' \  /•»       /n*       p'\ 


etngesetity  80  werden  bei  der  Addition  obiger  zwei  Reibensum- 
men  die  Glieder  mit  den  geraden,  dagegen  bei  ihrer  S'ubtrac* 
(ioD  die  Glieder  mit  den  ungeraden  Exponenten  n  sich  ver> 
doppeln,  die  anderen  aber  sich  aufheben;  folglich»  wenn  man  die 
Hälften  dieser  Integrale  mit  J  und  25  bezeichnet >  erhält  man: 


4(«0(^)'"2I(20^^*>'"""^'/'"''"'=''^-"''''' 


o 


Auch  hier  lässt  sieh  das  erstere  Integral  dur<*h  die  im  vorigen 
Artikel  benutzten  Mittel  auf  die  Form  des  letzteren  bringen.  Es 
ixt  bemlich   aligeniein : ' 

/»r*»  cos  ip*  J<p  =  /«dn  9**+  *  cos  9* .  (*"i/£ 

=      sin  y^i*  cos  y*  >  2w  -f  1 

— ^/p»H ~  4>    -  i sin9>^H-»co89*-W^ 

r^i-f  1  cos  9)^  sin  qE> 

/(2n  +  'I  +  k)cok(p^^k  ^  ,,  ._,^ 

2«  f  i     ""       ''''^  ^      ''^ ' 

5» 
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daher  begrenzt: 

uuA  es  erhellet,  das8  nur  Integrale  von  der  Form 

/      r*""*"*cot$q)»rf9  filr   1  =  0,  1,  2».... 

0 

auÄEHwerthe«  kommen.    Wegen  c=— flCorg)  +  6  erhält  man: 

/      «?*•+*  cos  9*rf9 

u 

oder  verrouge  Art,  8.  für  ungerade  s-p: 

Zum  Abschluss  hat  man  demnach  m  den  Suromen  4  ond  » 
f^r  m  nach  einander  '2m  und  2m  + 1  zu  setzen  und  zur  Abkürzung 
der  Ausdrücke  folgende  Bezeichnungen  einzufahren: 

\     pn 

_—   /      f;««+ico8g)**"-*"-'.</9> 

o 
o 

Dann  erhält  inant 

-  f2m  -2n)  g«..»  +  (2m  +  2)  tf  «^^  t.  ■ 

r2m-2n4l)Pm.  .4  (2m-f3)ll>»ti, » 
X 2nTi 


der  SlromUärken  In  Galvanomeietn.  60 

nnd   ilariii   ist    en(tvick«lt: 

V.2»./  I.2.3....(2ra)     ' 

/  -»  ^i»-»!-     3.»-7....(4»t3) 
Um  +  V  '  1 .3.3...  (im  +  I) " 

«-.-=C"r>-'<%^')(:-V)— 

+C"r)(r-^)"-" 

*r?')C:-30«'"-"+  +a:')("m::;0"'-- 

»-.-=e'.")(v)"-'+r3'')(r-'o— 

Md  tnsbegoDdere ; 

^  /'«•->^        1.8.5. ..(2m-l)        , 

Heil  Ausdruck  von  Jl  kann  man  auch  —  u 
M)  entMickeln,  datu*  man  noffleicli  m  durch  ä. 
dann   o*"  =  (— aco8a)4  A)*"  nach  dem  binoini 

«nden  Potenz  von  co 

i=a  —  &cn«9>  tnultipli 

ida   jfdoch    nur    diejt 

gerades  Ei|>oneotei 
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UV^  COS  9)«»-^»  dip=9^,m» 
iir«"  cos  9)««-««+*  dq)  =  fm,n'* 


80  erfolgt: 

*  ^■^»r3-5.7..-(4mjJ)  --  Q^\ER)-'^-'L*''.ie..n 

3.S.,..(4m-t^)  «^  /2m-f  ^V£ß)a«+i-2i.L*i..^^,,l, 
(2iii  +  J)J^4^*«=o  \    2"    /  -■ 

Hierin  ist  sonach: 
««..=i/^«-6cos,,)T[-(2^^!,)««Hi-«.6>i-«co«<^«-4-* 

0 

..:=::^/^«-6cos<p)T[Qa^-P6^ 


folglich  nach  Vollzug  der  Multiplicationcn  und  Integrationen: 

Die  hier  Torkommenden  zweitheiliRen  Coefficienten  lassen  sich 
nach  den,  mittel«  AuflSsung  und  HerausbeBung  gemeinsamer 
Factoren  leicht  ableitbaren,  Musterfornien 

GX   I  Ma+iX%  >)  =  U+|X    K   ;     2(«-A)(^+l) 

==UA    ^  )      2(X  + !)(»»+ 1) 
onstalten  und  inaclien  sofort: 

**'"^''^o  W/V   «-P  /'(m  +  l-pXin  +  l-ip) 
*■*"  =  ,f 0  VW  \   ^-P  )      2 (m  + 1  -  p)  (ip  f  1) 


dtr  SIromitärkm  bt  GahamtmeMn.  71 

•Jer  cBlwic-lMlt : 

/«-»-■yBH.|-«)(2«+l)-ii^^ 

V    m— «    y  «i-l— R  ' 

+V. jJU-'i;      ac.-l)5 — "    *'*+ ■•■■+U-»+i/*- 

Schreibt  man  nunmehr  für  m  und  n  nach  and  nach  0, 1,2,3,..^, 
so  erh&k  man  die  Auflinge  der  Uilfaausdrncke : 

— ^^[«'«•+ i"(llo"+ «^]  jj^£«.4 

+  ^|^l£<B«+2£«ß"i»(.1i.'+l06«)  H<(o'+12a«4M  8««)]1^. 


+  i«(29««+(i8o'S'  +  84«)]|^£B.» 


-^  1«  +-i^-'-  iER.i-^^'pE'IPVLH-Hil^ia' 


+  '^  ",,"'''[■'£■«'  +  4/.'(3«'  +  if)]  J;^£«  4 


1 4£"Ä«I,«(15n' 
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Danach  bietet  endlich  die  för  die  Stromstärke  t  in  Art  6.  Abs.  VI. 
aufgestellte  Grundformel  ihren  fraglichen  Ausdruck: 

._  Tumö     p»     Ä  +  » 

IQ  welchem  hei  Annrendungen  iBiuf  hesoiidere  Fflile  die  erforder- 
lichen Einsätze  (Substitutionen)  der  für  q,  a,  ö,  Ü«  T$  nach  Vor- 
hergehendem zu  ermittelnden  ZIfferwerthe  auszuführen  bleiben. 


VII. 

Uelber  die  Entwickelung  von 

und  über  einen  damit  verwandten  Satz  aus  der  Theo- 
rie der  Zahlen« 

4 

Von 

Herrn  Franz  Vnferdinger, 

Lehrer    der   Mathematik    in   der   Ic.  Ir.    AsterreichiAchen    Kriege  -  Marine 

XU  Trieet 


S.  1. 

Wenn  man  in  der  bekannten  Gleichung 

(l)       (Coa  6  +  V"^  Sin  ß)  (Coeöj  +  V^  Sin  Ö») 

X  (Cos  6^  +  V^  Sin  ö,) . . . .  (Cos  ö,_i  +  V^  Sin  ö«-i) 

=:Cos(6  +  öi  +  öj|+....  +  d«-i)  +  V"^Sinfe|+öi+Ö8+....  +  ö«-r) 

die  im  ersten  Theil  angezeigte  Multlplication  verrichtet ,  so  be- 
steht das  Resultat  aus  znei  Bestandtheilen ,  von  welchen  der  eine 


S}B(tf-t^,*+ö^+-~+6'«-i)  II.  ^ber  einen  damti  eerwnndi.  Sai^  etc.  73 

reell,  der  andere  dagegen  mit  dem  Factor  V  — I  behaftet  ist;  der 
reelle  Theil   ist  aJsdann   der  Entwickelung  von 

Co8(Ö  +  Öi+öa  +  ... .  +  ««-!), 

der  Coefficient  von    V  — 1   dagegen  der  Enti«  iokeluog  von 

Sin((9  +  Ö|  +  (9a  +  ....+  Ö^-i)       , 

gleich,  and  es  Ist  unsere  Absicht,  im  Folgenden  den  Bau  dieser 
Eotwickelungen  im  Allgemeinen  f«*stzu«etzen.  —  Aus  der  Natur 
der  Multiplication  folgt,  dass  in  der  Entirickelung  des  obigen 
Productes  die  einzelnen  Glieder  aus   den  Gliedern  der  n  Binome 

Cosd  +  V^^Sind.    Cos^|+ V^^SinÖi, 

C0SÖ2  +  V^SinÖj,  ....  CosÖi,-!  +  V^Sinön-i 

dermaassen  zusammengesetzt  sind,  dass  immer  ein  Glied  des 
einen  Binoms  verbunden  erscheint  mit  je  einem  Gliede  aller  übri- 
gen Binome.  Die  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung  des.  Pro- 
ductes besteben  also  aus  den  sämmtlichen  Variationscomplexio- 
neo,  welche  die  u  Elementenreihen 

» 

CosÖ,  V^=nSind, 

Cosöi,        V^SinÖi, 
C0SÖ2,        V^Sinöa, 


CosÖA-i,     V"-ISind«-i 


gestatten.  Diejenigen  Complexionen,  in  welchen  die  Anzahl  der 
Sioas  gerade  ist,  bilden  die  reellen  Glieder  und  gehören  der  Ent* 
Wickelung  von  Cos  (ö  +  $1  +  ö»  +  ....  +  ön-i)  an ,  und  diejenigen 
Complezionen ,  in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  ungerade  ist, 
bilden  die  imaginären  Glieder  und  geboren,  nach  Auslassung  des 

Factors  V"^^l,  der  Entwickelung  v6n  Sin(Ö+d|+da+....+  d«-i) 
an.  Von  den  reellen  Gliedern  sind  jene  positiv,  in  welchen  die 
Aozabl  der  Sinus  durch  4  getheilt  0  zum  Rest  gibt,  und  jene 
negativ,  in  welchen  diese  Anzahl  durch  4  getheilt  2  zum  Rest 

gibt,  weil  (V^)^=+l,  (V^^)*'+«=— l  ist  Von  den  ima. 
ginSren  Gliedern  haben  jene  offenbar  das  Vorzeichen  -f »  in  wel- 
chen die  Anzahl  der  Sinus  durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  und 
jene  das  Vorzeichen  — ,  in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  durch 
i  getheilt  3  zum  Rest  gibt,  weil 
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l9t.    Aii8  dem  Vorhergeiienden  ergibt  sich   nun  mit  Leicktigkeit 
zur  Entwickelung  voo 

Co8(d +  01+0« +•...  +  «,-!)   und    Sin(Ä+d, +  öa  +  ....  +  fti-i) 

lolgetide  Regel:    Man  bilde  aus  den  it  Elementenreiben 

Co»e,         Sinö, 
Cosßi,       Sio(9|» 
Cos  6^,       Sind.2» 


Cos  öfi-i ,    Sin  d«-i 


alle  m5glichen  Variationen  und  sortire  sSmmtliche 
Coroplexionen  in  zivei  Gruppen,  von  welcben  die  erste 
die  Sinus  jeder  Complexion  in  gerader  Anzahl,  die 
zweite  die  Sinus  jeder  Complexion  in  ungerader  An- 
zabl  enthält.  Die  Complexionen  der  ersten  Gruppe 
bilden  die  Glieder  der  Entwickelung  von 

Cos(Ö  +  öi+Öa  +  ....+  e«-i), 

die  Complexionen  der  zweiten  Gruppe  bilden  die  Glie- 
der der  Entwickelung  von 

Sin(Ö  +  ö, +  öa  +  ....  +  Ön-i).      , 

Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  +, 
wenn  die  Anzahl  der  Sinus  durch  4  theilbar  ist,  alle 
dbrigen  bezeichne  man  mit  — .  Die  Glieder  der  zwei- 
ten  Gruppe  bezeichne  man  mit  +,  «venn  die  Anzahl 
iler  Sinus  durch  4  getheilt  l  zum  Rest  gibt,  alle  tfbri- 
gen  bezeichne  man  mit  — . 

'  Um  z.  B.  Cos(Ö  +  Öi +04  +  03)  und  Sin (ö  +  Öi  +  Ö«  +  «t)  «* 
entwickeln,   hat  man  aus  den  vier  Elementen  -  Reihen 

.     CosÖ,  Sinö, 

Cos^i,  Sin^i, 

Cos^,  Sin  (9^, 

Cos  63,  Sin^s 

* 

die  sämmtKcheff  Variationen 


Sm(H-^i  4^1 +  •*- 4^-1)  M.  üöer  einen  damft  vetwandi.  SAtz  flc.75 


Cos  e  SiD  ^1  Cos  Ot  Cos  0, ,  S 

Cos  e  Cos  Ol  Sin  62  Cos  6^ ,  8 

Cos  0  Sin  Ol  Sin  0,  Cos  6^ ,  S 

Cos  0  Cos  ßg  Cos  02  Sin  08 »  ^ 

Cos  0  Sin  0|  Cos  02  ^'m  ^s »  ^ 

Cos  0  Cod  0|  Sin  02  Sin  0, ,  S 

Cos  0  Sin  0|  Sin  0«  Sin  0) ,  8 


Bod  wenn  man  nun  diese  in  zwei  I 
»der  Sinusanzahl  sortirt,  endlich  d 
die  angezeigte  Weise  mit  Vorzeichen  versieht,  so  erhält  man: 


n  0  Cos  0|  Cos  02  Cos  0s , 
n0Sin0i  Cos  02  Cos  03, 
n0CoiB0iSin02Cos0,, 
n0Sin0|Sin02Cos0a. 
n0Cos0iCos02Sin03, 
n0Sin0i  Cos  0«  Sin  0^, 
n0Cos0i  Sin02Sin03, 
u0Sin0i  Sin  02  Sin  0,; 

rnppen  mit  gerader  und  ungp-> 
e  einzelnen  Coniplexionen  auf 


(2)  Cos(0  +  0i +  02  +  08) 

IS     Cos  0  Cos  01  Cos  02  Cos  08 
— Cos  0  Sin  0|  Sin  02  Cos  0, 

—  Cos  0  Sin  01  Cos  02  Sin  0, 

—  Cos  0Cos  01  Sin  02  Sin  0, 

—  Sio  e  Sh\  01  Cos  02  Cos  0, 
— Sio  0  Cos  0j  Sin  02  Cos  0, 

—  SiD0Cos0x  Cos  02  Sin  03 
+  Sin  0  Sin  0x  Sin02  Sin  0, , 

Zusatz.    Um  Cos(0— 0i- 
zu  entwickeln»  setze  man 


(3)  Sin(0  +  0i  + 02  +  08) 

=r  Cos  0  Sin  0i  Cos  02  Cos  0, 
+  Cos  0  Cqs  0,  Sin  02  Cos  0, 
+  Cos  0  Cos  01  Cos  02  Sin  0, 

—  Cos  0  Sin  01  Sin  02  Sin  0, 
+  Sin  0  Cos^i  Cos  02  Cos  08 

—  Sin  0  Sin  0^  Cos  0«  Sin  0^ 
— Sin  0  Sin  01  Sin  02  Cos  0^ 
--  Sin  0  Cos  01  Sin  02  Sin  0,. 

02  +  Ö8)  und  Sin (0—  0i  -  0^  f  03) 


0-0|--0.,  +  08=0  +  (-0,)  +  (-02)+0a 
mid  verfabre  mit  den  Elementenreihen : 

Cos0,  Sin0, 

Cos(-0i),  Sin(-0i), 

Cos(— Ai),  Sin(-~02), 

Cos  03,  Sin  03, 

oder,  wa»  dasselbe  ist,  mit  den  Elementenrelben : 
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CosB,  Sind, 

€08  d|,    — Sin^i, 

Cosdj,    — Sin  02» 
€'08^3,         Sin  ^3 

Mie  zuvor.  Man  «ieht  augenhlicklicb ,  class  in  diesem  Falle  in 
den  zweiten  Theilen  der  Gleichnngen  (2),  (3)  alle  jene  Glieder 
ihr  Zeichen  ändern^  welche  Sin^i  ohne  Siii^^  ^^^'  Sinß^  ^^^^ 
Sin^i-  enthalten,  die  Vorzeichen  der  Cosinusentwiekelun^  werden 
daher  der  Reihe  nach  csein: 

+     -     +     +     +     +-     + 

und  jene  der  Sinusentwlckelung : 

--     +     -     +     -++. 

Dass  dieses  Verfahren  allgemein  gilt,  geht  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (1)  hervor,  wenn  man  — 61  an  die  Stelle  von  ^j ,  — d^ 
an  die  Stelle  von  6^  setzt,  wodurch  man  erhält: 

(4)    (Cos  B  +  yf^^l  Sin  6)  (Cos  öi  —  V=l  Sin  ö, ) 

X  (Cos  Ö2  —  V"^  Sin  Ö2) .. . .  (Cos  ö«-i  +  V"^  Sin  d«-i) 
=  Co8(Ö— 01  —  02  +  . ...+^,-i)  +  V^Sin(Ö-Ö|-Öa  +  ....+ö«-i). 


3.  2. 

Nehmen  wir  an,  die  Entwlckelung  von  Cos(d-|-d|-f^4....4d«-9) 
bestehe  aus  h  Gliedern  und  die  Entwlckelung  ven 

Sin(ö+Öi+d2+....  +  ft.-ji) 
bestehe  aus  k  Gliedern,  alsdann  mus»,   weil 

Cos  (Ö  +  öl  +  02  +  . . . .  +  Öa-l) 
=Cos(d+di  +Ö2+...+Ö,-2)Cosfti-i-Sin(ö+<9,  +Öa+...+ö«-«)SindM-t, 

Sln(Ö  +  e>i+Ö2+...-  +  Ö«-i) 

=Sln(d+ö|+Ö,+....+Ö„-«)Co8Ö»-i+Co8(fl+öi+öt+..+ft.-«)SlDd*^i 

ist^  sowohl 

Cos (Ö +  Ö| +02 +....  + Ö«-.i)  als  auch  Sin(6  +  Öi +öa+ —  +  A»-0 

aus  A  +  A  Gliedern   bestehen',   weil  in   den  ersten   Gliedern  der 
zweiten  Theile  dieser  Gleichungen  kein  Sin  Bm-^x  und  in  den  zwei* 


^C^-f  ^i4^9-f— -^-^'-O  ^-  ^^^  <^^A  äamft  virwamtü  Sai%  eic,  77 

ton  Gliedern  kein  CosBn^i  vorkonimen  kann,  sich  also  weder 
Glieder  aufheben,  noch  sich  deren  zusammenziehen  lassen.  Folg« 
lieb  bestehen  die  Ent Wickelungen  von  Cos  (^  -f  ^i  H-  ^2  -f  •—  -f  Ai-i) 
nd  SiD(^-f  ^1 +  ^s  +  *-«* -f^n-i)  sius  gleichviel  Gliedern.  Da 
DiiD  die  Summe  der  Gliederzahl  beider  Cntwickelunge;!  gleieh  2*» 
gleich  der  Anzahl  der  Variationen  von  n  Elementenreih^a  sein 
raoss,  wovon  jede  Reibe  ans  zwei  Elementen  besteht»  so  besteht 
die  Entwickelung  von  Cos (Ö  +  öi  +  öj  +  . .  • .  +  ö«-i)  sowohl ,  als 
auch  die  Entwickelung  von  Sin(d  +  öi  +  ^2  +  ••••  +  ön— 1)  aus  2»—*  * 
Gliedern.  Wir  wollen  uns  nun  noch  di^  Frage  stellen,  wie  viele 
Zeichen  -f  und   wie  viele  Zeichen  —  kommen   in  jeder   dieser 

Eotwickeluogen  vor? 

* 
Bezeichnen  wir  mit  (n)  einen  aus  n  positiven  Gliedern  besteh- 
enden Ausdruck,  ist  n^  die  Anzahl  der  positiven,  n^  die  Anzahl 
der  negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  von  Cos(n),  ferner  713 
die  Anzahl  der  positiven,  914  die  Anzahl  der  negativen  Glieder  in 
der  Entwickelung  von  Sin(n),  so  können  wir,  da  es  uns  blos  auf 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder,  nicht  auf  die 
Quantität  ankommt >  setzen: 

Cos  (n)  =  (wj)  —  (IIa) ,    Sin  («)  =  (i?,)  —  (»J4) , 

« 

und  wollen  nun  ermitteln,  aus  wie  viel  positiven  und  negativen 
Gliedern  alsdann  die  Cosinus-  und  Sinusentwickelung  eines  91-f  Iglie- 
drigen  Ausdruckes  besteht.     Es  ist 

Co8(n  +  l)  =  Cos(n)Cos(i)  — Sin(ii)Sin(l), 

Sin(ii  +  1)  =  Sin(n)  Cos(l)  +  Cos  (n)  Sin  (I), 

ond  da  man  nur  auf  die  Anzahl  der  Glieder  sieht,  so  können  die 
Factoren  Co8(])  und  Sin(l)  weggelassen  werden,  und  man  hat: 

Cos  (n  +  l)  =  Cos  (w)  -  Sin  {u)y 
Sin  (n  +  1)  =  Sin  (n)  +  Cos  (it) , 

oder  wenn  man  {ui)  —  («a)  för  Cos(ii)  und  (»3)  —  (1I4)  för  SiD(n) 
setzt  und  die  positiven  Glieder  fär  sich,  die  negativen  Glieder  für 
sich  zusammenfasst : 

Cos(n  + 1)  =  (w,  +  114)  -  («,  +  r/a), 
Sin  («  +  1)  =  (W|  + 113)  —  {n^  +  W4), 

d.b.  die  Entwickelung  von  Cos  (n  + 1)  besteht  ans  n,  -f  ^4  positi- 
ven nod  aas  n^  +  n^  negativen  Gliedern;  die  Entwickelung  von 
Smi(ii  •{-  ]>  besteht  aus  ti,  -{-713  positiven  und  aus  n^[-n^  negativen 
GGedeni.     Vergleicht  man  die  beiden  Reihen 
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'»1+W4,    Wa  +  '^a»    ^i+'^s»    W2+n4 

mit  einander,  so  »iebt  man,  das«  die  Glieder  der  sirciiCen  Reili# 
durch  Addition  an«  den  Gliedern  der  er«ten  Reihe  nach  einem 
sehr  einfachen  Gesetze  erhalten  werden.  Sind  z.  B.  die  Glieder 
der  ersten  Reihe 

1,    l,    2,    0, 

welche  der  Entwickelung  von  Cos  (^4^1)  und  Sin(0-f^|)  ent6|H'e« 
chen»  so  sind  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  beziehungsweise 

1,  3,    3,    1, 

d.li.  die  Entwickelung  von  Cos(d-fd| -f  ^2)  hat  ein  positives  nnd 
drei  negative  Glieder  und  die  Entwickelung  von  Sin  (0  +  ^i  -f  ^a) 
besteht  aus  drei  positiven  und  einem  negativen  Gliede.  Betrach- 
tet  man  diese  zweite  Reibe  wieder  als  erste»  so  erhält  man  daraus: 

2,  6,    4,    4, 

d.h.  die  Entwickelung  von  Cos (0 -|- d| -|- 61a -f  ^s)  besteht  ans  zwei 
positiven  and  sechs  negativen  Gliedern;  die  .Entwickelung  voo 
Sin(0-|'^i-f62-f  ^)  besteht  aus  vier  positiven  und  vier  negativen 
Gliedern,  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  wurde  die  folgende  Tabelle 
gebildet. 


Si»(«4-^i -f  9f -f .--f  ^-i)  M.^iäer  eineä  damii  terwanäi,  Saitetc. ^9 

Tabelle» 

enthalteod   die   Anzahl    der  positii'en    und    Degativea 
Glieder   in  der  Entwickelung  von 

Co«W+ö,+Ö,+  ..-  +  &^i)  and    Sin(d  +  öi  +  ö«  +  ....  +  d«-i) 

von  fi  =  l  bis  «=30. 


ü 

Cosi 

nu8. 

Sinus. 

<v 

+ 

— , 

+ 

— 

T" 

1 

0 

1 

0 

2 

1 

1 

2 

U 

3 

1 

3 

3 

1 

4 

2 

6 

4 

4 

5 

6 

10 

6 

10 

6 

16 

16 

12 

20 

7 

36 

28 

28 

36 

8 

72 

56 

64 

64 

9 

136 

120 

136 

120 

10 

256 

256 

272 

240 

11 

496 

528 

528 

496 

12 

992 

1056 

102^1 

1024 

13 

2016 

'   2080 

2016 

2080 

14 

4096 

4096 

4032 

4160 

15 

8256 

8128 

812K 

8256 

16 

16512 

16256 

16384 

16384 

17 

32896 

32640 

32896 

32640 

18 

65536 

65536 

65792 

65280 

19 

130816 

131328 

131328 

130S16 

20 

261632 

262656 

262144 

262144 

21 

623776 

524800 

523776 

524800 

22 

1048576 

1048576 

I047S52 

1049600 

23 

2098176 

2096128 

20961-28 

•2098176 

24 

4196352 

4192256 

4194304 

4194304 

25 

8390655 

8386560 

8390656 

8386560 

26 

16777216 

16777216 

16781312 

167731-20 

27 

3355a336 

33558528 

33558528 

33550336 

28 

67100672 

67117056 

67108864 

67108864 

29 

134-209536 

134225920 

134-209536 

134225920 

30 

268435456 

268i'k>456 

268410072 

268451840 
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f  3. 

Um  nun  die  allgenieine  Independenzformel  für  die  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Glieder  in  .den  .Entwicicjelungen  .  von 
Co8(rt  +  ö|+Ö2  +  ....  +  ön-i)  und  8in(Ö  +  Öi  +  i9t  +  ....4<9«-i)  Wi' 
erhalten,  ist  es  nothwendig,  für  n  die  vier  Formen 

4r,    4r+l,Mr+2,    4r  +  3 

von  einander'  zu  unterscheiden.  Ist  für  n  =  4r  in  der  Cosinuf»- 
lind  Sinusentivickelung  die  Anzahl  der  positiven  Glieder  bezieh- 
ungsweise gleich  m  und  m%  so  ist  die  Anzahl  der  negativen 
Glieder  heziehnngsweise  gleich  2*'"—*  —  m  und  2*'"—*  —  m' ,  und 
man  findet  hiermit  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glie* 
der  in  den  Entivickelongen  für  ii  =  4r+l,  4r  +  2,  4r  +  3,  4r  +  4 
durch  schlichte  Addition  auf  die  oben  bevriesene  Art  und  hat  das 
folgende  Schema,  das  nach  dem  Vorhergehenden  einer  weiteren 
Erläuterung  nicht  bedarf. 


•^ 

^ 

4^ 

4^ 

4^ 

■< 

*t 

•* 

t 

•« 

f 

•^ 

-t- 

+ 

•4- 

a 
* 

\ 

^ 

CO 

IC 

Mi 

1 

1 

l>9 

1 

1 

4^ 

2* 

IC 

ä 

1 

^ 

1 

l>9 

kC 

S 

-f 

•^ 
H- 

^ 

IC 

r 

IC 

1 

r 

o 
5* 

M 

•4- 

** 

5; 

¥^ 

a 

^^ 

\<i 

^ 

• 

g 

5 

IC 

IC 

-^ 

§ 

^ 

l 

4- 

2^ 

•4- 

2 

1 

hl« 

1 

H- 

IC 

■^ 

1 

1 

lO 

^L 

»^ 

1 

IC 

4* 

1 

s 

Mrt 

n 

1 

»O 

1 

s 

1 

IC 

5 

S 

IC 

4- 

IC 

f 

+ 

s 

^ 

2 

^ 

1 

•l 

^ 

+ 

% 

4^ 

1 

1 

IC 

1 

g 

IC 

1 

• 

Ig 

IC 

2 

* 

* 
1 

7 

• 
1 

lO 

•c 

3 

1 

3 

1 

s 

'  1 

« 

•• 

IC 

^ 

9» 


t> 


ff 
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Die  Aviindun^  def  IndepeDdenzformeln  fOr  die  Anzahl  der 
pBskivea,  und  negativen  Glieder  Ist  sonach  zurOci^gefahrt  auf  die 
Bctftini^aDg  der  Werthe  von  m  und  m'*  Bildet  man  sich  aus  der 
ToffliergebeDden  Tabelle  die  Differenz  m  — (2*'-*— m)  der  Ansaht 
der  positfven  und  negativen  Glieder  in  der  EntwicMung  von 
€q^(jB  -t^  61  +  0^+  ....  +  e^^},  80  erhält  man  der  Reihe  naeb 

för  r  =  }    —        4:=:~2«, 
r=:2     +.      16=  +  2*, 

r=4  +     266« +2», 

„  r  =  5  —  1024  =  --.2io, 

r=6  +  4096=2  + 2«, 

r=!7  -16384=:— 2**, 

und  man  scbliesst  daraus  durch  Induction,    dass  allgemein 

(5)  '        m  --  (2*«-»  -  m)  =  (- 1)''2«' , 
aliio 

(6)  111  =  2*^«  +  (—  ly  2^r^^ 

M.  Bildet  man  an^  obigem  Schema  dieselbe  Differenz  (Ür  9ts=4r-t-4y 
so  erhSit  man  — 8m -f  2'*''+^ ;  und  setzt  man  hierin  statt  m  den 
eben  gefundenen  Werth,    so  erhält  man: 

(— l)r+12«r+2 

Dasselbe  Resultat  erhalt  man  aber  auch,  wenn  man  im  zweiten 
Th^  der  Glelchang  (5)  r+l  statt  r  setzt,  woraus  folgt,  dass» 
wenn  die  för  m  gefundene  Formel  für  r  gilt,  sie  nothwendig  auch 
t&  r  +  l  gelten  muss.  Da  aber  diese  Formel  für  r=  1  gilt,  so 
fitste  nach  bekannter  Schlussweise  lur  r=2,3,....,  d.h.  allgemein. 

Aus  der  Betrachtung  der  Tabelle  ersieht  man  auch,  dass  flir 
mz=z4t  in  der  Sinusentwickelung  die  Anzahl  der  positiven  Glieder 
Inifner  gleich  ist  der  Anzahl  der  negativen  Glieder.   Man  schliesst 

dnrch  Indüction,  dass  allgemein 


.#der  das5 

(7)  m'  =  2*^-2 


Nach  dem  obigen  Schema  ist  fSr  n  =  4r  -f  4  in  '  der  Sinns- 

riekelong  die  AiisabI  der^  positiven  und  negativen  Glieder  be- 

•_«  '  *  •  . 


xiehitBgsweise 

Theil  XXXIV. 
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Setzt  man  tiun  hierin  für  m'   den  gefundenen  "Werth,  so  erhält 
man  in  beiden  Fällen 

woravft  folgt,  das«  wenn  die  Gleichheit  der  Anzahl  derpositiren  and 
negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  Von  Sin(d^d,-f  63-f  .^.-f  d4r— i) 
und  der  daraus  folgende  Werth  von  m!  für  r  gilt,  beides  noth- 
wendig  auch  ftir  r-f- 1  gelten  muss.  Da  aber  die  Giltigkeit  obi- 
gen Werthes  von  m'  für  r=  1  nachgewiesen  ist,  so  gili  derselbe 
nach  bekannter  Scblassweise  allgemein. 

Bezeichnet  man  mit  Pc  und  iV«  die  Anzahl  der  positiven  und 
negativen  Glieder  der  Costnusentwickelung  und  mit  P«  und  Nm 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  der  Sinusentwicke- 
lung, so  gibt  das  obige  Schema,  wenn  man  für  m  und  m!  seine 
Werthe  aus  (6)  und  (7)  setzt: 

(8) 
fiirn=4r         /»•=2*'-»  +  (— 1)«-2»'->,    iV;  =  2«^>— (— 1/2»^-«, 

P,=2*'-'«,  iV,=24'-«; 

„  n=4r-f]   /»e  =  2*^»  +  (— 1)'2*-»,    iV.=2*-»  — (— l)'!!*^, 

P,  =  24'-i  +  (— 1)'-2»'-',     iV,=2«'-»^(— 1)'-2*'-»; 

„   n=4r+2  /»c=2«',  iV<,  =  2«', 

P,=2'«'-K— 1)'-22',  iV,=2*'— (— 1)'-2»'; 

„  iis4r-f3  P,=2*'-+»— (-l)'-2»',        iVc=2^+»  +  (— Ir2»-. 

/»,=2*'+»  +  (-  lyV',       JS, =2<N-»  —  (-  l)r2*'. 

§.  4. 

Indem  wir  nunmehr  zur  Anwendung  des  Vorhergehenden  fiber- 
gehen, nehmen  wir  die  identische  Gleichung  vor: 

(9) 

(Cos«Ö  +  Sin«Ö)(Cos«Öi+Sin«d,)(Cos«Ö,  +  Sin«dt).... 

....  (Cos«A,-i  +  SinSA,.i) 
=  Cos»(ö+Öi  +  e.  +  ....  +  &-i)  +  Sin«(d  +  Ö,+d«+...,+«,.i), 

undtmdtipllciren  dieselbe  mit  (qqi  ^•..pn-O^  wobei  ^,  ^|,  ft»-— ^<i-i 
reelle  positive  Grossen  bezeichnen,   und  erhalten: 


Siii(H^i-Hs-t-«...-h^ii-i)  ».  ^^r  einen  damit  verwandt.  6att  ett.  8S 

+  t^^i  ^ —•  ^«1-1  SiB(d+ Öl  +  Öa +....+ öii-i)|*. 
Denkt  man  sich  im  zweiten  Theil  dieser  Gleichung 

Co«(d  +  fli  +  öa  +  ....  +  dii-i)    und   Sin(Ö+ö, +0» +....  + di,-i) 

nach  dem  im  obigen  auseidandei^setzten  Verfahren  entwickelt, 
alsdaoo  Glied  um  Glied  mit  ^^^....^-i  roultiplicirt  und  seil) 
man: 

a      =pCo8Ö,  ß      =^6inö, 

«t     =eiCosÖ,,  ßi     rs^SinÖi, 

(10)        ^  c^i     =^Co8d2,  /?a     =PaSin(92, 


a«_i  =  ^«-1  Cos  Ö«-i ,    /?«-!  =  p«-i  Sin  ©«-.i ; 

so  sind  die  in  beiden  Fällen  .sich  ergebenden  Resultate  offenbar 
reine  Functionen  von  u,  «i,  a^,,*.,an^i9  ßf  ßi,  ß^,,,•,ß1^^;  be* 
seichnet  man  das  erste  Resultat  kurz  mit  f{a,  ß),  das  zweite  mit 
f  (a,  ß),   so  wird: 

!  P^ P« ••••  ^»-1  Cos (^  +  öl  +öa +  ....  + öii-i)=/lf«,  /J), 
^^1  ^2  ••  •  P«-i  Sin  (ö  +  öl  +  öa  + ....  +  Ön-i)  =  F{a ,  ß) , 
«nd  aian  hat  statt  (9)  die  Gleichung: 

(12) 


daiss  also  das  Product  P  umgeformt  erscheint  in  die  Summe 
xweier  Quadrate*  /*(a,  ß)  wird  sich  von  der  Entwicbelung  von 
Cos(ö  +  di  +  Öa+.... +  Ö«-i)  und  F(a,  ß)  von  der  Entwickelung 
von  Sin(d-f  ^1 -f  02+ ••••  +  ^f(-i)  nur  darin  unterscheiden ,  dass 
m,  «1 ,  Oji,..»»!!-!  an  der  Stelle  von  Cosd,  Cos6r|  >  Cos^a»****  Co»6n^i 
vpd  j?»  ^19  /}«>•.•• /?s-i  an  der  Stelle  von  Sind,  Sin^i,  Sin^a,.... 
«^  Sia  6»-t  steht.    Das  fQr  die  Entwickelung  von 

Co»  (^  +  öl  +  Öa +....  + ö«-i)   und   Sin(d  +  di  +  Öa  +  ....  +  Ö«-i) 

im  Obigen  gefundene  Verfahren  wird  sich  also  auch  auf  die  Ent- 
wieketaiig  der  Funetionen  fia^ß)  und  F{a,ß)  ausdehnen  lassen^ 

6* 
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wenn  man  nur  fiberall  «tatt  der  Cosinus  die  u  und  statt  der  Simis 
die  ß  setzt.    Die  Regel  wird  alsdann  folgendermassen  lauten: 

» 

Man  bilde,  aus  den  n  Elementenreihen 


«, 

ß. 

«l. 

ßx. 

«f. 

ßt. 

alle  mGglichen  Variationen  und  sortire'  sSmmtliche 
Complezionen  in  zwei  Gruppen,  von  welchen  die  erste 
die  ß  in  jeder  Complezion  in  gerader,  die  zweite  die 
ß  In  jeder  Complezion  in  ungerader  Anzahl  enth&lt« 
Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -f-, 
wenp  die  Anzahl  der  ß  durch  4  theilbar  ist»  alle  fibri- 
gen  bezeichne  man  mit  — .  Die  Glieder  der  zweiten 
Gruppe  bezeichne  man  mit  +>  wenn  die  Anzahl  der  ß 
durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  alle  Qbrigen  bezeichne 
man  mit  — .  Alsdann  ist  die  erste  Gruppe  die  Ent-- 
Wickelung  von  /](a,  ß),  die  zweite  jene  von  F(ft,  ß). 

So   erhSit  man   zum  Beispiel   zur   Zerlegung  des   Product 
(o*  +  />*)(«i^  +  A*)(aa^  +  Ai^  aus  den  Elementenreihen 


die  Variationen: 

«»    ß* 
«I.  A. 
«t»  ß% 

« 

folglich  ist: 

A«.«= 

=    ottiOs    und    F(a,  ß)  =     ^m^ 

—  «Afti                              +ai^/^ 

—  ßßi^                             +ß^H 
-ß^iß^                            -ßßiß^ 

aad 


fcgeoy  bat  man  ans  deo  ElementenretbeD 


o*     ß» 

«I*    A.  ' 

«ii*    /^> 

■ 

«t.    A 

die  Variatiooen 

• 

«ff|«l«l>      i*«!«««^. 

«ft«l«i.      ßßl^<h' 

^lß%H*      ß^lßt^f 

«Afetfi»  ßßißt^f 
««lÄft.  ßf'lßtßlf 

^ßiß^ßz»    ßßlßtß^l 

md  treoD  mao  nach  den  obigen  Vorscbriften  die  Complezionen 
■orfirt  und  bezeicbnet,  so  wird: 

— «APa«,  +ttcir|/?20a 

—  ««lAA  —^ßißißi 

—  ^A«i«%  +/?«!«»«» 
— /?0|/9«c^                      —ßßiß^a^ 

nd  ea  ist  «onaefc»  wenn  man  sor  Abkfirzung 

«  =  «A««A»     c'=a«i«j|A. 
d^aaiß^ßi»     d'^aßiß^^, 

f=^ß^iß%^»    r—ßßißt»»f 
gznßaio^.    ^'=^A«tA» 

*=ßAÄ/?s,  *:=^/»A 

•Mit: 


V 

(«*+jJ»)(«i»+A«)(a,Hft*)(«3HA«)  =  (a  -  6  -  c -rf- e-/--y +A)« 

+  (o'+  6'+  &-  d'+  e'-f-g'-h')^ 


§.  6. 

Die  Gleichung  (9),  folglich  aach  jene  (12),   wird  aber  offen- 
bar auch  dann  noch  richtig  bleiben,   wenn  man  in  der  Summe 

die  Vorzeichen  beliebig  verändert.     Hätte  man  z.  B.  OfA,  6v 

in  — d^y  —dp.*.,  verwandelt»   so  treten  in  der  Entwickelung  von 

Cos(Ö  +  Öi+da+....  +  Ön-i)   und   Sin(Ö+ö| +  Ö»-f  .... +Ö.-i) 
die  Grössen 

Co8(-Ö;*),    Sin(-Ö^), 

Cos  (—6p),    Sin(-Ö,), 


oder,  was  dasselbe  ist,   die  Grossen 

Cos6/w,    — Sind^, 
Cosdi;,    —  Sinöi 


an  die  Stelle  von* 


Cos  6^,    Sin  6^, 
Cos  6»,    Sin  09, 


d.  h.  in  den  Entwickeinngen  von  Co6(d  + 01+^2 'f'«**'f  ^»-O  <>°^ 
Sin  (6  -f  ^1  -f  6«  -f  •  •  •  •  -f  ^T-i)  braucht  mau  nur  In  jenen  GKedero 
die  Zeichen  zu  verändern,  in  welchen  Sin0^,  Sin^^,....  in  unge- 
rader Anzahl  zusammen  vorkommen.  In  den  Functionen  /(er,  f) 
und  F{a^  ß)  treten  alsdann  an  die  Stelle  von  ßfi,  /S^y...  die  Grös- 
sen — ßfji,  — j3r,....y  während  alles  Andere  ungeändert  bleibt. 
Die  Gleichung  (12)  wird  also  auch  dann  noch  gelten,  wenn  man 
im  zweiten  Theile  derselben  in  allen  jenen  Gliedern  von  f(a,ß) 
und  F(a,  ß)  die  Zeichen  verändert,  welche  ßft,  j?»»....  In  ungera- 
der Anzahl  enthalten.    Auf  diese  Webe  erhält  man  ßlr  das  Product 

(12)    P=  (a^ß*)  (c.^^  +  ft 2) («,«  +  ß^*)....  («p-iH/^«-!«) 
eine  neue  Zerfallung  in  die  Summe  zweier  Quadrate. 


8ift<#-|*^i  -f  ^t  -f.^^'f  0^if~i)  ».  itl^er  einen  äamii  terwanäf.  SaH  etc,  87 

Aa«  den  Gleichangen  (11)  uod  (12)  Mgt,  vrenn  matt  sur  A%^ 
Mrzang 

0  =  0+0, +Öa +  ....  + fti-i 

setif: 

(18)  ^^=tRÖ,    |/T(«,/3)P+tA«»^)l^=^' 

voraus  man  mit  Leichtigkeit  findet: 

(16)     |F(«.«|«=j^p,  {A«,»)'=rj:4äö''- 

Versteht  man  unter  S  jede  beliebige  algebraische  Summe 
der  n  Grossen  B,  6^,  ^s»«**-  Sn-^i,  so  ersieht  man  aus  den  yor- 
stehenden  Gleichungen,  dass  man  für  \F(a,ß)\^,  \f(f'fß)\^  so 
▼ide  verschiedene  Werthpaare  erhalten  wird,  als  es  numerisch 
▼erschiedene  Werthe  von  B  gibt,  indem  das  Vorzeichen  von 
B  gleichgiltig  ist.  Bekanntlich  lassen  sich  aus  n  Grossen  wie 
0>  ^i>  0^9 -*-  <9n.i  durch  ledigliche  Aenderung  der  Vorzeichen  im 
Allgemeinen  2"  verschiedene  Summen  bilden.  (M.  s.  meinen  Auf- 
Bttz:  Ueber  eine  Eigenschaft  der  geometrischen  Pro- 
gression 1,3,9,27 Archiv.  Tbl.  XXXIII. S.  106).    unter 

diesen  befinden  sich  aber  paarweise  solche  von  gleichem  Zahl- 
werth  und  entgegengesetzten  Zeichen ,  so  dass  die  Anzahl  der 
aktehit  verschiedenen  Summen  im  Allgemeinen  gleich  ^"""^  ist. 
Ihn  wird  also  auch  för  Fia,  ß)  und  /(«r,  ß)  im  Allgemeinen  2*-*^ 
veitcbiedene  Werthpaare  erhalten,  welche  alsdann  eben  »e  Tiel« 
Zerfällnngen  des  obigen  Productes  P  in  die  Sqmme  zweier  Qua- 
drate ergeben.  '         / 

Da  sich  aus  den  Grossen  6,  6i,  6^  die  vier  Summen 

ö— Öl  +Ö2» 
Ö+Öi— d« 

büden  lassen,  so  hat  man  flir  (!iit^i'ß^)(fh*  + ßi^)  (a^^+ß^^  vier 
terscbiedene  Zerftllongeo.  An  die  Stelle  der  im  ersten  Beispiele 
n^fllhrteti  Elementenreihen  treten  nun  vier  Systeme  solüiher, 
md  zwar  die : 


«»  ßf 

«*    —ßf 

«,      ßf 

«.          ß. 

«t>  A. 

^»     At 

«I»  *-A> 

«|.      ßi» 

«•>  ß^. 

«»*     ß±* 

«!>         ß%* 

«*.  -fc* 

88  Vnf€rdin$  er :  Veäer  die  Entwfekel.  V0m  Cf»s(9-|-6P,  'H9+«^  «r^^)* 
und  die  vier  AttTtösangeii  sind : 

^{ua^H-^ßiß^%-ßßi^—ßcL^P%)^+(aß^a^^aa^ß^'k^ßa^a^—ßßißü^ 
^(aa^a^'^aßiß^+ßßi^  +  ßaj^)^  +  (aß^a^+aa^ß^^ßa^a^  +  ßßiß^^ 

= (««i«i  +  «AA  +  ßßi^  -  /J«i  Ai)*+(-«A«i+««i  /Ja+/5ffi««  +  ßßiß^ 

=(««i«i+ «A/3i— /JA««i  +  /?«i/5«)«+ («A««-««!  A + /J«t«a+/^APt)*- 

Da  sich  aus  rier  Grossen  6,  di,  S%f  6^  die  acht  Summen 

Ö  +  Öi  +  Öt  +  Öa, 

ö  ""  A  +  ö«  +  Ö3 , 

ö  +  öl  — da  +  Ö5 , 
ö  +  ö|  +  Ö2  —  A » 

— ö  —  A  +  ^a+A* 
ö— ö|  — A  +  A» 
6 — A  "1"  A  —  A 

bilden    lasseo,    so   hat  man    für   die   Zerlegung  des    Productes 

(«•  +  /P)(«i*+A*)(«**+/^*)(«»*+A*)  acht  Terschiedene  Lösun- 
gen. In  der  That,  man  hat  statt  der  im  sneiten  Beispiele  auf- 
geführten  Elementenreihe  ein  System  von  acht  solchen»  und  zwar  die: 


0, 

ß. 

«» 

-?, 

a»         A 

«,      ^f 

«!• 

ßi> 

«1» 

A. 

«1»  -A. 

«I .     A  ^ 

««. 

A> 

«». 

Ä^ 

«if     A» 

«a»  ~ft. 

«». 

A; 

«0* 

A; 

«».     A; 

«».     A; 

«, 

ß> 

«, 

-ß. 

«»      /?. 

«•      ß. 

«1» 

ßi. 

«1» 

-A* 

«1»  —  A> 

«1»  —  A» 

«1. 

A, 

«t» 

A. 

«».  -A. 

«s.     ft» 

«8» 

-A; 

«»> 

A; 

«3»         Ai 

«8»  -A- 

Werden  nun  mit  Hilfe  dieses  Systems  die  Vorzeichen  der  Grui- 
sen  a,  b,  a'u.a.w,  der  oben  gegebenen  Lösung  (14^  entsprechend 
▼erändert,   so  erhSit  man  folgende  acht  Auflösungen : 


Mi(0-|-0r-f  <>«-|-— -f^«-i)  ■•  ^^tf  ff""*  ättmH  verwtuuU.  Salt  etc.  89 

(17)  («•+/»•)  («»«+/Ji*)(«i*+/J.*)(«»»+ft«) 

=     (a-b  —  c  —  d—e  —  f—ffi-h)* 

=  .  (a  -  6  — c  -  d  +  e  + /•+ p  — A)» 
-Ka'  +  b'  +  e'  —  d'—e'^-f'  +  g'  +  h')* 

=    ia  +  b■^e  —  d  +  e^f-g-h)* 
+  (-o'+A' + c'  +  d'  -f  e'  +  /■'  +  ^'  -  ÄO* 

=    (o  +  A-c  +  d-«  +  /'-^-A)» 
+  (a'—b*  +  </  +  rf'  +  «'  +  /'— ^  +  AO« 

=    (o  — 6  +  e  +  rf-e-/-  +  ^-A)« 
+  (o' +  A' -  c' +  d' +  «'—/■'+«['  + A')** 

=     (fl+ 6-f  c-d-«+/'+^  + A)« 
+  {— a'+A'+c*  +  d'  -  e'  —f'—g'  +  A')« 

=     (a  — A  +  c  +  d  +  «  +  /-_^  + A)» 

+  (-o'— A'+c' — d' +  e' — /■' +  ^' +  *')' 

=    (a  +  A-c  +  rf  +  e-/+i?  +  A)» 
+  (-a'  fA'-c* — d'  +  e'  +  /•'  —  ^'  +  A')*. 


§.  6. 

Mao  «lenke  sich  die  n  Factoren  des  Productes  P  (12)  iu  zwei 
trappen  gesondert,  wovon  die  eine  r — 1  Factoren,  die  andere 
a«r<f  1  Factoren  enthftit.  Dieses  zn-eite  Product  aus  ii — r+1 
Factoren  denke  man  sieb  nach  der  oben  auseinandergesetzten 
Methode  auf  2"~''  Terschiedene  Arten  in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate verwandelt  nnd  ivp  die  Stelle  jener  Factoren  in  P  gesetzt 
Aaf  diese  Weise  erhält, man  2***'*  verschiedene  Darstellungen  von 
P  als  ein  Product  von  r  Factoren,  von  welchen  jeder  die  Form 
fl^-h/P   hat     Die  obige  Eintheilung  In  zwei  Gruppen  kann  aber 

ofenbar  auf  (-._| J  verschiedene  Arten  ausgefährt  werden,  also 
bt  die  Gesaromtzahl  der  Darstellungen  von  P  als  ein  Product  von 

r  Factoren  von  der  Form  «•+/3*  gleich  (    ..iJä*'**.     Da  aber  r 

>llt  ganzen  Zahlen  von  l  bis  n  —  l   bezeichnen  kann,    so  sieht 
9m,  daäa  ein  Product 

(12)    P=(««+/3«)(«i«+A«)K«+/5s»)...:(«i.-i*+/^.-i*) 


90  ünferdin^er:  Oeber  äieEmmickeL  f0iiCiMC^4-^i*f^t-f-^«-|-aiiwi), 

aus  ft  Factoren  von  der  Form  tt*-f /}*  Im  Allgem^lDeu 
auf  2"-^  Terscbiedeoe  Arten  in  derselben  Form  darge- 
stellt werden  kann; 

auf  fjj 2«-*  verschieden«  Arten  als  Prodaet  von  2  Fact, 

»        1  Ol  ^  »>  >»  »  »  >•       "  t» 


0 


2ii~4 


»»       1  Q  1  *•  *»  »•  »»  »»  >»      *•  »» 


(-%)" 


n-1 


von  der  Form  v^^ß^.  Als  Product  ans  n  Factoren  dieser  Art 
ist  P  gegeben,  also  ist  die  Gesammtzabl  der  Darstellun- 
gen gleich 

i^-+G)^-'+©»-+®*-H....+(JL,)2i+> 

=:i(3«  — 2«  +  l). 

So  hat  man  fiir  n=3  die  oben  in  (16)  aufgeftihrten  vier  Dar- 
stellungen des  Productes  («*+/3*)(ai*+A *)(»,« +/?»«)  als  Summe 
zweier  vollständigen  Quadrate,  ferner  folgende  sechs  Darstellun- 
gen in  zwei  Factoren  dieser  Form: 

(18) 

(«»+/J«)(«,«+A*)(«aH/Ja«>=(««  +  ^)K«.«i-A/3i)H(«i/J.+A«,)«l 

= («•  +  /J»)  t  («i««a+ft/WH(«i  A-A««*)*l 

= (fliHßi*){{<"*t-ß?t>*  +  («Ä  +  iS«%)*l 
= («iH  A«)  I  (««, + /J/W«  +  («/J»  -  /J«^«  I 
=(«.H/S.*)I  (««,  -/»A)H  («A  +  ^«,)*| 
=(«iHA*)t(««i  +/JA)' + («A  -/tei)»l 

ia  Ganzen  eilf  Formen  fiir  disselbe  4irOsM. 

Die  bierrait  gegebene  Methode  zur  Cmforronng  des  Prodnc- 
tes  P,  in  welchem  «,  ß,  «i,  u.  s.  w.  ganz  allgemeine,  in  keiner 
Weise  specialisirte  BuchstabengrSssen  bezeichnen,  ist,  als  alge- 
braisches Theorem  aufgefasst,  in  der  Analysis  und  ihren 'An- 
wendungen oftmals  von  Nutzen. 


Sb(^4^^i4-^»+«^+-^-0  **  ükertimn damit verwtmäl.Sta%€4e.9l 

Wir  gellen  nun  aber  xur  Er&rtenmg  der  MoiUficatiooen  «od 
BnschrSnkuDgen,  welche  dag  vorbefgeheode  algebral^cbe  Tbeoren 
erieidety  wenn  die  in  dem  Prodocte  P  vorkommenden  Grossen 
ff,  j3,  «1  f  u.  s.  w.  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Man  hat 
ach  also  voit  nnn  an  onter  P  ein  Prodact  zu  deaken,  ansii  Fao- 
toren,  von  welchen  jeder  die  Samme  zweier  gegebener  Quadrat- 
aUen  ist 


§.  7, 

Wenn  ft,  ß,  a^f  u.  s.  w'.  gegebene  ganze  positive  Zahlen  be- 
zeichnen, 80  hat  man  sich,  da  aus  den  Gleichungen  (10)  folgt: 

(19) 
ö=Arctg^,    Ö,=Arctg^,    ö«  =  Ärctg^;  ....  A,-i  =  Arcte^\ 

Mcb  unter    B^  6^  B^^  •••.On-i   ganz    bestimmte   Zahlwerthe  zu 
denken  9   und  ^bezeichnet  alsdann  irgend  eine  der  algebraischen 
Summen,     welche    man    aus    den    n    bestimmten    Zahlwerthen 
^»^19  B%9»..*Bn~^i  durch   verschiedene  Auswahl  der  Vorzeichen 
eikaiten  kann.    Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  hat  sich' 
«geben  y  dass  man  für  die  Functionen  /»X«,  /3),  /*(«,  ß)  2»-*  ver- 
flchiedene    Werthpaare    erhält,    weH   sich    aus    den   n    Grössen 
^1  ^^^9»  •.••011-1  >in  Allgemeinen  2"-^  namertsch  verschie- 
4eae  (d.  h.  dem   absoluten  Werthe  nach  verschiedene)  Summen 
Uden  lassen,    hn  Allgemeinen  ist  dies«  allerdings  richtig,  wenn 
tber  B9  d|,  ^^»..•.dii-i  bestimmte  Zahlwertbe  sind,  so  fatnn  der 
FaH  eintreten ,   dass  die  Anzahl  der   numerisch   verschiede* 
eeo  Summen  kleiner  als  2»"'^  ist.    Alsdann  ist  auch  die  Anzahl 
der  Werthpaare  för  F(a,  ß)»  fia^ß)  geringer  als  2«-*,  mithin  auch 
die  Anzahl  der  Zerföllnngen  der  Factorenfolge  P  in  die  Summe 
zweier  Quadratzahlen  geringer  als'  2"~^.   —  Der  Fall,   dass   die 
Aniahl  der  numerisch  verschiedenen  Werthe  von  S  geringer  als 
1*^  ist,  wird  namentlich  dann  eintreten,  wenn  irgend  eine  alge- 
kaiscbe  Summe  mehrerer  der  Zahlwertbe  0,  9,,  ds»--"*^«-!  ^^ 
Nnll  gleich  -wird.    Nehmen  wir  an,  es.  wäre 

(20)  0;,+  dt»+....  +  Öx  =  O, 

oder,  was  dasselbe  ist:  ,  ^ 

(20)  'Arctg^+Arctg^  +  ....  +  ArctgJ^=0, 


9fi  Vnftrdiußer:  Veöer  die  EnäMckeL'won  Co« (6-f  6i-f d9-|-..M^Hii-i), 

uod  irg«Dd  eine  algebrabebe  Somme  der  übrigen  9  gleich  §^ 
alsdann  wären  id  jedem  anderen  Falle ; 

Ö/i  +  Öi,  +  ....4-Öx+ö'   und    Ö;4+ö,+  ....+  dx— e* 

offenbar  zwei  numeriscb  v^erscbiedene  algebraiacbe  Summen  S^  eo 
aber  schmelzen  sie  zu  -f  ^'  und  —  B'  zusammen  und  sind  nur 
mehr  im  Zeichen^  verschieden.  Denkt  man  sich  zu  dem  Producte 
(«fi*  +  ßfA^)  (ttv*  +  ßp^)  '*'(cix*  +  ßx^),  auf  welches  sich  die  Gleichung 
(20)  bezieht  und  welches  offenbar  ein  Factor  von  P  ist,  —  in  der 
Absicht,  es  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  zu  zerlegen »  —  die 
zugehörigen  Functionen  F(a,  ß),  f(a,  ß)  gebildet;  sie  seien  0{a,p), 
ip(€c,  ß),  SO  gibt  die  erste  der  Gleichungen  (15)  in  Verbindung 
mit  jeuer  (20) : 


9(«*W 
also 


=  0, 


Cil)  <P(«,/J)=0, 

und  es  Ist: 

d.  h.  die  gegebene  Factorenfolge  P  wird  weniger  als  2^-^^  iwr- 
schiedene  ZerfKllungen  in  die  Summe  zweier  QuadratzaUen  ge- 
statten» wenn  es  unter  den  Factoren  a*4/^>  ^iH-/^!^»  ^*i-ß%^»'-f 
«»-i«  +  /J,-i«  solche  a^«+/J/4«,  «i»*+/JA....,  «x*  +  /Jx*  gibt,  dereo 
Producta  nach  unserer  Methode  in -seine  verschiedenen  . Summen 
zweier  Quadratzahlen  zerlegt y  Einmal  <P(a, /9)=0  ergibt,  so  dass 
Eine  dieser  Zerßlllungen  noth wendig  die  Form  a*-f  O'  hat 

So  ist  z.  B. 

Arctg  i  4  Arctg  } — Arctg  {  =  0, 

folglich  moss  das  Product  (l<-f  2*)(2*-f  3^(4*-f  7^  unter  seinen 
verschieden^en  Zerf^llungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
nothwendig  Eine  von  der  Form  o^-fO*  enthalten.  In  der  That 
findet  man : 

(l«  +  2«)Ci«  + 3«)L^4»+7«)  =  (66)»+0* 

=  (39)«  +  (52)» 

=  (25)« +  (60)« 

=  (33)« +  (68)«, 

und  das  Product 


Sh(6+äi  -f  ^«4  .--f  611^1)  9t.  fUdef  einen  damii  perwämU.  Sai%  eie.  U8 

(l«+2«)(2*+3^(4«+7»)(as«+ft»)....(«.,-iHP«-i*) 

wird  daher  nicht  mehr  in  2*^^  verschiedene  Summen  zweier  Qua- 
dratzahlen zerlegt  Tverden  können* 


5.8. 

Da  die  Werthe  der  Functionen  F(a^  ß),-  f(a,  ß),  respective  die 
Ztrilllongeii  der  Zahl  P,  aus  den  Zahlen  er,  ß,  ft|,  u.  6.  w.  ahge- 
leitet  werden,  so  sieht  man,  dass  die  Anzahl  und  Bescbaffen- 
M  der  Zerttllongen  ebenfalls  von  den  Zahlen  a,  ß^  0| »  u«  s.  w. 
abhingt.  Lässt  sich  die  Zahl  P  noch  auf  andere  Arten  als 
etil  Product  von  ri  Zahlen  von  der  Form  a^-f-ß^  darstellen,  so 
wird  diese  neue  Form  von  P  auch  zu  neuen  Zerföllungen  führen. 
—  ÜMSf  was  wir  also  bisher  über  die  Anzahl  und  die  Beschaf- 
fenheit der  Zerföllungen  des  Products 

(«H/^)  («iHft^  («aHÄ«)  ....  («1.-1M/J1..1*) 

ii  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  beibrachten  und  später  noch 
Mhringen  werden,  bezieht  sich  leiliglich  auf  diese  Factorenfor* 
■el,  in  welcher  a,  ß,  tti,  u.  s.  w.  ganz  bestimmte  Zahlen  sind, 
Ton  welchen  die  Form  und  die  Anzahl  der  durch  unsere  Methode 
kentellbaren  Zerföllungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
ibhingig  ist. 

# 

So  ist  in  dem  letzten  Beispiel  das  Product  der  drei  Factoren  gleich 
^1  Don  ist  aber  diese  Zahl  auch  gleich  (iH^)(^+3^KlH^h 
^wenn  man  dieses  Product  zerlegt,  so  erhftit  man: 

(l*  +  2«)(2^  +  3«)(l«+8«)  =  (60)«+ (25)« 

=  (16)«  +  (63)« 
~  0«  +  (65)« 
=  (52)« +  (39)«, 

nter  welchen  Zerßillungen  jene  (16)«  +  (63)«  neu  ist  Die  Zer- 
Wnng  (65)« +  0«  kommt  wieder  vor,  weil 

Arclg  4  —  Arctg  J  +  Arcf  g  J  =  0 

ül  Ebenso  ist  422S  «nch  gleich  (2>-|-3^(2*-|-3>)  (3>-f  4«)  and 
nwre  Methode  gibt : 

(a«+3»)  (2»+3«)(3«  +  4«)  =  (63)«  +  (16)« 

=  (33)«  +  (56)" 
=  (30)«  +  (82)» 
=  (39)« +  (52)«, 


04 Cnferäingtr:  Oeötr die EniwiekiL von  Cu«(a-f 6i4-ak-|-.»**-Kii-4> 

unter  wc4chen  ZerOUIungen  jene  (65)* -fO^  nicht  mehr  ▼•rkonunL. 
Die  Zerßilliing  (39}*-f  (52)^  kommt  zweimal  vor,  weil 

Arctg  }  —  Arctg  }  =  0 

ist,  also  (2^-f  3*)(2S4  3^>  io  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
zerlegt,  eine  Zerßiliung  von  der  Form  a^-\{X^  aufweiset,  folglich 
(2*-f3*)(2<-f3*)(3>-f4^  nicht  auf  vier  verschiedene  Arten  in  die 
Summe  zweier  Quadratzahlen  zerlegt  werden  kann. 

Femer  Ist  7225  =:  (l'-f  4«)  (l3<-f  16^  und  die  ZerOUaBg»- 
methode  gibt: 

(1*  +  4«)  (13«+ 16«)  =  (51)2  +  (68)« 

=  (77)« +(36)«; 

i 

da  aber  auch  7225=;:  (3«-f  4«)(l«-|-17«),  so  erhält  man  auch: 

(3«  +  4«)  (1«  +  17«)  =  (36)«  +  (77)« 

=  (84)«  +  (l3)«, 

so  dass  man  also  in  (84)«-f  (13)«  eine  neue  ZerßUlung  hat  Etid* 
lieh  Ut  auch  7225=:(l«-f  2«)  (l7«-f  34«)  und  hierfür  gibt  uisere 
Methode : 

(1« + 2«)  (17«  +  34^  =  (51)«  +  (68)« 

=  (85)« +  0«; 

hier  kommt  die  Zerfällung  (85)« -fO«  vor,   weil 

Arctg  1- Arctg  iJ  =  0 

ist 

Es  wird  nun  auch  einleuchten,  dass  zwar»  wenn  filr  mehrere 
Factoren  «/*«+/?/*«,  «,«+/?,«,  ....«x«+/Jx«  der  Zahl  P  eine  Glei- 
chung wie 

(20)  A"^*g^  +  A^«*8^+  ....  + Arctg^  =  0 

besteht,  noth wendig 

(«M«  +  M{«»H<^*)-.(«««+^x«)  =  l9(«,ftJ« 

gleich  einem  vollständigen  Quadrate  sein  rouss,  welches  letztere 
also  auch  ein  Factor  von  P  ist,  und  dass  demnach  die  Anzahl 
der  durch  unsere  Methode  herstellbaren  Zerftllungen  der  Zahl  P 
in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  kleiner  als  2"~^  ist;  —  man 
darf  aber  nicht  umgekehrt  aas  dem  Vorhandensein  eines  quadrati- 
schen Factors»  gebildet  aus  mehreren  Factoren  a^«-f|}^«»  ay«-f/Sp«».^ 
«X«  -f  ßt^  in  P»  Mif  eine  Verringemng  der  Anzahl  der  ZerOUliuigen 
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•cMessen;  fifcer  eine  9olcb«  Terriogerong  entscheidet  ledigKch 
dbs  Bestehen  der  Gleichung  (22)»  oder»  was  dasselbe  ist»  das  Vor« 
kudeoaein  einer  Form  wie  a>-|-0*  in  den  Zerföllongen  des  Productes 


Hiermit  wäre  Eine  Ursache  der  Verringerung  der  Ansaht  der 
ZerMlungen  der  Zahl  P  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  und 
ihr  Kennzeichen  aufgedeckt  Aber  das  Identischwerden  mehrerer 
algebrabcher  Summen  B  ist  nicht  die  alleinige  Ursache  des  Iden- 
tischwerdens mehrerer  Zerfällungen,  sondern  es  kann  zwei  nume- 
risch verschiedene  Werthe  von  6»  0|,  62  geben»  welche,  in  die 
Gleichungen  (15)  eingesetzt, 

erf^eben »  so  dass  -  man  daraus  im  ersten  Falle  die  ZerfSlIung 
|FCa»^P-f  |/(a, /^*)  und  im  zweiten  Falle  die  damit  identische 
Zerföllung  \f[a,  ^){«  +  |F(a,  /5)|«  erhält.  Suchen  wir  aus  den  voj- 
liergehenden  Gleichungen  die  Beschaffenheit  solcher  zwei  Werthe 
wie  dj  und  B^  zu  ermitteln.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

tg«ei  _      1  1     _  tg^e» 

i+tg*öi""i+tg^öa'   i+tg«e,~i+tg*e/ 

ass  welchen  durch  Division  unmittelbar 

tg«©!  =  ctg'Oa 

heiTorgeht  Da  dieser  Werth  von  tg^9|»  in  die  beiden  vorhergeheo- 
deo  Gleichungen  eingesetzt,  beide  zu  identischen  Gleichungen 
macht,  so  sind  diese  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden 
md  werden  durch  die  letzte  Gleichung»  oder  durch  die  folgende: 

Tofflkoinmen  ersetzt.    Aus  dieser  folgt  aber: 

^1  ±02=2 


» 


wenn  man  sich  die  beiden  Werthe  B^  ^^^  ^2»  welche  zwei 
▼erschiedene    algebraische    Summen    der    si   GrCssen 


^»  ^1»  0s>'**Ai-i  sind,  unter  etnander  gescbrieUen  denkt»  so  inckt 
man  sogleich,  dass  sich  in,  6,  J^O^  die  6  mit  gleichen  SSeichen 
verdoppeln ,  die  6  mit  ungleichen  Zeichen  aufheben ,  und  man  wird 
nothvi'endig  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 

oder  SU  jener: 

(22)       j 

(     Arctg|+Arctgg+....  +  Arctg^  =  | 

gelangen  müssen«  d.  h.  der  durch  die  Gleichungen  (J)  ausge* 
sprochene  Fall  wird  dann  eintreten,  wenn  die  algebraische  Sumine 

einiger  der  Zahliverthe  6,  Bi,  ^2»--A»-i  gleich  j   wird.    Denkt 

man  sich  nun  zu  dem  Producte  («/<* +/Ji«*)  (er,* +/?#*)....  (ax*  +  ^k*), 
auf  welches  sich  die  Gleichung  03!)  bezieht,  um  es  in  die  Suninie 
zweier  Quadratzahlen  zu  zerlegen,  die  zugehörigen  Werthpaare 
für  F(a,ß),  f{cc,ß)  gebildet;  sie  seien  <!>(«,  ^,  ip(a,ß),  so  gibt 
die  erste  der  Gleichungen  (15)  in  Verbindung  mit  jener  (22)  un- 
mittelbar:* 

<I>(a,  ft 


also 


=  1, 


(23)  «>(«,^)  =  9(«,ft, 
und  es  ist 

(24)  («^H/^m')(«»H^*)....(««H^««)= 1 9K  « l»+ 1 9(«, ft J*. 

d.  h.  die  auseinandei^esetzte  Methode  wird  für  die  Zahl  P  weni- 
ger als  2"-^  verschiedene  Zerfallungen  in  die  Summe  zweier  Qaa* 
dratzahlen  ergeben,  wenn  es  unter  den  Factoren  t^i-ß^,  «^i'-f  A*» 

«i*  +  P»*.  ..•.Oi,-i«  +  /JiH-i«  solche  Cju«+/J/,«,  a^*  +  /Jr* «k*+/Jx* 

l^lbt,  deren  Produet,  nach  derselben  Methode  in  die  Sonune  zweier 
Quadratzahlen  zerlegt»  Einmal  0(u9ß)  =  fpfm,ß)  ergibt,  so  immm 
Eine  dieser  Zerlegangea  nothwendig  die  Form  m^-f-tß  bat 

Es  ist  bekanntlieh 

Arctg;  +  ArdgJ  +  Art|t  J  =  J, 
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mD88  das  Prodnct  (1*+2«)(1« +  5«)(l«  +  82),  nach  obiger 
le  auf  seine  verschiedenen   Arten    in    die   Sorome   zweier 
Iratsahien  zerlegt ^  darunter  nothwendig  eine  Form  wie  a*-f  a' 
feisen.    Man  findet  in  der  That: 

(1*  +  2«)  (P  +  5«)  (1*  +  8«) = (65)*  +  (65)* 

=  (13)«  +  (9l)* 
=  (35)* +  (85)« 
=  (47)* +  (79)*, 

id  es  iSsst  sich  daher  das  Prodoct 

(l*  +  2*)(l*+5*)(l*  +  8*)(«3*  +  ft*)....(ö„_i*  +  /J«-i*) 

obige  Methode  nicht  in  2"~^  verschiedene  Summen  zweier  Qua- 
tbien  zerßülen.  Das  Product  der  vorhergehenden  drei  Factoren' 

gleich  2(13)*,  dieses  ist  aber  auch  gleich  (]*+5*)(2*+3*)(3*+4*). 

legt  man  diese  Factorenfolge,  so  erhält  man: 

(l*  +  5«)  (2*  +  3*)  (3*  +  4*)  =  (91)*  +  (13)* 

=  (79)*  +  (47)« 
=  (23)*  +  (89)* 
=  (13)*+(91)*, 

Iw  keine  Zerfällung  von   der    Form   a*  +  a*.  —  Die  Zerftillung 
'^+(13)*  kommt  zweimal  vor,  weil 

ArctgS  — ArctgJ  =  ^ 

Üit,  also  das  Product  (1*+5*)(2*+3*)  unter  seinen  zwei  Zerftl- 
mgtD  Eine  von  der  Form  a*+o*  hat. 

Ebenso  mass,  weil 

Arctg  i  +  Arctg  J  =  ^ 

k,  «ioc  der    zwei  Zerfällongen    des    Product«   (l*+2«)  (l*+3*) 
p«i  der  Form  a*+  er*  sein,  und  man  findet  auch  : 

(l*  +  2*)(l*+3*)  =  6*+5*, 

=  l*+7* 


§.  10. 

So  hStten  whr  nun  auch  die  zweite  Ursache  der  Verringerung 
I^Aaiahl  der  Zerfilllungen  der  Zahl   P  in  die.  Summe  zweier 

Tkdl  XXXIV,  7 
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Quadratsahleo  sanimt  ihrem  Kennzeichen  gefurtden,  und  da  aiu« 
der  Natur  der  Sache  hervorgeht,  dass  weitere  Ursachen  einer 
Verringerung  nicht  exi^tiren,  so  können  wir,  das  obige  algebraische 
Theorem  entsprechend  modificirend,  folgenden  Satz  aussprechen  : 

Bezeichnen  a«  +  /3*,  «i^  +  ft*,  «2*  + /?««,....  a«-i*+ /?„—i« 
n  ganze  Zahlen,  von  welchen  jede  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  ist,  so  bilde  man  nus  diesen  alle  mög- 
lichen Producte  zu  l,  2,  3,  ....n — )  Factoren  und  zer- 
lege diejenigen  dieser  Producte,  welche  vollständige 
Quadrate  oder  das  Doppelte  vollständiger  Quadrate 
sind,  nach  der  obigen  Methode  auf  ihre  verschiedenen 
Arten  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen;  finden  sieh 
unter  diesen  Zerfällungen  keine  von  der  Form  a^-f-O* 
oder  a^-i-a^y  so  lässt  sich  das  Product 

nach  der  auseinandergesetzten  Methode  auf  2"-*  ver- 
schiedene Arten  als  die  Summe  zweier  Quadratzablen 
darstellen; 

auf  [  I  l2"— ^  verschied.  Arten  als  Product  von  2  Factoren 

/''*'l2«-»  3 


•■  C)^- 


»♦  99  »»  19  9*         ^  99 


„    4 


••  G-0' 


99  »»  9*  9>  »>      '•         ■  » 


n-1 


von  der   Form   a*  +  j3^.    Die   Gesammtheit  aller    Darstel- 
lungen ist  alsdann  gleich  9(3'* — 2n -f  1). 

Wenden  wir,  um  ein  vollständiges  Beispiel  zu  geben,  die 
Zerfällungsmetbode  auf  die  aus  den  vier  Factoren  l*-|-2*,  3*-|-4', 
5* +  6*,  7* +  8*  bildbaren  Producte  an,  so  ergibt  sich: 

(l«+22)(32+4*)=2Hn«=:  5«+10*, 
(l*+2«)(5«+62)=:4«+17«=  7«+16«, 

(l«+22)(7«+8^)=ß*+232=  9«+22«, 
(32+42)(5«+G5^)=22+39*=  92+38«, 
(3*+4«)(7«+8»)=4«+53«=llH52*, 

(6«+6«)(7«+8«)=2«+83«=13*+82«. 


$Mi0^4^,-f^,-f  ....-f  ^.i)  «.  übtr  einen  damfl  rencmidf.  Sata  etc.  9Q 

=  56«+67«, 
=43*+76«, 

=  (1«+2«)(2H39*), 

=  (!*+ 22)  (92+38«), 

=  (3« +4«)  (42+17«), 

=  (3«+42)(72+16«), 

=  (5«+6*)(4«+  72), 
=  (52+62)(lt+  82). 

(l«  +  2«)  (3*  +  42)(72  +  82)=302+1152, 

=  742+  932, 
=  612+1022, 
=452+1102, 

=  (12  +  22)  (42  +  532), 
=  (12  +  22)  (112  +  522), 

=(32+42)  (62+232^, 
'=(32+42)  (92+222), 
=(72+82)  (42+  72), 

=  (72+82)    (12+    82). 

(12 +-22)  (5« +  62)  (72 +  8»)=  562+1772, 

=  1082+1512, 
=  872+164^, 

=  792+1682, 
=(12+22)  (22+832), 
=(12+22)  (132+822), 
=(52+62)  (62+232), 
=(52+62)  (92-J.222), 
=(72+82)  (42+172), 
=(72+82)  (72+162). 

(32  +  42;  (52  +  62)  (72  +  82)  =  1942+3672, 

•=«92  +  2982, 
=2572  +  3262, 
=2412  +  3382, 

=  (32+4^)  (22+832), 
=(82 +42)  (132+822), 
=  (5«+62)  (42+532), 
=  (52+62)  (112+522), 
=  (72+82)  (22+392), 
=  (72+82)  (92+382). 
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(1»  +  2«)  C3»  +  4«)  (5»  +  6»)  (7*  +  8^ 

=  (5«+6»)(7»+8«)  (2«+ll«), 
=  (5«+6*)(7«+8»)  (5«+10«). 
=  (3*+4«)(7«+8«)  (4«+17«), 
=(3«+4«)(7«+8«)  (7«+16»), 
=(3«+4«)(5«+ö*)  (6»+'23«), 
=(3?+4«)(5«+6«)  (9*+22»), 
=(P+2*)(7«+8«)  (2«+39«), 
=(l'+2*)(7«+8>)  (9«+38»), 
=  (l«+2«)(5«+6^  (4«+63«), 
= (l«+2«)(5«+6«)(ll«+52«) ,, 
=  (lH2«)(3«+4«)  (2«+83«);' 
=  (l«+2«)(3«+4')(13"+«2«), 
=(7»+8«)  (20»+  85«), 
=  (7»+8«)  (56»+  67«), 
=(7«+8^  (43«+  76«), 
=  (7«+8«)  (35«+  80«), 
=(5H6*)  (30»+116^, 
=(5»+6*)  (74«+  93»), 
=(5«+6«)  (61H102«), 
=(6«+6«)  (45«+110«), 
=(3«+4«)  (56«+177«), 
=(3»+4«)(108*+161«), 
=(3H4*)  (87«+164«), 
=  (3«+4«)  (79H168«), 
=(lH2«)(l94«+367«), 
=(l«+2«)(289«+298«). 
=(l«+2«)(257»+32e«), 
=(I«+2«)(241«+338«), 
=  21« +928«, 
=144« +917«, 
=188«+909«, 
=280«+885«, 
=307«+876«, 
=395« +840», 
=435«+820», 
=640«+765«. 


'JtSniff:   Discuisiük  der  GieUhumivoitt  Herten  Gr^de  etc.     101 


•  ••••*    .  • 


¥111. 

DiscossioD  der  Gleichung  vom  vierten  Grade  in  Bezog 

auf  den  Sturm  sehen  Satz  *). 

Von 

Herrn  Dr.  J.  F.  König, 

ProfeMor  mm  Kneiphof 'sehen  Gvmnatiio  zu  KonigMlier|^  i.  Pr. 


§.  I. 

Den  Starmscfaen  Satz,  den  sein  Erfinder  zum  ersten  Male 
iffl  Balletin  des  sciences  math.,  phys.  et  cbero.  par  Fe- 
rossac  Bd.  11.  S.  419  ff.,  doch  ohne  fieweis  mitgetheilt  bat,  hat 
Crelle  in  seinem  Journal  fGr  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik Bd.  13«  S.  133  IT.  beniesen  und  seine  Anwendung  auf 
fe  Gleichungen  des  zweiten  und  dritten  Grades  gegeben.  Bezeich- 
net nan  mit  ihm  die  Gleichung  vom  vierten  Grade,  Kurs^e  halber 
okoe  zweites  Glied,  mit  Fx,  die  auf  bekannte  Weise**)  abgelei- 
Men  Hilfsfunkiionen  mit  F^x,  F^x,  F^x,  JF4  und  die  Reihe  der- 
jenigen Glieder  allein,  die  in  den  Grossen  Fx,  F^x  u.  s.  w.  die 
hrichste  Potenz  von  x  enthalten,  mit  [jr],  so  ist  die  Anzahl  der 
negativen  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Anzahl  der  Zei- 
cbeowecbsel  in  den  Reihen  [ — oo\  und  (0),  und  die  Anzahl  der 
positiven  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Zeichenwechsel 
m  den  Reihen  (0)  und  [-f  od].     - 

Die  Funktionenreihe  ist  nun  fSr  die  Gleichung  x^-\'ax^\ßx-\-Y=Q 
folgende :  ***) 


*)  Antsug  ans  einem  von  mir  verfa«8(cn  Programroe.  K. 

*)  Archiv  Bd.  31.  S.  222. 

')  Dicce  Aotdruektt  sind  von  Crelle  a.  a.  O.  S.  143»  schon  mtc^e. 
t^U,  jedoch  steht  dort  beide  Male  (a4-12x)  ttaU  («^4-12)^),  und  F^x 


•  •         • 


\   ',:  *"': :     •      -   *  *•• :  ':   ••  •*:    .'-    =     ' 

« 

F4   =:%(a-2~4y)2  — 132 127/3«  +  4a  (ö«—36y)  1  =  0; 
aUo  : 


/■•x 

y,j: 

y^x 

f\,x 

''« 

[-»]=+ 

— 

—  a 

^p 

+  Q 

(0)=  fy 

-ß 

— y 

-!?(««+ 12y) 

+  <? 

[+»]=  + 

+ 

—  0 

u_p 

+  Q 

5    ■> 

Da  das  Verfahren,  diese  abgeleiteten  Funktionen  zu  erhalten, 
dasselbe  ist,  welches  anzuwenden  ist^  um  die  gleichen  Wurzeln 
zu  entdecken,  so  mag  über  dieselben  hier  kurz  Folgendes  an§^- 
fuhrt  werden.  Die  Gleichung  bat  für  Q=0  zwei  gleiche  Wurzeln^ 
die  sich  aus  F^w^O  ergeben;  heisst  die  zweimal  vorkoiaaiende 
a,  60  ist: 

ß(a^+V2f) 
'^    "■"      9|3«+2a(aa— 47)' 

also,  wenn  man  die  ungleichen  mit  b  und  V — 1  niit  1  bezeichnet: 

•2)    6  =  -#ii:iV2a«  +  a, 

welche  für  a  negativ  und    ^ 2m^  reell  werden.    Da  allgemein,  vrenn 

c-\-d 
die  reeMen  c  und  rf,  die  imaginären k— ±^«  hefessen. 


=VÄ-m 


a 


,ist,  so  können   in  unserm  Falle  die  ungleichen   auch  geschrieben 
werden  : 


3)    6=-a±iy  J-a«. 


i«t  :=/'  i^eaelzt,    Ava«  nicht   üein  darf,    wena   in   den  H«ihen  ['— xj    und 
['f'']   ^  «teh€«  biftibeu  sntl. 
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ku  beiden  Wertfaen  für  b  erhält  man : 

4)     ««= g . 

TToraas  sogleich  erhellet ,  dass  gleiche  Wurzeln  picht  existiren 
köDoen,  weoo  cc  positiv  und  y  negativ,  auch  nicht  wenn  cc  und  y 
negativ  und  zugleich  12y^€t^;  ferner  dass  für  ein  positives  y  der 
Warzeigrusse  nur  das  positive  Zeichen  zu  geben  ist.  FQr  ein 
negatives  y,  in  welchem  Falle  für  ein  mögliches  a  auch  a  nega- 
tiv sein  muss  und  zugleich  a*  >  12y  (a^=  12y  giebt  drei  gleiche 
Wurzein),  ist  die  Wurzelgrosse  (J:),  je  nachdem  n,  d.  i. 


2a(a2  +  4y)— 9/3«<;\  6' 


2a  0 
wo  für  a  und  y  die  positiven  Werthe  zu  setzen  sind. 

>  a 
Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  für  o*  ^  ^>  d.i.  für  (J:)  der 

Worzelgrosse,  die  gleiche  Wurzel    (ki  .        )  ist  als  die  ungleiche 

nit  demselhen   Zeichen.     Denn   für  die  gleiche  a  heisst  die  un- 
gleiche mit  demselben  Zeichen  nach  3),  da  y  negativ  ist, 

(wo  a  positiv),  wenn  man  für  y  den  Werth  aus  4)  substifuirt. 
Aber  wegen  a*^6a*  ist  a  =  6a*J:J,  wo  ö  eine  positive  Grösse 
Meutet,    also 

6=  — a+ V^iöä+d,  d.i.   ^ci. 

Das  Zeichen  von  a  selbst,  nach  4)  berechnet,  ergiebt  sich  erst  ^.T).  F. 
kt  auch  F^x=:i),   was  nur  möglich  ist,  wenn 

1)  jS  =  0   und   «2_4y~o   oder 

2)  a«  +  12y=0  und  27j5«  +  8«»  =  0. 
äo  ist  im   ersten  Falle  aus  F2a:=zO: 

a  =  dt  V  •"      (our  möglich  für  ein  negatives  a,  da  y  positiv), 
=±Y  -4^  =  ±V+y,  für  (t  negativ, 

4 

=  ±i/— y,   für  a  positiv, 
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und  da  dieses  Wurzeln  ffir  /\ar,  8o  bat  Fx  zivei  Paar  gleiche 
Wurzeln. 

Im  zweiten  Falle  mGssen  a  und  /  negativ  sein;    aus 


F^x  =  (a:  +  jf)«  =0 


ist: 


Diese  Wurzel  enthält  F^x  zweimal,    also   Fx  dreimal,    die    un- 
gleiche ist  6= — 3a. 


§.  3. 

Da  die  Aenderung  des  Zeichens  von  ^  nur  das  Zeichen 
der  Wurzeln  ändert,  so  kann  in  der  folgenden  Betrachtung  ß 
immer  positiv  gelassen  werden,  so  dass  nur  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden bleiben  y  nämlich  1.  a  und  y  sind  -f ;  II.  <x  ist  -f»  /  "^y 
111.  a  ist  — ,  y  -|- ;  IV.  a  und  y  sind  —,  Die  Relationen  selb«! 
zwischen  den  Coäl'ficienteu  enthalten  nur  die  positiven 
Werthe. 

I.    a  und  y  sind  positiv. 

A.      P  und    Q   sind   positiv. 

In  diesem  Falle  sind  die  Zeichen  obiger  Reihen  folgende  *^ : 

\  Fx  t\x  F^x  Fs^x  F^ 

[-Q0]=  +  ~  -           +  -h 

(0)=  +  +  -  -  + 

[+«>]=  +  +  ~  -  + 

also  hat  die  Gleichung,  da  jede  Reihe  zwei  Zeichenwechsel  ent- 
hält, keine  reelle  Wurzel.    E*s  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  /S«(27j5«  +  4a»)<16yt9a/3«+(a*— 4y)«|,  d.  i. 
27/J«  <  32a«  für  a*  =  4y ;  27jS*  <  16*y»  für  o  =  0;  end- 
lieh  e=16y(a«-4y)«,  wenn  /J  =  0; 

P  positiv,  wenn:  1)  «=0;  2)  a*=4y;  3)  a*>4y  (hier  kann 
auch  /?=Osein);  4)  o*<4y  und  zugleich  9/P>!2a(4/— o^. 


*)  Kurie  halber  «ind  in  der  Folge  diese  Zeichenreihen  uicht  weiter 
liiogetetst. 
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B.  P  ist  positiv,    Q  negativ. 

Die  Reihe  [— -Qo]  hat  drei,  die  Reihen  (0)  und  [-|-od]  haben 
jede  einen  Zeichenn^echsel,  also  sind  zwei  Wurzeln  negativ^  zwei 
imaginär. 

Q  ist  negativ,  wenn  /3«(27/52+4a3)>  16y[9o/J*+(a«— 4y)«J, 
d.  i.  27/S«>32a»,  wenn  ««=4y;  27/3*>16«y»,  wenn  a=0; 
endlich   0  =  — 4y*fur  a=j3=0. 

P  ist  positiv  wie  bei  A. 

Für  a«<4y  und  9/3*  =  2a(4y— ««),  d.  h.  />=0,  ist  F^x  das 
fon  X  unabhängige  Glied,  also  Q=^ ß (a^ -{-I2y).  Jede  der  drei 
Reiben  hat  dann  einen  Zeichenwechsel,  folglich  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel.  Dasselbe  Resultat  giebt  a=:/3  =  0,  wodurch 
schon   F^ss  — 4y=Q  wird. 

C.  P  ist  negativ,    Q  positiv. 

Jede  der  Reihen  hat  zwei  Zeichen  Wechsel,  also  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel. 

P  ist  negativ,  wenn  a*<4y  und  zugleich  9/5*<2a(4y— «*). 
Q  ist  positiv  wie  bei  A. 

D.     P  und  Q  sind   negativ. 

Dieser  Fall  kann  nicht  eintreten.  Denn  P  ist  nur  negativ» 
weDn4/>o*  und  zugleich  9^<2a(4y  — o*).  Aus  dem  zweiten 
Aiwdrucke  folgt  aber,   wenn  man  quadrirt  und  36o'/3*  addirt: 

3jSa  (27j3«  +  12a8)  <  4a«  [9aß^  +  (4y — a«)«] . 
also  auch ,    da   I6y  V  ^<^^» 

3i3«C27/S«  +  r2«8)  <  16y [9a/3a-|-  (4y —«*)«], 
folglich  uro  so  mehr: 

/J«(27j3«  +  12«»)  <  16y[9a/3a+(4y— a*)*], 
woför  Q  positiv  ist. 

E.     P  Ist  positiv,    Q  =  0. 

-Für  Q=0,  d.h.  /3« (27/3« + 4a»)  =  16y[9a/3a+(4y -«*)«],  mos- 
WA  zwei«  oder  zwei  Paar  Wurzeln  gleich  sein.  (§.  2.)  Sind  zwei 
gleich,  so  können  diese  nach  B.  nur  negativ  und  die  beiden  an- 
dern imaginär  sein;  die  paarweise  gleichen,  die  nach  §.2.,  wo 
4is  Ausdrücke  flir  die  gleichen  Wurzeln  gegeben  sind,    ß=iO  er- 
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fordern  und  den  VVerth  dbV  ~ö  haben,   sind  für  \ol  imaginär. 
P  Ist  positiv,   wenn: 

1)  a  =  0,   al«o,   wegen  0  =  0,    2713*=:  16V, 

2)  tta  =  4y,    also,    wegen   Qx^O,  27/?*  =  32a»jrs    d.h. 
a)    j3  =  ü:    a=±y^  -|=l:V~y, 

3)a*>4y; 

4)  a«^4y   und  zugleich  9j5*  >  2a(4y  — ««). 

Der  Fall  /^  =  0,  d.  h.  ^^^=1a{Xy-a^),  kann  hier  nicht  eintre- 
ten. Denn  dann  wäre  0  =  — /3(a2^r2y)  nur  =0  für  j5=0,  also, 
wegen  P=0,  entweder  auch  o  =  0,  und  das  geht  nicht  an,  da 
für  a=j9=rO  nach  B.  alle  Wurzeln  ungleich  imaginär  sind,  indem 
Q=  —  4y;    oder  a*:=4y,  was  wieder  gegen  a®  <  4y  streitet 

F.     P  ist   negativ,    ^  =  0. 

Nach  D.  niuss  Q  für  ein  negatives  P  positiv  sein;  es  lässt 
sich  aber  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Ausdrücke,  welche  hier 
stattfinden  müssten,  unvereinbar  sind.  Nämlich  wie  bei  D.  niOsste 
wegen  des  negativen  P\ 

3/3«  (27/S«  +  12a3)  <  16y  [QajS«  +  (4y  -  ««)*] 

sein 9  und  wegen  Q  =  0: 

16y  [9a/3«  +  (4y — a«)«]  =  j3*(27/S«  +  4a») , 

also  3/S«(27/3«  +  12a»)</S*(27|3«+4«3),    was  nicht  angeht. 

Die  Wurzeln  sind  also  bei  positiven  Werthen  von  a  und  y: 

%,    sämmtlich  imaginär 

1)  wenn  /5*(27/3*  +  4a2)<  l6y[9a/324-(«2-4y)*],  d.h.  in  s|hj. 
ciellen  Fällen,  wenu  /3=0;   a=:/3  =  0; 
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27/P < 3>a»  für  a«  =  4y ; 
•27j3*<16V  für  a  =  0; 
2)  weoD  a^<4y  und  zagleich  9/5*  =  2cif(4y  —  a"). 

S.     Zwei  sind    reell    und    negativ,    zwei    iiuaglnär, 
weun  /J«(27/J»+4a3)^16y[9a/3«+(a«-.4y)«j,   d.  b. 

•27/3«  ^32«3  für  a^=^iy; 
27/3*^  leV  för  «==0. 


§.4. 

II.    a  ist  ponitiv,   /  neg^atlv. 

Hier  ist  immer,   auch  für  a  oder  /3~0,   P  positiv,   Q  nega- 
tiv.    Der  Faktor   (cfl — 12y)   in    der  Reibe  (0)    ändert  zwar  scio 

Zeichen,  je  nacbdem  a^      Vly,    und   verschwindet   Rir    a*=:12y, 

aber  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  immer  zwei,  mag  auch  iii 
dem  letzten  Falle  das  fortfallende  Glied  -|-0  oder  —0  genommen 
oder  ganz  fortgelassen  werden.  Die  Anzahl  der  Zeichenwecbsel 
in  den  drei  Reihen  [— ae],  (0),  [-f^J  bleibt  als9  immer  resp. 
3,  2,  I.  •  . 

Für  a  =  j3  =  0,  also  F^ac^  +  ^y^Q,   sind  die  Zahlen  für  die 
&ieheowecbsel  jen^r  Reihen  2,  1,  0. 

In  allen  Fällen  sind  also  zwei  Wurzeln  imaginär  und  von  den 
reellen  ist  die  eine  positiv,   die  andere  negativ. 

§.5. 

III«    a  ist   nei^attvt    y  positiv. 

A.     P  und  Q  sind   positiv. 

Jede    der  drei  Reiben  giebt  zwei   Zeichen  Wechsel,    also  hat 
die  Gleichung  keine  reelle  Wurzel.    Es  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  4[a8j3«+4y(tfa~4y)2]>9^«(3i3a+16«y),  d.i. 
lÖ»y8>27/54  für  «  =  0,    e=16y(a«  — 4y)«  fiir  ß=?0; 

P  positiv,  wenn  1)  a=0;  ^2)  o''<4y  (hier  kann  auch  /j=0  sein). 


[_ 
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B.    P  ist  positiv»   Q  negativ. 

Es  hat  [—od]  drei,  (0)  einen ,  [-f  od]  auch  einen  Zeichen- 
wechsel, also  die  Gleichung  zwei  negative  reelle  Wurzeln« 

Q  ist  negativ,  wenn  4[o»/?*+4y(a*— 4y)*]  <9/J«(3iJ«+16€ry), 
d.L  16V<27/J*  filr  «  =  0, 

Q  =  — /5«(27/3«  +  32a»;   för  a«z=4y, 
=  — 4y   för   a  =  jS=0; 

P  Ist  positiv,  wenn  1)  «=0;  2)  a«=4y;  3)  a«<4y  0^=0 
würde  hier  zwar  P  positiv  geben,  aber  Q  auch  positiv» 
da  dieses  doch  negativ  sein  soll);  4)  o'>4y  und  zugleich 

9/3«>2a(«a-.4y). 

In  dem  Falle  a^'^Ay  kann  Q  nicht  positiv  werden,  da  die 
drei  Ausdrflcke  P  und  Q  positiv  und  a^'T  iy  nicht  zugleich  be- 
stehen  können ;    es    konnte    also    bei  A.  ct^^^    und    zugleich 

9/3^>2a(a*— 4y)  nicht  vorkommen,  indem  dann  zwar  P  positiF, 
aber  Q  negativ  wird.  Setzt  man  nämlich  a^=ziy-\-d,  wo  d  eine 
positive  Grosse  bedeutet,  also  4(a*— <)  för  16y,  6  (ür  a^-^iy, 
Oa— 8a«  filr  a*— 36y, 

in  P  =9/3«— 2a(a«— 4y) 
und  in  Q  =16y(a«— 4y)«— 27/3*+2a/3«(a«— 36y); 

80  erhftit  man: 

Q=— ;/»-  J(4a«-3a)  (6a/J«— J«) 
=  — Jf»— J(a«+r2y)(6a/3«— ««). 

Da  aber  P  positiv  sein  soll,  so  ist  /^>  -tt-  ,   also 

6a/3«  >  la«Ä 

und 

6a/J«-6«>g(l6y  +  Ä), 

folglich  der  Faktor  (6a|3«— d«)  positiv  und  Q  nur  negativ,  auch 
fiBr  j=0,  flbereinstimmend  mit  obigem  Q=— /^ (27/3« -f  320»)  (ür 
a«Ä4y,  Q  wird  noch  negativ,  nämlich  =  —  /3(a«+12y),  wenn 
P=:0,  d.h.  a«>4y   und  zugleich  9/3^=2tt(a«--4y).     Die  Zableo 
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für  die   Zeicfaenwecbsel   m  den   drei  Reihen  siod  hier  3,  1,  1, 
also  ebenfalls  zwei  Wurzeln  reell  und  negativ. 

Der  Fall  endlich  a=  ß=:0  ist  schon  §.  3.  B.  vorgekommen. 

C.    P  ist  negativ,    Q  positiv. 

[-*oc]  hat  vier,  (0)  zwei,  [+ <^]  keinen  Zeichenwechsel»  also 
bat  die  Gleichung  zwei  positive  und  zwei  negative  reelle  Wurzeln. 

P  ist  negativ,  wenn  a*>4y  und  zugleich  9^<2a(a* — 4y), 
Q  positiv  wie  bei  A. 

D.    P  und  Q  sind   negativ. 

Zwei  Wurzeln  sind  reell  und  negativ,  denn  [ — oo]  hat  drei 
Zeichen  Wechsel,  (0)  und  [+ od]  jede  einen. 

P  ist  negativ  wie  bei  C. 

Q  negativ  wie  bei  ß.    Hier  kann  nicht  ß=0  sein,  weil  da- 
durch Q  positiv  wird. 

E.     P  ist  positiv,  Q  =  0. 

Die  gleichen  Wurzeln  sind  nach  B,  negativ. 

0=0   wenn    4[a«/J«+4y(a«— 4/)«]  =  9/3«(3/3«+I6ay); 
P  ist  positiv,   wenn : 

1)  «=0,   also  wegen   0  =  0,   27/5*  =  I6V; 

2)  ««  =  4y,  also  wegen  0=0,  /5«(27/J«+32o»)=:0.  Da 
dieser  Gleichung  nur  durch  /5=?0  genOgt  werden  kann, 
so  hat  man  nach  §.  2.  zwei  Paar  gleiche  Wurzeln ; 

3)  ««<4y; 

4)  o*>4y  und  zugleich  9/3>>2a(a*~4>f),  welcher  Fall 
aber  hier  nicht  eintreten  kann,  da  er  nach  B.  immer 
ein  negatives  Q  giebt.  Eben  so  wenig  kann  P=0, 
d.h.  9/J«=2«(a«-4y)  sein,  weil  dann  Ö=-/5(aH12y) 
nur  =0  wird  für  /J=0,  also,  wegen  P=0,  entwe- 
der 0  =  0,  was  nicht  angeht,  da  fulr  a=j5=:0 
F^orrs  — 4y=Q,  oder  «*— 4y=0  gegen  a*>4y. 

F.    P  ist  negativ,    Q  =  0. 

Nach  dem  Sturmschen  Satze  fehlt  hier  die  Entscheidung,  ob 
fo  gleichen  Wurzeln  positiv  oder  negativ  sind.  Aber  da  fflr  zwei 
fMtitive  gleiche  Wurzeln  +a,  +a  und  zwei  negative  —b,  — (2a— Ä) 
^  Gleichung 
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entsteht,  so  haben  die  gleichen  Wurzeln  mit  ß  dasselbe  2^<^ichen, 
d.  h.  hier  das  positive.  Sind  dagegen  zwei  gleiche  Wurzeln  nega- 
tiv —  a,  — a,   zwei  imaginär  nJh^r«  so  heisst  die  Gleichung: 

a^  -  (2a«—  c«) x^  +  lac'^x  +  ii«(fl«+c«)  =0. 

% 

Wegen  «*>4y  (damit  P  negativ  wird)  miisste  dann  c*>8fl*  sein, 
wodurch  a  positiv  wurde,  was  nicht  sein  soll.  Die  gleichen 
Wurzeln  sind  also  nicht,  wie  man  vielleicht  nach  der  Verg^ei- 
chung  von  C.  mit  D.  erwarten  konnte,    negativ,    sondern  positiv. 

Bei  — et  und  +y  sind  also 

SL    alle  Wurzeln  imaginär,  wenn: 

«•<4y   und  zugleich  4[a8j3«  + 4(a«— 4y)«J  >  9^«(3/S«+16oy), 

d.  b.  statt  des  Letztern  in  den  besondern  Fällen,  wenn  /}=0; 
a==/5=iO;    16V>27/?»  mr  «  =  0; 

93.    zwei  imaginär,   zwei  reell  negativ,    wenn: 
4  [a3|3«  +  4  (a«  -  4y)2]  ^  9|32  (3j5«  +  1 6ay) , 

und  zwar  rauss  die  Ungleichheit  schon  .stattfinden  in  den  speciel* 

len  Fällen  1)  ««  =  47;  2)  a«>4y,  aber  9/J2^2a(a2-4y).  För  die 
Gleichheit  ist  orc=0  oder  a«<4/; 

QT.    alle  reell,  zwei  negativ,  zwei  positiv,  wenn: 
4  [a'/J2  +  4  («2  —  4y)2]  ^  9/3«  (3/3«  +  16ay) , 

and  sBUgleich  a>>  4y,  aber  9/3«  <  2a  (o« -—47)  oder  im  Falle  der 
Gleichheit  tt«=t4y  und  /3r=0. 


5.  6. 
IT«     o  und  y   «ind    nef^atlT« 

A.    P  und   Q  sind   positiv. 

P  ist  positiv  för   9/3«>  2a(a«+4y), 

Q  ist  positiv  für  4a/3«(««  +  36y)>  27/34  tl6y(a«+4y)« 

Aus  diesen  Werthen  für  P  und  Q  folgt: 
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wo  5  und  /i  nur^  positiv  sein  können.  Setzt  man  den  Werth  von 
^  aus  ])  in  2),  so  erhält  man  die  Gleichung;: 

8(I2y.-i^)tt^          4((^4-4y)(12y-ay       ^ 
d  -         27         ^=-- 97^ : ^. 

also  d  nur  möglich,   wenn 

16(12/— ftg)gttg  =  4(ag  +  4y)(l2y— a>)« 

27  >  9.27"  +^' 

d.h.  wenn  a*>12y*). 

Aus  P  positiv  ergiebt  sich  aber  ferner: 

81/3*  +  4a2(a2+4y)«>  36aiS«(a2  +  4y), 

also  wenn  man  hier  für  den  Fall,  dass  a^>]2y  sein  sollte,  links 
12/  +  ^'  für  den  Faktor  ««  setzt,  rechts  8.36a/3l«— 8.36a/3«  hinzu- 
fugt und  nach  einigen  Umformungen  durch  3  dividirt: 

27)34  +  16y  («2  +  4y)2  >  Aaß^  (ß^  +  36y)  +  §  d'  [6a/5« — (««  +  4y)«]. 

Nnn  folgt   aus  9/3*  >  2flf(a^  +  4y): 

6aj3*>  Ja*(«*  +  4y), 
oid  aus  a*>l2y: 

J(«'^  +  4y)>(a«  +  4y)«, 

also  um  80  mehr  6aj32>(a«+4y)«,  folglich  der  Faktor  [6a/32~(a2+4y)«] 
poAitiv  und 

27/34  +  16y  (««  +  4y)«  >  4a/32  (a*  +  36y) , 

wofür  Q  negativ  ist.     P  und  Q  können   also  nicht  zugleich 
positiv  sein. 

Ißt  P=0,  d.  h.  9/32=:2a(a«  +  4y),  so  wird  Q=— /5(a*— I2y) 
positiv  für  a^  <  I2y.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsei  2,  1,  0  in 
den  dr^i  Reihen  zeigt  dann,  dass  die  Gleichung  eine  positive  und 
^e  negative  reelle  Wurzel  hat. 

ß.     P  ist   positiv,    Q  negativ. 
Auch  hier  mag,  wie  im  §.3.,   der  Faktor  (a*— I2y)  in  der 

*)  Für   a«  =  12y   wun!c   (?  =  —;/'«    ««in.     (§.  5.  B.) 
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Reihe  (0)  positiv  oder  negativ  oder  auch  ±0,  d.  b.  a*z=12y,  oder 

auch  a=0  sein,   die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  bleibt  3,  2,  1. 

P  ist  positiv  %vie  bei  A.; 

Q  negativ,  wenn  Aaß^(a^  +  36y)  <  27/3«  +  16y  («*  +  4y)«. 

För  P  =  0,  also  9/5«  =  2« (««  +  4y) ,  wird  Q  =-/?(««  —  I2y) 
negativ^  wenn  a*>  12/.  Die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  bleibt 
dieselbe,  also  hat  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative 
reelle  Wurzel. 

C.    P  ist  negativ,    Q  positiv. 

Wie  bei  A.  erhält  man,  wenn  dort  d  negativ  gesetzt  wird, 
dass  a*>  12y  sein  muss.  Dasselbe  lässt  sich  aber  auch  so  zei- 
gen.   Sollte  ix*<I2y  sein,  so  setze  man,   wenn  l2y=a*-|-^9  in 

P=9/5«— 2a(a*+4y)  und  in  Q=4a^2(a«+36y)— 27/3*-16y(««+4y)« 

4a« +  3*  för  (a«+36y),  !(a«  +  *)  för  I6y,  — ~  fÖr  («*+4y), 
und  erhält: 

4^ 

Da  aber  P  negativ,  so  ist  2a(a«-f  4)r)>  9/3«,  d.  i. 

2a 

^(4a«  +  d)>9/3«  oder   4aa(4a«+ d)>54a/3«, 

•j  • 

also   um   so  mehr  (4a«  -f  d)«  >  54a^,  d.  h.  der  Faktor 

[(4a«  +  *)«  — 54a/3«] 

Ist  positiv,  mithin  Q  negativ.  Für  d=:0,  d.  h.  a«=:12y,  ist,  wie 
schon  bei  A.  bemerkt  wurde,  Q  =  — iP«.  Die  Zeichen  Wechsel 
4,  3,  0  deuten  auf  eine  negative  und  drei  positive  reelle  Wurzeln. 

P  ist  negativ,   wenn  9/5«  <  2a (a«  +  4y) , 
Q  positiv  wie  bei  A. 

D.    P  und  Q  sind  negativ. 

Die  Grosse  /5«(a«— 12y)  in  der  Reihe  (0)  mag  0,  positiv  oder 
negativ  sein,  die  Anzahl  der  Zeichenwecbsel  bleibt  immer  3,  2,  1» 
so  dass  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative  reelle 
Wurzel  hat. 

P  ist  negativ  wie  bei  C, 
Q  negativ  wie  bei  B. 


^ 


^  in  äe%ug  auf  ^en  Sittrmsthen  Snt%.  113 

§ 

E.  P  ist   positiv,    Q=:Ü. 

.    Aus  A.  folgt,    1%-enn  man  zf  =  0  ^etzt,   dass  Q  för  eio  pobi- 
tivcs  P  negativ  sein  muss,  also  nicht  =0  sinn  kann. 

F.  P  ist  negativ,   Q  — 0. 

P  ist  negativ  wie  bei  C. 

e  =  0,  wenn  4aj5«(a«  +  3ßy)  ==  27/5*  +  I6y (»*  +  4/)«, 

Nach  C.  hat  die  Gleichung  drei  positive  Wurzeln,  von  denen 
also  zwei  gleich  sind.    (§.  2.) 

Ist  /^=0  und  a2=I2y,  also  27/3«=8«3,  so  ist  F^x^O  und 
Fj*  =  (jT  +  j-)*,  woraus  die  in  §.  2.  angegebenen  drei  gleichen 
Wurzeln  tUgen. 

£8  sind  also  bei  negativen  Werthen  von  er  und  y. 

{(.    zwei  Wurzeln  imaginär,  eine  positiv,  eine  negativ  reell, 
wenn 

27/J*  +  16y  («2  +  4y)«  >  4ajS«  (««+%) . 
wohin  als  besondere  Fälle  gehören : 

of=:0;    15  =  0;    9]3«  =  2a(a«  +  4y)    aber   a«^12y; 
««=  12y    aber    iTjS«  ^  Sa^. 

9.    Alle   Wurzeln    ^ind   reell,    und    z\tnr  drei  positiv,   eine 
negativ,    uenn: 

1)  27/5«  +  %{«•  +  4(y)«  ^  4al32(««  +  3Gy), 
2)  ««==:J2y  und  zugleich  27/32  =  8«». 

LSupt  man  die  Fälle  /3=^0  und  ft  =  j5  =  0,  welche  der  Voll- 
ständigkeit wegen  und  um  zu  zeigen,  dass  der  Sturnische  Satz 
anch  für  sie  das  Richtige  giebt,  mit  anfgenomineB  worden,  als 
^kaBnt  forty  so  giebt  die  ZusammeT.sitellung  der  gewonnenen 
Rteoltate  folgendes  Täfekhen,  welches  aus  den  Coöfficienten 
nf  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  schliessen  lässt.  Es «  zeigt 
tofileicb,  dass  alle  Wurzeln  nur  reell  sein  können,' wenn  er  nega- 
Ä'»  Dnd  alle  imaginär,  wenn  y  positiv  ist.  Dass  för  ein  negati- 
*««  ^  die  Wurzeln  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten,  wurde 
«Am  erwähnt. 

TlieU  XXXI V.  H 
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Bedingungs-A  usdrScke. 
(a,  ß,  y  sind  immer  positiv  zu  nehmen.) 


2 
4 


»* 


>9 


1)  i5«C27/S«  +  4a»)<16y[9a/J«  +  (a*-4y)«], 

d.  i.  27/32<32a»  för  a«=4y;  27/5*<16V  ^r  «=©• 

2)  ««<4y  und  zugleich  9/3«=2a(4y-a«). 

^27^+4«»)^ ^^.^  ^^^„^^  ^.^j 

gleich), 

d.  i.  27/J«>32«8  mr  ««=47;  27/J*^  I6«y'  för  a=0. 
immer. 
4[a»j32^4y(««__4y)«]^9^_|.16cfy  und  zugleich  a*<4y, 

d.i.  16V>27j5*  für  «=0. 

4r«»ß-+4y(«*-4y)^l>^^(^^+'^y^ 

4L«p+4n«     4y;j_ (die  positiven  sind 

gleich), 

und  zugleich  a*>4y,  aber  9/3«<2a(a«  — 4y>. 

sind  gleich), 
2)a«  =  4y, 

3)  a«>4y  aber  9/J«^2«(««— 4y). 

1)  27i3*  +  16y(a«  +  4y)«>4a/5«(a«  +  36y), 

2)  «  =  0. 

3)  9/J2  =  2a(a«  +  4y)  aber  ««  ^  12y, 

4)  ««=12/  aber  27/5*^8««. 

1)  27^H%(«H4y)«'^^^^"*-^^^,      •  ;  ^   .  .  u^ 
/      r»     /\     1//--^^^^    (zwei  »ind  gleich), 

(hier  ist  immer  o^>12y), 

2)  g«=I2y  u.  zugleich  27iJ»=8«»  (die  drei  sind  gleich). 
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Uebungsaufgaben   für  Schüler. 


Voo    Herrn  Directiir    Proftfssor.  Dr.  Slrehlkc   zu  l>anzig. 

1.  Wie  fioch  fiber  der  Horizontalen  AM^a  (Taf.  1. 
Fig.7.)  muss  ein  leuchtender  Punkt  C  stehen,  um  eine 
!■  M  befindliche  kleine  horizontale  Fläche  am  stärk- 
sten zu  beleuchten? 

Es  sei  J  die  Intensität  des  Lichtes  in  der  Entfernung  A^  6  der 
Wlakel,  unter  welchem  das  Licht  die  Fläche  in  M  trifft,  so  ist 

ia  der  Entfernung  a  die  Intensität  =:-^(x — ar'),  wenn   siu6  =  ar, 

folgiich  fi3r   das  Maximum  x'^=l;    die  grOsste  Intensität  selbst 

JV3   J 

=:~q-*-^-     Um  den  dem  Maximum  entsprechenden  Punkt  C  zu 

coDstrutren^  wird  das  rechtwinklig-gleichschenklige  Dreieck  IdAD 
gexeicbnet,  BM^=a  genommen  und  BC  parallel  AM, 

2.  Aas  einer  mit  dem  Radius  r  beschriebenen 
Kreisfläche  soll  ein  Sektor  geschnitten  werden,  der 
aU  Mantel  eines  senkrechten  Kegels  den  grOssten 
Cikikinhalt  nmschliesst. 

Der  Winkel  am  Centrum  sei  =-C,  cosd=:.-7jTjj5,   so  ist  der 

hUsche  Inhalt  des  Kegels  =  jr'.(sin6— sind'};r,  folglich  fiir 
du  Maximum  sinÖ*=i,  cose=Vi,  C=360o.V!;  der  kubische 
InUt  =  ,V».V3.w. 

3.  Der  in  die  Kugel  einbeschriebene  senkrechte 
Kej^el  mit   grössteni  Mantel. 

Der  Radius  der  Kugel  sei  =r,  der  Winkel,  den  ein  vom 
Ceotrum  nach  einem  beliebigen  Punkte  im  Umfange  der  Basis  des 
bgtls  gezogener  Radius  mit  dessen  Axe  bildet,  <*ei  =^d,  so  ist 
die  krarome  Oberfläche  F  des  Kegels,   dividirt  durch   die  Ober- 

vcie  5  der  Kugel,  oder  ^  =sinj^  —  sin}<9',  folglich  für  das 
Mttmium  008$=  i,   F=JV3.iS. 
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4.  Wenn  die  Gesammtoberfläcbe  des  Kegels,  d.  h. 
Mantel  und  Ba»i8,  zusammen  ein  Maximum  sein  hoII, 
und  F'  die  G  ^sanimtoberfläche  bezeichnet,  so  ist 

F 

^=sin;ö.co8i6*.2.«in(45«+i6)«  =  ^  +  a:«— J-*— ar*, 

.    ö 
wenn  ar  =  «ni  zy* 

Für  das   Maximum   ist  8a:  =  l  +  vn, 

5.  Der  kubische  Inhalt  des  einbeschriebonon  Ke- 
gels ist  =  iH;i.(l  —  coa(9*).(l +cos6).  Wenn  cosö=ir^,  so 
findet  das  Maxinmm  statt;  der  cuhisohe  lobalt  des  grctsstep 
Kegels  =  Jfr%. 

6.  Der  kubische  Inhalt  des  grössten  in  die  Ku^el 
beschriebenen   Cylinders  =jv3.r';r,   cosö*=i. 

7.  Der  Mantel  des  grössten  Cylinders  =2r*jc,  wobei 
0  =  450. 

8.  Die   Gesammtoberfiliche   Q    de«»!    einbcsch  ri  e  b  ö- 

nen    Cylinders,    dividirt    durch   r*Ä,    =  2sin2Ö  + 1  —  Cf»s20, 

Q 

folglich   für  das  Maximum  tang2d  =  — "2  und   -g- =  l  +  V5- 


M  1  8  c  e  I  1  e  n. 


Einige   neue  S«itze  über  das   rechtwinkelige   Parallelepiped, 

Vun  Hrrrn  •*rof««j*or  Friedrich   Mann  zu   Frauenfrld 

im  Canton   Thur«;iiii. 

1)  Wir  bezeichnen  (Taf.  I.  Fig.  8.): 
die  Seitenkanten  OAj  OB  und  OC  durch  /i»  1%  und  ^; 
die  H)iuptdiagonale  00|  durch  d\ 

die  SeitendiagODalen  OyA^  OiB,  0|C  beziehungsweise  durch 
dl,  d^,  d^; 
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eine  in  0|  auf  00|  srnkrechl  errichti^te  Ebe»e  darch  E\ 


»>  M 


die  Abstände  der  Punkte  Ay  B  and  C  von  E  doreh  ^|,  ««,  «s; 

die  Projektion  de»  Dreieck»  ABC  auf  /;  durch  AiBgCi; 

die  Winkel,  welche  OO^  mit  Oi4,  OJ9  und  OCeinechlieest, 
durch  «r,  /?  und  y. 

2)  Das  Dreieck  ilfC,  welches  die  Seitendtaf^onalen  deir  Paral» 
lelepipeds  ko  8eiten  bat,   if^t  stets  spitzwinkelig. 

3)  Irgend  zwei  Grffnzflächen  der  Pymmide  ABCOi  haben 
gegeo  diejenige  Gränzflache  des  Parallelepipeds,  «in  welcher  Ihre 
Sehnittli nie  liegt,  vollkoninien  übereinstimmende  Neigung. 
(Z.  B.  CBA  und   OiBA  gegen  OB  DA.) 

4)  Die  Diagonalebenen  des  Parallelepipeds  halb  Iren  diejeni- 
gen Flachenwinkol  der  Pyramide  ABCOi^  durch  deren  Kanten 
«e  gehen. 

5)  Der  Mittelpunkt  der  Hauptdiagonale  des  PamHelepipeds 
irt  xagletch  der  Mittelpunkt  derjenigen  Kugel»  welche  der 
Pyramide  ABCOi  einbeschrieben  werden  kann. 

6)  Es  ist: 

«4  :  Ca :  i?3  =  sin  *a :  sin  *^ :  sin  *y , 

<ti  :(Kj:C3=:cos*a:cos*/S:cos*y, 

O,  i^i :  0|  £^  :  Oi  C^  =  sin  2o :  sin  Iß :  sin  ly. 

7)  Ferner  ist: 

«1  +  ^s  +  ^3  =  2rf 
«d 

8)  Aus  6],  «2  Süd  63  muss  sich  stets  eiu  Dreieck  construi- 
res  lausen.  . 

9)  0|  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AiBiCi, 

10)  Der  Kubikinhalt  ^bb  ParalJplepipeds   stimmt  Qberein  mit 
Kubikinhalt  desjenigen  Prismas,  welches  das  Dreieck  aus 

«2»  ^s  zur  Grundfläche  and  die  HaupCtIiagonale  d  zur  Höhe  hat« 

11)  Der  Kubikinhalt  der  Pyramide  AHCO^   ist  ein  Drittel 
Kubikinhalt  des  Parallelepipeds. 

liQ  Rechtwinkelige  Parallelepipede  sind  gleich,  wenn  sie  in 
Saniroe   apd    im  Produkt  der    Entfernungen   (Ef,  Q^  und  S3 
men. 
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Den  folgenden  lehrreicbeo  Brief  des  Herrn  Dr.  Lindman  in 
Strengnas  in  Schweden  lasse  ich  vollständig  abdrucken  und  danke 
Herrn  Lindman  verbindlichst  für  denselben.  G. 

Johanni  Augusto  Grunert 
Christianus  Fr.  Lindman,    Lectör  Strengnesensis,  S«  P.  D. 

Postquam  novissimas  ad  Te,  vir  cel«..  .litteras  dedi,  variis 
negotiis  adeo  distentus  fui,  vix  ut  tempus  mihi  fuerit  Archivum 
Tuum,  quoquo  modo  fieri  potuit»  cogooscendi  et  diligentior  lectio 
in  aliud  tempus  reservanda  sit.    Libruro  percurrens  incidi  in  coro- 

/OD  Sin"ar 
cfcr> 

0 

quod  ego  abhinc.  octo  omnis  in  Archivo  tractavi.  Ibi  enuntiavi, 
integrale  illud  (initum  non  esse,  nisi  esset  n — m=  nuroero  pari 
positivo  vel  =:0,  et  valores  dedi,  si  res  ita  esset  comparata.  Cel*" 
Min  ding  eosdem  dedit  valores,  sed  praeterea  reperit,  hoc  inte- 
grale semper  esse  finitum,  dummodo  ne  esset  m=zl  et  n  =  nu- 
roero pari.  Etiamsi  in  errorem  qnendam  incideriro,  eo  tarnen  nie 
consolor,  quod  hunc  errorem  illa  via,  qua  Ingressus  eram,  vix  et 
ne  vix  quidero  vitare  potuisse  mihi  videor.  Notissimum  quidem 
est,  quum  integralia  sint  inlinita,  fierr  tamen  posse,  ut  differentia 
eorum  sit  finita;  sed  rarissime  tamen  videtur  usu  venire,  ut  series 
terminorum,  qui  in  infinitum  abeant,  summam  habeat  finitam,  at- 
que  ideo  illa  res  mihi  non  venit  in  mentem.  Verumtauien  >n  com- 
mentario,  cui  in  Actis  Reg.  Academiae  Scieut  Holmien- 
sis  locus  datus  est  cujusque  exemplum  Tibi  misi,  proposui 
p»  e-^'Co8ax--e'^'Cosbx  ^       ,,B^+b^ 

integrale  J ^^^^WT^'    ^"•'"^ 

o 
ope  ego    quoqoe    (positis  A  et  B=:0)  formulam  Cel'  Min  ding 

invenire  potuissem,  si  hoc  integral!  usus  essem.    Cel*^  Min  ding 

/OD  Sin*:r 
^    Ar,    cujus  valoreni 

o 

in  Archivo  (Tom.  XVI.  pag.  101.)  ego  primus,  quod  equidem  sciam, 
dedi  quodque  caussa  fuit,  cur  integrale  generalius  quaererem. 

Tomom  XVI.  evolvens  demonstrationeni  Tuam  theorematis 
Lambertini  de  sectoribus  parabolicis  quadrandis  e  memoria,  prope 
elapsam  offendi.  Theorenia  illud,  quod,  ut  censes,  Astronomis 
quam  Geometris  familiarius  videtur  et  haud  scio  an  necessitate 
lateris  recti  exterminandi  ortum  sit,  alibi  aliter  demonstratum  vidi. 
Bohnenberger  in  libro  suo  de  Astronomia  (TGbingen  18ll)  de« 
monstrationem  omnium  brevis^imani  dedit,  quae  tamen,  ut  in 
sectionibus  conicis  8imsonii  nixa,  his  temporibus  apta  non  vide* 
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t«r,  qmim  praesertim  haod  pauci  librum  Simsonii  ignorent. 
Quam  Tero  aliae,  quas  vidi,  demonstrationes  non  aatis  probabiles 
Tideantnr,  huic  rei  optime  conaiiluisti ,  quod  novam  eamque  accu- 
ratam  polGberrimi  hujas  theorematis  demonstrationem  dediati. 
Qoamqaam  coordinatae  polares  ad  qaadratoram  aectorani  accomrao- 
datissimae  mihi  semper  sunt  visae,  cui  rei  indicio  est  commenta- 
riolus  roeus  Arcbivo  (Tom.  XXVI.)  inser^is,  ejusmodi  tarnen  coor- 
dioatis  abstiuendum  orbitror»  si  quis,  viam  a  Te  in  prooemio 
noostratam  seqitens,  sectoreni  parabolicum  sine  ope  calculi  inte- 
f^ralis  quadrare  velit.  Praeter  opinionem  mihi  contigit,  ut  faac  via 
brevem  reperirem  demonstrationem ,  quam  nunc  mitto»  si  forte 
eam  ianpicere  Tibi  placebit  *). 

Etiaro  alinm  commentarium,  quod  est  additamentum  quoddam 
Ülius,  qui  in  Actis  Keg.  Societatis  Scient.  Upsaliensis 
(IS65)  edidi  Tibi  et  Arcbivo  Tuo  mitto.  In  transcendente  illa 
saepius  versatus  sun\,  neque  dubito,  quin  digna  sit,  in  quam  plures 
stndia  soa  conferant,  quia  multa  alia  integralia  ex  ea  pendent  **). 

Tom.  XXX.  pag.  166.  Cel»'  Clausen  demonstrationem  dedit 
Hieorematis,  quod  a  Cel^  Scblomilcb  inventum  putat.  Non  du- 
bito, quin  Schi ömi leb  tbeorema  itlud  susl  sponte  et  per  se  in- 
venerit,  sed  primus  non  invenit.  Tbeorema  enim  illud  primus 
proposuit  Cel*"  Malmsten  (antea  Professor  Upsaliensis,  nunc 
üonsiliarius  Regis)  in  eleganti^sima  illa  dissertatione  academica, 
foae  inscribitur  ,,Theoremata  nova  de  integralibus  defi- 
aitis  cett  (Upsaliae  1842),  quam  Tu  in  Archii^o  (Tora.  III. 
pag.  41.)  laudasti.    Pag.  22.  dedit  formulam 


0(l-#)  = 


(?)' 


CosJ/T*) 


®(«),      1>*>0, 


est 


«(,) = A,)  (1  -  i  +  i  _  A  +  etc.) 


n 


formula 


Qpde,    ope    formulae  notissimae    I\$)  IX\  —  j)  =  swT,^ 
Cel'  Schlu milch  facillime  invenitur. 

ToiDO  XXX.  pagg.  465.,  466.  Doctor  Zebfuss  quattuor  pro- 
Mit  integralia,  quae  antea  incognita  arbitratur.  Attamen  primum 
esgnoacere  licet  e  tabulis  Cel<  Min  ding,  si  in  integrali 


•)  Archiv.  ThI.  XXXIII.  S.  478. 
**)  Man  «iehe  üben  in  diesem  Hefte  S.  IT. 


G. 
G. 
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ponitnr  c=l,   a^=im — ^^1.     Qnarttim   vero  jani  daturn  ent   a  Cel^ 
Arndt  in  hoc  Archivo   (Toni* XI.  pag. 73.  loriu.  (2)),  ubi  invenitur 

/       !_: ß^^  _.  i/j«^     Pofiitis  X  =  (a  —  6)^,    ;  =  ■  ^^,y 

prodit     /        ^ ^<^y  =  4'(^:ri  )    »     (fl^*)-    Ulud    inte- 

grale  quoque  inveoitur  e  formpla  niea  sopra  allata,   positis  A  et 
^=0,    fl  =  a — 6,    Ä  =  fl+6. 


Harr  Ductor  Zehfii««  in  Huidelbürg  hat  mir  tinter  dem  8.  De- 
cember  1859  einige,  /r«ji?ttn  den  in  Theil  XWIIf.  Nr.  VII.  Seite  104. 
«bgedrnrkteii  Aufsatz  den  Herrn  I3nferdinger  über  da«  itatiunal- 
machen  der  Nenner  der  Kruche  mit  irrationalen  Nennern  i^erichtete 
Bcmericnngen  eingesandt,  irofoi*  ich  demseilH'n  rerht  «ehr  danke.  Ich 
bemerke  die«  deshalb,  weil  hier  kein  Ranm  raehr  zoni  Ahdmck  de« 
Briefe«  de«  Herrn  Dnrtor  Zehfn««,  «o  Kreit  sein  Inhalt  hierher  gehört, 
vorhanden  i«t,  und  ea  auch  fraglich  bleibt,  ob  duiu  «clioo  da«  näcb«ie 
Heft,  de««eo  Inhalt  schon  jetzt  hestiinnit  ist,  Ranm  geang  darbieten 
wird.  Uebrig«n«  benutze  ich ,  uiu  nicht  «päter  wieder  auf  dieaen  Ge- 
genstand zuriickkominen  zu  mnsiten,  den  mir  hier  noch  »i  Gebote  ste- 
henden wenigen  Raum  sugleirh  dazu,  düssich  daianf  aufiiieibsam  mache, 
das«  ich  dem  kurzen  und  ganz  elementaren  Aufsatze  des  Herrn  Unfer- 
dinger  dio  Aufnahme  deshalb  nicht  versagen  zu  dnrfen  geglaubt  habe, 
weil  ich  der  Meinung  gewesen  bin,  das«  die  darin  enthaltenen 
Bemerkungen  durchaus  bloss  g^anB^peclell  mit  RüclC« 

stellt  auf  die  %\ele%k  Im  CSInirAiii^e  des  betref- 
fenden Aufsatses  erwlilinte  bekannte  einfache 
praktische  Methode  des  Ratlonalmaehens  aif- 

zofassen  sind,  und  nur  den  Zweck  haben  und  haben  colleD, 
einige  praktiache  elementare  Fingerzeige  für  die  Anwen- 
dung dieser,  und  nur  dieser  Methode  zu  geben.  Gewi««  hat 
Herr  Unferdinger  hei  Abfa««ung  seine«  Aufsatzes  auch  nur  diesen 
Ge«icht«punkt  im  Auge  gehabt  und  ein  boherei*  theoretiichea  Ziel  nicht 
erstreben  wollen.  Ea  sei  dnber  norlimuls  erwähnt,  dass  alle  in  dem 
genannten  Aufsatze  de«  Herrn  Unferdinger  enthaltenen  Bemerkungen 
durchaus  nur,  und  in  ganz  «perieller  Weise,  auf  A\9  gleich  im 
Eingange  des  Aufsatzes  erwähnte  einfache  praktische  Metliode  dea  Ra- 
tioualmachen«  zu  beziehen  «ind.  Freilich  UUIe  der  Sdkln««  de«  Anf- 
«atzeS  Tnr«irhti|;er  ausgedrürkt  weiden  »«»llcn.  was  ich  gern.  BOgebe* 
Wegen  de«  Weiteren  verweiKe  ich  auf  den  «päter  abzudruckenden  Brief 
de«  Herrn  Doctiir  Zchfud«.  G. 
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ßie  aUgemeinsten  Gesetze  der  Krystallograpbie,  gegrün- 
iaC  aaf  eine  Ton  nenen  Gesichtspunkten  ausgehende 
Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene 
&r  beliebige  schief-  oder  rechtüvinklige  Coordinaten- 

Systeme. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung.    ^ 

Die  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume: 

x—a y — b 1 — c 

cos  a       cos  ß      cos  y  * 

ntbekanntlich  labe)  ein  beliebiger  Punkt  der  geraden  Linie  ist» 
ni  «y  p,  y  die  Ton  einer  der  beiden  Richtungen  derselben  mit 
«kl  positiven  Theilen  der  Coordinatenaxen  eingeschlossenen ,  180^ 
■Ut  fibersteigenden  Winkel  bezeichnen,  bietet  so  viele  Vortheile 
dir  and  hat  vor  der  gewöhnlichen  Form  der  Gleichungen  der 
firaden  Linie ,   etwa 

M  wetfentliche  Vorziigey  dass  man  sich  in  der  That  sehr  wundern 
wnMj  jene  erste  ^o  elegante  Form  im  Ganzen  noch  so  wenig  in 
Anwendung  gebracht  zu  sehen.  Freilich  kann  man  einwenden» 
dtss  die  Form 

cosa        cos/3        cosy 

^  rechtwinkliges  Coordinatensystem  voraussetze  und  nur  bei 
ciseni  solchen  anwendbar  sei»  wogegen  der  gewohnlichen  Form 
fo  Vorzug  der  Anwendbarkeit  bei  allen  beliebigen»  schief-  oder 
tMhtwinkligen  Coordinatensystemen  gebühre.  So  wenig  sich 
t>)*Kegen  einwenden  lässt»  so  ist  doch  auch  nicht  zu  übersehen» 
^^n  in  den  eigentlich  mathematischen  Wissenschaften,  ganz  be- 
WKlers  auch   in  der  Mechanik»    den  optischen  Disciplinen  und 
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der  gesammten  Astronomie ,  wohl  nicht  ein  einziger  Fall  vorkomrot 
und  denkbar  ist,   wo  sich   die  Anwendung  ein^s  schiefwinkligen 
Coordinatensystems  als    nothwendig    oder   auch    nur   vortheithaft 
erweisen  sollte^   indem  man  vielmehr  tiberall  mit  dem  rechtwink- 
ligen   Coordinatensysteme    nicht    bloss    vollkommen   auskomioefi» 
sondern   auch  dieses   Coordinatensystem    stets  mit  dem  grSssteo 
Vortheil  in  Anwendung  bringen  wird.    Nur  in  einer  der  sch5nslM 
Naturwissenschaften«  die  sich  bereits  ganz  und  gar  der  Herrscluift 
der  Mathematik  hat   unterwerfen    müssen   und   in   deren   CdbM 
vollkommen  eingetreten  ist,  nSmIich  in  der  Krystallographie,  fciM 
man   nach  meiner  Meinung  das  allgemeine  dreiaxi^e  schiefWM^ 
lige  Coordinatensystem  gleich   von  vorn   herein' nicht  entbebmi» 
oder  würde  wenigstens,    wenn   man   sich  desselben   entschlagen 
wollte,  sehr  viel  von  der  Eleganz,   Einfachheit  und  AllgemenÄeit 
der  Darstellung  aufzugeben  genuthigt  sein.    Zunächst  nun  um  die 
oben  erwähnte  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Ranne 
auch  für  die  Krystallographie  fruchtbar  zu  machen,  habe  ich  diese 
Form  auf  das  schiefwinklige  Coordinatensystem  zu   erweitern  09^ 
sucht,    und  glaube,    dass  mir  dies  in  einer  Weise  gelungen  ist, 
welche  wenig  zu  wünschen  übrig  lassen  dürfte,    wenigstens  mei- 
nen eigenen   Ansprüchen   vollkommen  genügt  hat.    Dies  hat  mir 
Veranlassung  gegeben,  in  den  beiden  ersten  Kapiteln  der  vorlie* 
genden  Abhandlung  die  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und 
die  Theorie  der  Ebene  aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  zn  ent- 
wickeln, und  ich  hoffe,  dass  die  gewonnenen  Resultate  in  mehrfacher 
Beziehung  von  Interesse  sein  werden.    Und  wenn  nun  auch  diese 
neue  Theorie  der  geraden   Linie  im  Räume  und  der  Ebene  auf 
dem  Titel  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  an  die  Spitze  ge- 
stellt, sondern  aus  verschiedenen  Gründen   auf  die  Anwendung 
derselben   auf  die  Krystailographie,    welcher  da<i  dritte  Kapitel 
gewidmet  ist,  zunächst  Bezug  genommen  worden  ist:    so  lege  ich 
selbst  doch  auf  die  erstere  fast  einen  grosseren  Werth  als  auf  die 
letztere.    Was  nun  aber  die  in  dem  genannten  Kapitel  gegebene 
Entwickelung  der  aligemeinsten  Gesetze  der  Krystailographie  selbst 
betrifft,    so  muss  ich,    um  in   keiner  Weise   missverstanden  zu 
werden,  darüber  einige  Bemerkungen    vorausschicken.     Deshalb 
sei  zuerst  rücksichtlicb  der  in  §.  24.  gegebenen  allgemeinen  De- 
finition eines  Krystalls  bemerkt,    dass  es,   wie  es  bei  jeder  auf 
Strenge  Ansproeh  machen   wollenden  Xlntwickdung  einer  allge- 
neinen  nathenatischen  Theorie  gans  unbedingt  erforderlich  nnd 
▼üllig  unabweisbar  ist,  bei  Anfstellnng  dieser  Definidoo  nrofdist 
ond  vor  allen  Dingen  darauf  ankan,   eine  sichere  Gmadlage  för 
die  tn  entwickelnde  Theorie  in  gewinnen,    weshalb  ein  K^stall 
hier  nnr  gmu  im  Allgemeinen  au%efasst  worden  ist  als  ein,  einer 
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livissea  aligemeinen  Bedingung  entsprechendes  System  Ton  Ebe- 
IHi,   von  frelcbem   dann   im  weiteren  Verfolg  der  Untersuchung 
•Mebiedene    allgemeine    Eigenscbaflen    bewiesen    worden    sind« 
llfcei  habe  leb  mich  aber  Oberali  an  die  bewührtesten,    den  Ge- 
'jfeMliuid  mit  wirklicher  mathematischer  Schärfe  und  analytischer 
J%8flieinheit    verfolgenden   Schriftsteller  über  Krystallograpbie« 
fH  Auen  an  Kupffer»    Quintiuo   Sella,    Miller  und  Nau- 
lUP,  so  viel  als  möglich  angeschlossen.    Nur  muss  leb  rfick- 
der  in  Rede  stehenden   Deflnitidn  eines  Krystails,  um 
Ifissdeutung  vorzubeugen«  wiederholen^  dass  man  dieselbe 
r.sait&chst  durchaus  nur  aus  einem  mathematischen  Gesichts- 
U  Als  Grundlage  für  die  Theorie  eines  gewissen  Bedingün* 
gM-aiiterworfenen  Ebenen -Systems  zu  betrachten  hat,  indem  ich 
luttesfc  Aufklärung  wegen  mir  auf  den  oben    genannten  Para* 
f^hen  und  ausserdem  ganz  besonders  auch  auf  §.  33.  zu  ver* 
wjbcB  erlaube.    Eine  zweite  kürzere  Bemerkung  muss   ich  dem 
Pikenden  noch  rucksichtlich  des  von  mir  angewandten   analyti- 
a^jhen  Ausdrucks    der   Gleichungen    der   Krystallflächen    voraus- 
sdbieken.    Ich  bin  nämlich  dabei  von  der  jetzt  ziemlich  allgemein 
bcRebten  Weise,  diese  Gleichungen  durch  die  sogenannten  Para- 
AelMr  der  betreffenden  Ebenen  auszudrücken,   abgewichen,   und 
m  dem   in   der  analytischen  Geometrie   allgemein  gewöhnlichen 
wA  hl  allen  Beziehungen  zweckmässigen  Ausdruck  der  Gleichung 
dvEbene  zurückgekehrt^  indem  ich  gern  bekenne,  dass  ich  mich  in 
4iei^r  Beziehung  ganz  an  Kupffer  anschliesse,  dessen  treffliches 
9a0dbuch    der    rechnenden    Krystallonomie    ich   immer 
Mck  [ur  ein   besonders  klassisches  Werk   halte.    Ganz   in   der 
Kine  sei  hier  nur  bemerkt,  dass  ich  den  jetzt  beliebten  Ausdruck 
4fli  Gleichung  einer  Krystallfläche  durch  ihre  sogenannten  Parameter 
T^rlttsen   habe,   einmal  weil  ich   darin  gur  keinen  wesentlichen 
V^Aog  vor   dem  In  der   analytischen  Geometrie    gebräuchlichen 
Assdruck  der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene  zu  erkennen  ver- 
mag, weil  ferner  beide  Ausdrucksweisen  mit  der  grussten  Leich- 
tigkeit sich    gegenseitig   in  einander    umsetzen  und  verwandeln 
Ivsen,    and  weil  endlich  der  Ausdruck  durch  die  Parameter  zu 
Scträsen  analytischen  Bedenken  Veranlassung  giebt,  denen  der 
SeVF^nliche  Ausdruck  der  Gleichung  der  Ebene  gar  nicht  unter- 
fingt  Hehr  faierOber  zu  sagen,  ist  unnotbig,  indem  es  völlig  ge- 
Dägtj  des  Weiteren  wegen  auf  das  zu  verweisen,  was  ich  in  der 
tüAlktlielieo  Aaunerkung  za  §.  24.  gesagt  habe« 


9* 
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VSrstes  Kapitel. 

Die    gerade   Linie. 

§.  1. 

Indem  wir  aus  den  ersten  Elementen  der  atialvfischen  Geo' 
metrie  den  Begriff  und  den  Gebrauch  der  Coordinatenaxen  ak 
vollständig  bekannt  voraussetzen,  bemerken  wir,  dass  wir  im  F«!-' 
genden  unter  einer  Projectionsaxe  eine  durch  einen  beliebigen» 
aber  bestimmten  Punkt  O  im  Räume  gelegte  Gerade  verstehen 
wollen,  auf  welche  andere  Punkte  des  Raumes  durch  von  dieseo 
Punkten  auf  dieselbe  gefällte  Perpendikel,  deren  Fusspunkte  die 
Projectionen  der  in  Rede  stehenden  Punkte  auf  der  Projec- 
tionsaxe heissen,  projicirt  werden. 

Durch  den  Punkt  O  wird  die  Projectionsaxe  in  zwQi  von  den 
Punkte  O  aus  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gehende 
Theile  getheilt,  welche  der  positive  und  negative  Theil  der 
Projectionsaxe  genannt  werden,  und  die  Entfernung  der  Projec- 
tion  eines  Punktes  auf  der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  O 
wird  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  dieselbe  aof 
dem  positiven  oder  negativen  Theile  der  Projectionsaxe  liegt. 

Wenn  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  ist  und  der  180^ 
nicht  übersteigende  Winkel,  welchen  dessen  Entfernung  von  dem 

Punkte  O,  nämlich  die  Linie  OP,  mit  dem  positiven  Theile  der 
Projectionsaxe  einschliesst,  durch  fi,  die  gehurig  als  positiv  oder 
negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  P  auf 
der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  O  aber  durch  f<  bezeichnet 
%vird;   so  ist  offenbar  in  vulliger  Allgemeinheit: 

1) ti=OP.cosfi. 

Sei  jetzt  durch  den  Punkt  O  eine  Projectionsaxe  der  u  und 
eine  Coordinatenaxe  der  x  gelegt ;  der  von  den  positiven  Theilen 
dieser  beiden  Axen  eingeschlossene,  180^  nicht  fibersteigende 
Winkel  werde  durch  {tue)  bezeichnet  Ist  dann  P  ein  beliebiger, 
in  der  Axe  der  x  liegender  Punkt,  auf  den  sich  die  GrOsse  n, 
nämlich  die  gehurig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfer^ 
nung  der  Projection  des  Punktes  P  auf  der  Projectionsaxe  von 
dem  Punkte  O,  und  die  Coordinate  x  beziehen;  so  ist  nach  1), 
jenachdem  der  Punkt  P  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile 
der  Coordinatenaxe  der  x  liegt,  offenbar 
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u  =  ÖP.  cos  (mot)   oder  u  z=z  ÖP.  cos  1 180«—  (ux)  \. 

Bhn  ist  aber,    wenn  man  im  ersten  Falle  das  obere ,    im  zweiten 
Fille  das  untere  Zeichen  nimmt: 


x=z±OP,    also    OP  =  ±xi 

■id  folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

u  =  xcos(ux)    oder   u= — a;  cos  {ISO« — iux)\; 

i|0tfleDbar  in  völliger  Altgemeinheit: 

9 uz:zxcos(ux). 

Seien  ferner  durch  den  Punkt  O  eine  Projectionsaxe  der  u 
nad  xwei  Cnordlnatenaxen  der  x  und  y  gelegt;    die  von  den  po- 
^Hven  Theileu  der  Coordinatenaxen  der  x  und  y  mit  dem  posi- 
tiffii  Theile  der  Axe  der  u  eingeschlossenen,    180«  nicht  über- 
steigenden Winkel  seien  (ux)  und  (uy).   Ist  dann  P  ein  beliebiger, 
ia  der  Ebene  der  {xy)  liegender  Punkt,   auf  den  sich  die  Grosse 
M,  deren  Bedeutung  aus  dem  Obigen  bekannt  ist  und  die  Coor- 
dioaten  Xy  y  beziehen;   so  lege  man  durch   diesen  Punkt  eine 
der  Axe  der  x  parallele  Gerade,    welche  die  Axe  der  y  in  dem 
Ptakte  O'  schneiden  mag,   und  denke  sich  durch  diesen   Punkt 
ab  Anfang  zwei  den  Coordinatenaxen  der  x  und  y  parallele  Coor- 
dtoMenaxen  der  x*  und  y\   so  wie  eine  der  Projectionsaxe  der  u 
parallele  Projectionsaxe  der  u'  gelegt    Haben  nun  in  Bezug  auf 
diese  neuen  Axen  für  den  Punkt  P  die  Symbole  x' ,  y,  u'  ganz 
ibnliche  Bedentungen  wie  die  Symbole  ;r,  y^  u  in  Bezug  auf  die 
alieo  Axen ;   so  ist  nach  2),  weil  der  Punkt  P  in  der  Coordinaten- 
SM  der  x'  liegt,  offenbar: 

u'  =  x'  cos  {ux) , 

aUo,   vreil  augenscheinlich  in  völliger  Allgemeinheit  x^=x'  ist: 

u*  :=.x  cos  {ux). 

Weil  ferner  der  Punkt  O*  in  der  Axe  der  y  liegt,  und  das  y  des 
Punktes  O'  offenbar  einerlei  mit  dem  y  des  Punktes  P  ist,  so 
ist  nach  2)  die  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  O'  auf  der 
Projectionsaxe  der  u  von  dem  Punkte  O  augenscheinlich  ycos{üy). 
Weil  aber  die  Projectioosaxen  der  u  und  u'  einander  parallel 
lind,  so  ist  offenbar  in  yOlliger  Allgemeinheit: 

u^ycos{uy)-\ru', 
*J*o  nach  dem  Obigen : 

3) tc=rarcos(tia:) -|-ycos(ti^). 
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Endlicb  deoken  wir  uns  durch  den  Punkt  O  eine  Projec- 
tionsaxe  der  u  und  drei  Coordinatenaxen  der  x,  y,  z  gelegt,  und 
bezeichnen  die  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  a:,  y^  2 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  u  eingeschlosseneo,  180^ 
nicht  übersteigenden  Winkel  respective  durch  (ux),  (fiy)s  (tt$* 
Ist  dann  P  ein  befiebiger  Punkt  im  Räume,  so  lege  man  dntcb 
denselben  eine  der  Ebene  der  xy  parallele  Ebene»  welche 
die  Axe  der  2  in  dem  Punkte  O'  schneiden  mag,  und  denke  sich 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  drei  den  Coordinatenaxen  der 
X,  y,  z  parallelen  Coordinatenaxen  der  x' ,  y' ,  z'  gelegt,  ro  irie 
eine  der  Projectionsaxe  der  u  parallele  Projectionsaxd  der  n'. 
Weil  der  Punkt  P  offenbar  in  der  Ebene  der  x'y'  liegt,  80  ist 
nach  3),  wenn  die  Symbole  x' ,  y* ,  z' ,  u'  für  den  Punkt  P  in 
Bezug  auf  die  neuen  Axen  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie 
die  Symbple  x,  y,  z,  u  für  diesen  Punkt  in  Bezug  auf  die  alten 
Axen: 

«'  =  x'  cos  (ux)  +  y'  cos  (uy) , 

oder,  weil  offenbar  x=^x',  y=y'  ist: 

tt'  =:  j;  cos  (ux)  +  y  cos  (uy). 

Mun  ist  aber,  weil  der  Punkt  O'  in  der  Axe  der  z  liegt,  nach  2)' 
die  Entfernung  der  Prnjection  dieses  Punktes  auf  der  Projections- 
axe der  u  von  dem  Punkte  O  augenscheinlich  z  cos  (uz),  indem 
man  wieder  bemerkt,  dass  das  z  des  Punktes  O' Jedenfalls  einer- 
lei ist  mit  dem  z  des  Punktes  P;  und  weil  die  Projectionsaxen 
der  u  und  u'  einander  parallel  sind,  so  ist  allgemein 

11  =  z  cos  (m)  +  u' , 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

4)    .    .    .      ti  =  arcos(ti:r)-|'^cos(ti^)-f  2Cos(t£z). 

Bezeichnet  man  mit  (i  den  180^  nicht  libersteigenden,  von  der 

Linie  OP  mit  dem  positiven  Theile  der  Projectionsaxe  der  u  ein- 
geschlossenen  Winkel,  so  ist  nach  1): 


u=  OP.cosfi, 
also  nach  4): 

&)  .  .  .    OP^coB(ii=  xeoB(ux)  +  yeoB(uy) -f^ zcos(uz). 

5.  2. 

Wenn  xyz  und  x'y'z'  zwei  beliebige  Coordinatensysteme  na^ 
einerlei  Anfang  sind,  and  die  Coordinaten  w,  y,  z  und  xf ^  ^ i^ 


Neue  Theorie  der  geraden  Ltnte  im  Räume  und  der  Ebene.    127 

wen  nod  demselbeB  Ponkte  im  Räume  entsprechen;  so  denke 
■u  sieb,  om  diese  Coordinaten  mit  einander  zu  vergleicheo» 
ümih  den  gemeinschaftlichen  Anfang  der  beiden  Systeme  eine 
Ubbige  Projectionsaxe  der  u  gelegt,  und  lasse  u  wie  gewObn- 
^  M  die  Entfernung  der  Projection  des  in  Rede  stehenden  Punk- 
^  ftnf  der  angenommenen  Projectionsaxe  Ton  dem  Anfange  der 
Ceffdioaten  der  xyz  und  x'y'i'  bezeichnen.    Dann  ist  nach  4): 

K  =  ar  cos  {ux)  +  y  cos  {uy)  +  z  cos  (ui) , 
•■I 

II  =  .t'  cos  (ux') + y'cos(uy')  +  2'  cos  (uz') ; 


xeoB  (ux)  +y  cos  (tiy)-f  z  cos  (uz)  =  x'  cos  (ux')-i-y'co8(uy')i-z'co8  (ux'). 

Lassen  wir  nun  den  positiven  Theil  der  Projectionsaxe  der  u 
Badi  und  nach  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  x 
zusammenfallen,  so  erbalten  wir  aus  dieser  Gleichung  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 

xcos  (xx)-i-yco8  (xy)-i-xcoB(xz)z=:x'coB(xx')-i-y'co9(xy')'i't'co8(xzf), 

xtw(yx)fyco8(yy)^zco8(yz)  =  x'co8(yx')+y'coa(yy')+x'co8(yzf), 

jrco8(£r)  +  y  cos  (zy) + z  cos  (zz)  =  x'  cos  (xa:')+y  cos  (xy)+i'cos(zx') ; 

aUo: 

6) 

*+3f  cos  (xy)  +  z  cos  (xz)  =  x'  cos  (xx')  +  y'  cos  (xy')  +  2'  cos  (arz') , 
xeotiyx)  +  y  +  xcos  (yz)  =  x'  cos  (yj:')  +  y'  co6(yy')  +  z'  cos  (yx'), 

xco9(zx)-i' y  C08  (zy)  +  z^  x'  eo8(zx')  +  y  cos  (zy)  +  z' cos  (zz'); 
oder,  was  natürlich  dasselbe  ist: 

7) 
X  -f  y  cos  (xy)  +  z  COS  (zx)=:  xf  COS  (ar^O  +  \f  cos  (ary )  +  z'  cos  (xx') , 

arco8(afy)  +y  +  ÄCos(yz)Ä  jr'cos(yj?')  +y'cos(yyO  +z'cos(yz'), 

;rco8  {ix)  +  y  cos  (yz)  +  z  =  ar'  cos  (z^r')  +  y'  cos  (zy')  +  z'  cos  (zz').    . 

Wenn  die  beidmn  Coordlnateosysteme  der  xyz  und  ^y'z'  nicht 
oiBerlei  Anfang  habea»  so  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Anfangs 
d#8  Systems  der  x'y'ii  in  dem  Systeme  der  xyz  durch  a,  b,  c 
beieidmen;  dann  ist»  wenn  wir  durch  den  Anfang  des  Systems 
dit  SB^y'z'  ein  den  Systeme  der  ;ryz  paralleles  System  der  XiygZi 
IcgHif  oflEenbar  in  v&lUger  Allgemeinheit : 


8) 
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m 

oder 

Xi=^x — a,    yi=y— 6,    zi=:x — c. 

Nun  ist  aber  nach  7)  offenbar: 

^1  +  yi  c^®  (^y)  +  ^1  c®*  ("^)  =  *'  ^®s  (^«a^O  +  y'  cos  (ary)  +  2'  cos  (jtz')t 
Xi  cos  (j:y)  +  yi  +  ^i  cos  (yz)  =  ar'  cos  (yx*)  +  y'  cos  (y^)  +  x'  cos  (jr*^), 
Xi  cos  (zj?)  +  yi  cos  {yi)  +  ij  =  j:'  cos  (xa?')  +  y'  cns  (2^')  +  z'  cos  (zx*) ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

(o:—  fl)  +  (y — 6)cos(:ry)  +  (2  —  c)  cos  (zx) 
zn^x'  cos  {xx')  +  y'  cos  {xy')  +  2'  cos  (j:i') , 

(j:  —  a;  cos  (a:y)  +  (y — 6)  +  (2  —  c)  cos  (^2) 
= x'  cos  iyx*)  +  y  cos  (yy ')  +  2'  cos  (lyr') , 

{x  —  a)  cos  (i^r)  +  (y  —  6)  cos  (yz)  +  (2 — c) 
:=zx'co8(2x')  +  y'co8(iy')  +  2' cos  (22'); 

welche  Gleichungen  die  Verbindung  der  Coordinaten  x,  y^  z  ond 
x'  9  y' p  ^'  mit  einander  ausdrücken. 


§.3, 

Durch  den  Punkt  O  als  Anfang  sei  ein  beliebiges  Coordioar 
tensystem  der  x,  y,  2  gelegt,  dessen  Coordinatenwinkel  wir,  wie 
gewohnlich  9  durch  (xy),  (yz),  (zx)  bezeichnen.  Geht  nun  durch 
den  Anfang  O  eine  beliebige  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  O 
In  zwei  von  demselben  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
ausgehende  Theile  getheilt  wird,  so  wollen  wir  die  180^  nicht 
fibersteigenden  Winkel,  welche  der  eine  dieser  beiden  Theile 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  ^,y,z  einschliesst,  respec- 
tive  durch  a,  ß,  y  bezeichnen;  zugleich  wollen  wir  diesen  Theil 
unserer  Geraden  den  positiven  Theil,  den  anderen  Theil  dersel* 
ben  den  negativen  Theil  nennen.  Ist  dann  P  ein  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  welchem  die  Coordinaten  x,  y^  z  entsprechen, 
so  werden  wir  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  O  als  positiv 
oder  negativ  betrachten,  jenachdem  derselbe  in  dem   positiven 
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oder  nagativeD  Theile  der  Geraden  liegt«  und  mit  Rfickelcht  hier* 
lif  dorch  r  bezeichnen. 

Dies  Yorausgesetzt,   ist  in  Tölliger  Allgemeinheit: 


OP.  cos  X  OP:=z  r  cos  a, 
ÖP.cosyÖP  =  rcoaß, 
5P.coszO/*  =  rcosy; 

wie  auf  der  Stelle  erhellet,  wenn  man  nur  flberlegti  dass»  jenach- 
km  der  Punkt  P  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile  der 
Seraden  liegt»   offenbar 


j^xOP=La,    ZyÖP=^,     ^zOP=y 

•der 


ZjrOP=1800-c,    ^yOP=1800-^,    Z2OP=l80O-y 

ist   Betrachten  wir  nun  aber»  wie  offenbar  verstattet  ist»  nach 
tuMJ  nach  die  Axen  der  x,  y^  z  als  Projectionsaxen »  so  ist  nach  5): 


OP .  cos  X  OP  =  X  cos  (xx)  +  y  cos  (xy)  +  «  cos  (xz) , 


OP.  cosyÜP  =:  jrcos  (yx)  +  y  cos  (yy)  +  z  eos(yz). 


OP.  COSZOP  =  XC08(ZX)  +yCOB(zy}  +2C0S(22); 

Wglich,  weil 

(XX)  =0.    (yy)  =  0.    («)  =  0 

ist,  nach  dem  Obigen: 

ircos  a= jr-f  yco6(xy)  +  z  cos  (d:z), 
r  cos  ß  =  x  cos  (yo;)  +  y  +  2  cos  (yz) , 
r  cos  y=zx  cos  (la?)  +  y  cos  (zy)  +  x. 
Hieroacb  ist: 

lAv  ar-f  yco8(a?y/)-f  xco9(j:i) 

•"/    •    •    •    •     •  "^^  •^— ^^.-^^.^— .^— ^— ^— —— ^^.^.-^— ^— » 


cosa 


_  X  cos  (yj?)  +  y  -f  I  cos  (f/s) 
cos/J 

a:  cos  (xar)  +  y  cos  (xy)  +  z 
"^  cosy 
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and  die  Gleiehangen  unserer  durch  den  Anfang  der  Coordinateo 
gelegten  Geraden  sind  also: 

11)  JT  +yeos(ary)+3;cos(M:) 

cos« 

__Arcos(ay)4-y-f  ?cos(y») 
cos/? 

pp  cos  {zx)  +  y  cos  (yg)  +  g 

""  cosy  *  • 

weil  naturlich  ' 

ist. 

We^n  das  Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges  und  folglicb 
(j:y)  =  ÖO«,    (yj)  =  9(K>,    (zar)  =  90« 
ist»  so  werden  die  Torstebenden  Gleichungen: 


12) 


IL  — 


cosa       cos^       cosy' 


Geht  d|e  Gerade  nicht  durch  den  Anfang  der  Coordinaten, 
sondern  durch  einen  anderen  beliebigen  Punkt  (abc),  so  lege  man 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
ayz  paralleles  Coordinatensystem  der  x*ifz\  Dann  sind  nach  11) 
die  Gleichungen  unserer  Geraden  in  diesem  Systeme: 

^'  +  y'  cos  (.ry)  +  2'  cos  {tlx) 
cos  a 

_  x'  cos  (ay )  +  y '  + 1'  cos  (y  Q 

cos^ 

_  x'  cos  (za:)  -j-  y^  cos  (yg)  -|-  J 

cosy 

und  folglich,  weil  bekanntlich  allgemein 

Ä=a  +  ^,   y  =  *+y'f    i=c  +  »'; 
also 

afzz^x^a,    y'=y  — 6,    x'zzzz  —  c 

ist,   die   Gleichungen  der  Geraden   in  dem  primitiven   Systeme 
der  xyti 


L^ 
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(g— n)co»(jy)-f  (y— A)  +  (:~c)coH(ffi) 

■*"  C08jS 

(j:— o)cog(M)-Ky— A)coa(jfi)  +  (t— c). 


rolglich,  nenn  das  Coorilinatensysleiii  der  a.yt  rechtwinklig  ist: 

14) i=i  =  ät:»  =  ti£. 

COSB        coap       cosy 

Die  Winkel  a,  ß,  y  beziehen  sich  hier  anf  einen  der  beiden 
TOit  denr  Puokte  (abc)  nach  entgegengeseUten  Ricblnngen  hin 
»«•^hendfln  Theile  der  Geraden.  Ist  P  eiu  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  auf  den  sich  die  Coordinatcn  x,  y,  i  und 
7',  y*,  i'  beziehen,  nnd  bezeichnet  r  dessen  EnlfernuDg  von  dem 
Punkte  iabc),  indem  man  diese  Entfernung  als  positiv  oder  als 
negatir  betrachtet,  jenaclidem  der  Punkt  P  in  dem  der  beiden 
cmShnten  Theile  der  Geraden,  welchem  die. Winkel  o,  ß,  y  ent- 
sprechen, oder  in  dem  entgegengesetzten  Theile  liegt,  ao  ist 
Bu:b  9): 

T  CDS  tt^x'  •\-y'  cos  {xy)  + 1'  cos  {ix) , 
rco«lJ=«'cos(jy> +y'+ i'cos(yi), 
r  coe  j-  =  x'  cos  (tx)  +  y'  cos  (yi)  + 1' ; 
also  nach  dem  Obigen: 

I  rcoB«=(a:-o)+(y-6)cos(j!y)  +  (t-c)coB(ir), 

15)     \  rco8(J={Ä-«>co«(a^)+(y— 4)-Ki— c)co«(y«), 

'  rcos)'=(:E— o)co8{ia:)-K5— A)co8(yi)+(i— c). 

Sieht  man  die  Gerade  als  eine  Projectionsaxe  der  r  aa,  die 
dnreh  den  Punkt  (abc)  gelegt  ist,  so  ist  nach  4): 

r  =  a:' co§  (r^) +y' cos  (»y )  +  »' COH  (n') 
oder,   weil  ofenbar 

(r»')  =  «,    (Tjf)  =  ß.    («')=y 
Ul: 

r  =  ;r' cos  B -f  y*  eos  )I -|- t'cos  }>, 
Did  folglich  nach  dem  Obigen: 
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16)  .  .  .  r  =  (j: — a)ci»8a-|-(^-''^)co8/3-t-(z-^c)cosy. 

Multiplicirtroan  nun  die  drei  Gleichungen  15)  nach  der  Reibe  mit 

o:— fl,    y  —  6,    I  —  c 
und  addirt  sie^dann  zu  einander;  so  erhält  man  die  Gleichung^: 

r{(j:  — a)cosa+  (y — 6)co8j3  +  (2 — c)cosy} 
=    (^-a)*  +  (3^-6)*  +  (=-^c)« 
+2(x— a)(y— Ä)cos(j:y)+2(y— 6)(2— c)co8(y2)+2(2— c)(a:— ii)co»(zaO, 

also  nach  16) : 

17) 

r»=   (a:  -  a)«  +  (y  -  6)«  +  (*-  c)« 

+2(ar— a)(y— 6)co8(xy)+2((y-6)(i-c)cos(yx)+2(i-c)(a;-o)cos(Mr), 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass^  wenn  (^o^o^)  und  (Xxy\Z\) 
zwei  beliebige  Punkte  im  Räume  sind,  und  E^^^  deren  Entfer* 
nung  Ton  einander  bezeichnet,   allgemein 

18) 
iS^oa*=(^o-a^j)*  +  (yo— 3ri)*+  (?o-^t)*  +  2(aro--ari)  (yo-3^i)cos(ar^) 

+  2(yo— yi)(^  — «i)co8(yr) 
+  2(2o  -  2i)  (xo— ari)cos(2j:) 

isty  eine  wichtige  Formel,  von  der  wir  noch  vielfachen  Gebrauch 
zu  machen  Gelegenheit  haben  werden. 


§.4. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der   Auflosung  der  drei  Gleichuu< 
gen  15)  oder  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen 

+  ^ cos  {ßy)  + cos  {ix)  =  cos  a, 

j?  — a  v — h      1  —  c 

— —  cos(a:y)  +  --^  +  -^^"«««(y^)  =C08/3, 

— j;— cos  (lar)  +  ^^-^  cos  (yi)  +  — j^  =s  cos  y ; 
d.  h.  mit  der  Bestimmung  der  Grössen 


j  y       

T  T  T 


ans  denselben  beschäftigen. 
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r  sn  dem  Eude  die  drei  obigen  Gleichan^ten 
erst  mit 

t)  cnfl  (tr) — etts^xy) ,    cos  («^)cos($  j)— gos(i2}  ; 
*ixy),    X — cos(m!)*,    co8(Kr)cos(ary)— co»(yi); 

■(u:),    cos(t:r)cos(a:j)  — cOB(yi) ,    1  — cos(a;y)*; 

itwal  in  jedem  Falle  sn  einander,  so  erhalten 
wir,    wenn  der  Kürze  wegen 

19) 

N  ^  1 — co8(ary)' — cos{yi)*— cos(M)*  +  2cos(^)cos(y»)coa(ti); 

Xt=     G08a8in(.yi)' 

+  cos  ^  t  cos  (^i)  cos  (mt) — cos  (ary)  1 

+  cos  y  t  c«8  {xy)  cos  (yz) — cos  {zx)  | , 

Y=      cos  «1  cos  (y«)  cos  (ix)  —  C08(jl^)| 

+  cos  ^ain  (i^)' 

+  cos  j- 1  cos  (la:)  cos  (ary)  —  cos  (yi)  I , 
Z  =     COB  a  1  cos  {xy)  cos  (ya)  —  cos  (m)  | 
+co8/Slcos(M:)co«(j:y)—  cos(si)l 
+  C08j'sin(ary)' 
gesetzt  wird,  föt 

* — o     y—f>     I— c 


.-c       Z 

8.  s. 

Sebien  wir  der  Kdrte  tvegen  im  Folgenden  i 
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21) 
ü  =  sin  (yz)*,    TS  =  sin  (la:)*,    tf  =  sin  (^y)* ; 

A  =  cos  (zx)  cos  (^y)  —  cos  (yz) ,   . 
Ä  =  cos  (ary)  cos  (yx) — cos  (zx), 
C  ==  cos  (yz)  cos  (zar) — cos  (xy) ; 

Nssl  —  cos {xy)^^- cos (yi)*  —  cos (za:)*  +  2 cos (j:y) cos {yx) cos (z;r)  ; 

F=  Ccosa  +  Bcos/J  +  ilcosy, 
Z  =  £cos  a -f -^  cos /? -f  (f  cos  y ; 

so  ist  Dach  20): 

und  die  Gleichungen  der  im  Vorhergehenden  betrachteten,  durch 
den  Punlct  (a6c)  gehenden  Geraden  sind  also: 

23)    ....     .      -X~— "T?-— -2~» 

folglich  nach  21); 

•T— a 

^^    •    •    •    •      '  Ücostt  +  Ccosj?  +  ^cösy 

Ccosa -f  ScosjS -f  ^cosy 

z — c 

£  cos  er  +  ^cos/}  +  tf  cosy' 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensysteni  ist  offenbar: 

il=l,    35  =  1,    «=1;    il=0.    Ä=0,    C=0; 

also  die  Gleichungen  der  Geraden: 


« 


X — a     y — b       *— c 
cosa      cos/?       cosy 

Wie  wir  schon  io  14)  gefunden  haben. 


{.  6. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zwei  von  einem  beliebigen  Punkte  aus- 
gehende  Gerade  denken,  welche  mit  den  positiveii  Theiito  der 


I 
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:en  Set  äc,  y^  t  die  180* nicht  fiberfitelg^firfen  Winkel  Oq,  ßo*  76 
|nd  0|9  ßit  7i  einscbliessen.  Der  von  diesen  beiden  Geraden 
iiogeschlossene,  180^  nicht  übersteigende  Winkel  sei  l^o^l•  ^^ 
lieseu  Winkel  zu  bestimmen,  lassen  wir  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten  O  zwei  mit  den  beiden  in  Rede  stehenden  Geradep 
gleich  gerichtete  Gerade  ausgehen ,  welche  offenbar  auch  den 
180^  nicht  Qbersteigenden  Winkel  Won  mit  einander,  und  mit  den 
positiven  Theiien  der  Axen  der  a,  y,  i  die  180^  nicht  fiberstei- 
genden Winkel  ao>  ßo*  ^u  und  aj,  ßiy  yy  einschliessen.  In  die- 
sen beiden  von  O  ausgehenden  Geraden  nehmen  wir  beliebig  die 
Paukte  P^  und  Pi  an  und  bezeichnen  deren  als  positiv  zu  betrach- 
tende Entfernungen  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  O  durch 
Tq  and  Tj ,  ihre  Entfernung  von  einander  durch  Eo>\ ;  so  ist  nach 
einer  bekannten  trigonometrischen  Formel  in  dem  Dreieck  P^OPi 
eCenbar: 

*^oa*=  ro^+r,2-2ron cos  IFo,i. 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  Pq  und  P|. 
dorch  Xq,  yo,  z^  und  Xi,  yt,  Z|  bezeichneif,  nach  18): 

ro* = ^o*  +  yo*  +  ^0^ + 2a:oyo  cos  (xy)  +  2^o^o  cos  (yz)  +  ^s^Xq  cob{zx), 
ri*=Xi^  +  yi^  +  Zi*  +  2xiyiCos(xy)  +  2yi2i  C03{yx)+2iiXiCöa(zx) 
und 

+  %o— »i)  («0— ^i)  cos(y2) 
+2(2o— ti)(jro— ^i)cos(xa:); 

also,    wenn  wir  diese  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  einfah- 
ren nnd  aufheben,  was  sich  aufheben  lässt: 

Tf^i  cos  Wofi  =  x^Xf  +  yoyi  +  ^o^^i 

+  (^oifi  +yo^i)  ^08  (xy)  +  (yoti  +  Xo^i)  cos  (yz)  +  (z^Xi  +aroZ,)cos(xa:). 

Setzen  wir  jetzt  der  Kdrze  wegen : 

!Ao=ilcosao+Ccos/5o  +  Äcosyo> 
F0=  CcoscTQ-f  Scos/^o  +  ^  cos/o» 
Zq  rsBcoBao+AcoBßo  +  (£  cosy© 
üud 

2i  =s  Ücostfi  +  Ccos  ßi  +  BcoBYi , 
26)  .  .  .  .  ^     F|=sCcosa| -f  ^cos/Sj-f '^cos/i, 

Zi  ^=ißcoB€Ci+AcoBßi  +  icoByi ; 
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so  ist  Datbh  22)  offenbar,  wenn  man  dort  a=0»  6=0»  c=0  setzt ; 

also,  wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  von  ToFi  cos  IVo^x 
einfabrt : 

27) 

^*  cos  ITo,!  =  AoüTi  +  Fo  Fl  +  ZoZ^  +  (J^o  F,  +  Fo J^O  cos  (ory) 

+  (FoZ|+ZoF,)cos(yr) 
+  (ZoJT^  +  ^o^i)  cos  (zx), 

mittelst  welcher  merkwQrdigen  Formel  der  Winkel   FTo'i  ^^^  ^^^ 
Winkeln  «o,  /3o>  yo  ""^  <*i»  ßi»  7i  berechnet  werden  kann. 

Für   ein   rechtwinkliges  Coordinatensystem    geht   aus   dieser 
Formel  unmittelbar  dit  längst  bekannte  Formel 

28)     cos  Wq^i  =  cos  oq  cos  «i  +  cos  ß^  cos  ft  +  cos  70  cos  yt 

hervor. 

Wenn  die  beiden  Geraden  mit  einander  zusammenfallen,  so  Ist 

00=«!,  /5o=ft»  yo  =  yi; 

also 

JkQ  =  -Xj  y     Fq.=  1|  ,    Zq  =  Z^  ; 

und  TFo9i=0.    Setzen  wir  nun  in  diesem  Falle,  wie  es  verstal- 
tet ist: 

«  =  «0  =  «!»  ß  =  ßo  =  ß\f  y=yo=yi5 

Jf=  Xq  =-^11    F=  ^0  =  Fl ,   Z=  Z0=  Zi ; 

wo  JT,  F,  Z  ihrfe  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben; 
so  wird  die  Gleichung  27): 

29) 
2V«  =  -X«  +  F«  +  Z«  +  2J:  Fcos  {xy)  +  2rZ  cos  (yi)  +  2Zjrcos  (ix), 

welche  Gleichung  fQr  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ofen- 
bar  in  die  bekannte  Gleichung 

30) cosa«  +  cosjS«+cosy«=l 

fibergeht. 
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5.7. 
Wach  22)  ist: 

rX=N{x-a),    rF=JV(y-6).    rZ  =  iV(2~c); 
»  wie  sogleich  erhellet: 

ftX+Fco8(ary)+Zco«(M-)|=Aj(a:-a)+(y-.6)co«(ay)+(j-c)co8(Mr)|. 
fiÄca»<ay)+F+ZcoB(yi))=JV((a;-a)co«(»y)+(y_fi)+(,_<.)co4yj)|, 
ftXco8<«r)i  Fco8(y2)+Z|=M(a;-a)co«(zar)+(y-6)co.<y«)+(*_c)}  j 
.   Mglicb,  weil  nach  15): 

(a?— a)  +  (y— A)  cos(ary)  +  (2— i?)cos(w:)  =  rcosa, 
Cx—a)co»(a;y)  +  (y  -  A)  +  (2— c)co8(yi)  =  rcos/J, 
(a:-4i)co8(Mr)  +  (y— A)cos(yz)+  (i—c)  =  rcosy 
ifll: 


/  jr+  Fco«(ay)  +  Zcos(2x)  =  iVco8a, 
31)  ....  j  -Xcos(xy)+F+Zco8(y2)=i\rcos/J, 

i¥co8(ia:)  +  Fcos(y2)  +  Z=2\rcosy; 


odef : 


-3f-f  rcos(a:,y)  +  Zcos(23r) 

iV 


32) ]  c(«/J=;i^^^i?>+^+4£2i-(lL) . 

p^^,,— -^co8(z;r)  +  Fco8(.v2)4'  Z 

Da  sieb  nun  die  Gleichung  29)  offenbar  aach  unter  der  Form 

iV*=     X\X^  Fco8(ary)  +  Zco8(2:r)| 

+  FUco8(ary)+  F+Zco8(yx)) 

+  Z|Xcos(2^)  +  Fcos(^2)  +  Z} 

scbreiben  Ifiest,  so  erhalten  wir  nach  31)  die  folgende  merkwür- 
dige Gleichung: 

33)     •    •    .    •    ^C06a4- Fco8/?-|-Zco8y  =  2V 

TiL^a  XXXIV.  10 
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oder  nach  21): 

34) 

ilcO6O*4-]BC08/3*-f£c08}^-fi^7C06aC08/?"|-2ilC06/?CO87-f22?COS 

Für  eio  rechtwinkliges  Coordinatemcystem  fßhrt  diese 
wieder  auf  die  Gleichung  30). 

}.  8. 

Mit  Rficksicht  anf  25)  und  26)  haben  wir  also  nach  33)   die 
beiden  Gleichongea: 

(A^cosoo-t-  loCos/Je  +  ^eCOSFo^^«^» 
Xi  cos«!  +  Fl  cos/Si  +  Zi  cosyi  =  iV. 

Die  Gleichung  27)  lässt  sich  auf  die  beiden  folgenden   Arten 
schreiben : 

JV*cos  ?Fo»i  =     -^Tq  ( JTi  +  F|  cos  (j?y) + Zi  cos  (za:)  | 

+  Fo  t -Xi  cos  (a:y)  +  Fi  +  Z,cos(,V2)| 

+  Zol  X^  cos (xo:)  +  F,  cos(y2)  +  Z.  | 
oder 

2V«  cos  IFoii  =     -X|  l  -So  +  Focos  {xy)  +  Z©  cos  (zx)  \ 

+  Fi|AoCOs(arjy)+  Fo+ZoCOs(yr)| 
+  Zx  \Xoeo^{v€)  +  FoCos(y2)  +  Zol; 
also  ist  nach  31): 

!iVcos  Wi^^^=iXfiCO%ai  +  Focos/3| -f  Zocosyi , 
iVcos  W^i  =  Xx  cos  fl^o  +  Fl  cos  /?o  +  Zi  cos  yo- 

Führt  man  in  diese  Formeln  für  X^,  F^»  Zq  oder  JK| ,  F| ,  Z^- 
ihre  Werthe  aus  25)  oder  26)  ein,   so  erhält  man  sogleich   die 
folgende  Gleichung: 

37) 

iVcosIFo>i  =     ücosoocos«!  +Bcos/JoC08ftL  +  tf  cosyocesyi 

>t-  A  (cos  /?o  eos  yi  -f  cosyo  cos/?i) 
•f  £(cosyocosori  -f-cosoocosyi) 
Hh  C(co8  Oq  cos  ßi  +  C08/?o  ^os<^i)- 
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ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  erhält  map  hiera«^ 
\f  die  ans  28)  bereits  bekannte  Fbrmei 

cos  TFo>i  =  co8oeocosa|-f  cos/^ocos^i  *f  cos^o^os}^!« 

Mittelst  der  Gleichungen  35)  und  36)  erhält  man  auf  der  Stelle: 

2V«8in  TFo.i* 

—  (^o  cos  a|+  FqCOS  ßi + Zq  cos  f%)(Xi  cos  OQ-i-Yi  cos  Po+^i^®«  ^o)» 
abo,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

N*m  R<M*  ==     (cosö^cosft  — cos/S9ces0i)(Jro^i  —  ^o-^i) 

-t-(cos/^cos}f|— cosyoCos/?i)(FoZ|  — ZoF|^ 
+  (cosyocos«!  — cosa^cosyi)(ZoXi-*-3roZ|)» 

odtr»  wenn  der  Kfirze  wiegen: 

Ao,i  =  cos  ßo  cos  fi — cos  yo  cos  ßi , 
38) ^  Bo»i  =  cosyocoso|  —  coso^cosyi, 

Co»i  =  cos  Oq  cos  /}|  —  cos  ß^  cos  «i 
geietit  wird: 


»)        iV«8inW 


O'l 


9 


Mittelst  der  Gleichungen  25)  und  ^6)  erhält  man  ohne  Schwie- 

"8k«t: 

Ion-FoJri=Ao,i(Ci<-B)J)  +  Bo,i(ßC-ilil)+Co,i(il»-OC). 
n^i-ZoF,  =  Ao.i(»«-^il)+  Bo,i(i^Ä-Ctf)+  Co„(CJ-/?»), 
Vi  -^oZi  =  Ao,i(^Ä-  C«)  +  Bo,i(«il-ÄB)+Co,i(ÄC- AÄ). 

Nontstaber  ferner^  wie  man  mittelst  der  Formeln  21)  leicht  findet: 

ÄC- Jil  =  iVcos(y«), 

fl)  .    .    .    .      ^  CJ-ÄB  =  iVcos(ia?), 

JA—  C(iz=Ncoa(wy); 

10* 
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also  ist  nach  dem  Obigen: 

!Xq  Fl—  Fo-Xi  =iV(  Ao,iC08(ta:)+BortC08(y2)+Co,i  |, 
FaZjL-ZoFi=iVtAo.,+Bo,iC08(j:y)+CoHCOs(za:)), 
Zo-Xi— JQjZi  =iVt  Ao,ico8(j:y)+Bo,i+Co,ico8(sf2)}. 

Daher  ist  nach  39): 

43)  iVsin  fFo>i*=     Ao,i  lAo,i  +Bo,i  co8(j-y)  +  Co,i  co8(xa:)| 

+  Bon  I  Ao,i  cos  (xy)  +  Bo,i  +  Co,i  cos  {yz)  1 

+  Cqh I  Ao,i  cos(2ar)  +  Bo>i  cos(y2)  +  CoH  } 
oder: 

44)  ....;.•    •      iVsinlFo.i* 

=  Ao.i*  +  Bei*  +  f'on*  +  2Ao„  Bo,i  cos  (:ry)  +  2Bo,i  Co.i  coe  {yz) 

+  2Co,|Ao,iCos(2;r) 

oder^  wenn  man  fiir  Ao*]  $  Bo>i,  Co,|  ihre  obigen  Ausdrücke  einßilirt  ^ 

46) ^sin  1^0,1* 

=  (cos  o^  cos  ßi  —  cos  pQ  cos  «1  )* 
+ (cos  pQ  cos  yi  —  cos  y©  cos  ft  )* 
+  (cos  yo  cös  0|  —  cos  a^  cos  y^)* 

-(-  2  (cos  pQ  cos  yi  —  cos  y^  cos  /?i )  (cos  y^  cos  ort  ^  cosoo  cosyi )  cos(^^> 
-f  2(cosyo  cos0|~co8  0ocosyi)(cosoocos/7|  —  cosj9^cosa|)cos(y2) 
+ 2  (cos  Oq  coBßi  —  cos  ßo  cos  Ol)  (cos  /?o  cos  yi  —  cos  yo  cosft )  cos(2ä^). 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  wird 

sin  FFo,|^=(cos o^cosft — cos ßQCos ai)*+(cos/3^co8yi— cosyocosft)« 

+ (cos  yo  cosaj — cosoo  cosy^  )• 
oder,  weil  in  diesem  Falle 

cos«o*  +  cos/?o*  +  cosyo*=l,    cosai^  +  cosft^cosyi*=  1 
ist: 

sin  Ro»i*  =T  l — (cos  oq  cos  cfi  +  cos  ßo  cos  ft  +  cos  yo  cos  yi)*, 
wie  bekannt. 
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^  9. 

Sieben  ^e  beiden  vorher  betrachteten  Geraden  auf  einander 
[Mokrecbt,    so  ist  TFo»i=90o,    und  folglich: 

«OS  lFo,i  =  0,    sin  W^  =  ^ » 

daher  baben  wir  in  diesem  FaHe  nach  dem  Obigen  die  folgenden 
GIdchaogen: 

46) 

-K^n+roJr,)ces(:r^+(FoZi  +  ZoF,)cos(yi)  [  =  0, 

+  (ZoJr,+JroZ,)cos(2:r)  J 

A'ocosoi  -{■  Focos^i  -f-  Zoces}f|=sO, 
A|Cosao-f  FiCOs/^o  +  ZiCosj'o^O, 


Ücoso^cos «1  -f  Scos^o cos/?i  -f  tf  cos /o cos 7^1 
+  ^  (cos  pQ  cos  yi  +  tos  yo  cos  ft  ) 
-f- i3(cosyoco8or|  -f  coso^cosyi) 
-f  C(cosa^cos/?i  -f-cos/S'oCosoi) 


=  0; 


=/V; 


+  2Aon  Bo*i  cos  («3f)  +  2Bo,i  Co»i  cos  (^x)  +  2Co,i  Ao»i  cos  {ix) 

wo  aan  in  diese  letzte  Gleichung  ftlr  Aq^i  •  Bo>i »  Co»i  auch  noch 
ibie  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe  einfiShren  konnte. 


$.  10. 

Hat  man  zwei  Coordlnatensysteme  der  xyt  und  x'y't' ,   und 
Mit  fär  das  erste  dieser  beiden  Coordinatensysteme  wie  frOher: 

il  =  sin(^z)*,    ]S  :=  sin  (xj:}*,    (f  =  sin(.Ty)*; 

A  =  cos  (rr)  cos  (ary) — cos  (yx) , 
Ä  =  cos  (xy)  cos  (^(i)  —  cos  (ix) , 
C  =  cos  (yz)  cos  (za:) — cos  (xy) ; 

Nrsi  -^cos  (^^)*  —  cos  (yz)*  —  cos  (z.r)*  +  2  cos  (j?^)  cos  (yz)  cos  («;r) 


• 
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liir  das  zweite  Coordinatensystem  aof  ähnliche  Art: 

A  =  cos  {z'x')  cos  (jt'^')  —  008  iy^x') , 
B'  =  cos  (x'y!)  CO«  (y 'i')  —  cos  (/a:') , 

« 

C  =  cos  (y  V)  cos  (2  V)  —cos  {x'y*) ; 

:Äf'=l^o«(a:'y)*-cos(y'x')«-cos(jV)H2cos(;r'y')cos(yV)coK*'^)? 
ferner  der  Kfirze  wegen : 

A  =cos(a:j:')*     B  =cos(ary')»     ^  s=co8(ar2'); 
A'=cos(ya:'),     B'=cos(yy),     C'=pcos(yx'); 

A''=cos(2a:')»     B''=cos(2^')»     ^=008(220; 

so  hat  man  zwischen  diesen  letzten  nenn  Grössen  na^h  34)  and 
27)  die  folgenden  zwulf  Gleichungen : 

ÄA«  +  BA'«  +  CA*^  +  2CA  A' +  2^  A' A'' +  SIBA'^A  =  iV, 
JB«  +  BB'«  +  «B"«  +  2CBB'  +  22lB'B^  +  2BB''B  ==  JY, 
ÄC«  +  »C'«  +  tfC"«  +  2CCC'  +  2i4C'C''  +  2JBC''C  =  2V  ;     . 

Ä'A«  +»'B«  +«'C«  +2CAB  +2il'BC  +2ß'CA  =riV, 
il'A'«+)J'B'«+«'C'«+2C'A'B'+2^'B'C'  +2ß'C'A'  =iV, 
JÄ' A"«  +  B'B'^  +  tf'C''«  +  2C' A''B''+  2^'B''C^  +  2fi'C''A''  =  JV'; 

ferner : 

(Ä  A  +  CA'  +  BhT)  (ÜB  +  CB'  +  AB") 
+(CA  +  »A'  +  ilA'')  (CB  +  BB'  +  ilB") 
+(ÄA  +  ^A'  +  «A")  (AB  +  AB'  +  «B") 

I    (JIA+CA'+I?A'')(CB+»B'+^B'')) 
(+(CA+»A'+^A*)(ilB+CB'+BB'')1  )=2V*co«(*y), 

V 

\    (CA+»A'+-<<A'0(BB+ilB'+«B«')  ) 
+  i  }  C08(yi) 

(  +  (ÄA+/4A'+«A')(CB+»B'+^B")  ) 

I    (ÄA+i4A'+€A'')(JIB+CB'+ÄB''), 
4-  {  \  cosiix) 

'+(ilA+CA'+irA'')(ßB+ilB'4tfB'')  \ 
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B-XM+CC  +  BO  \| 

B")(CC+BC'+JC"> 
B»)(BC+^C'  +  (JC") 

H«B")(CC+»C'+^C»)  I 

cos  (a?v>t 

+^B')(BC+^C'+«C")  . 
+(fB0(CC+BC'+4C'')  I  ""'"''l 


iOCCA  +  BA'  +  ^A") 
;")(BA  +  ^A'  +  «A") 

•BC"XCA+»V+-!(A')  I 
^C'XÜA+CAHÜA")  (""'M 

^C")(BA+JA'+I£A')|  1 

tC-XCA+BA'+JA")!  ""*=*! 

htCXHA+CA'+BA")  ,  I 

BC^(SA+^A'+eA")i  "**"'/ 


=A»coB(i'«*); 


'CXJ'A'+C'B'  +  Ä'C') 
'C)(C'A'  +  B'B'  +  J'CO 
'C)(ß'A'+.l'B'  +  «'C') 

»'C)(C'A'+B'B'+^'C')| 
*C)(«'A'+C'B'+ffCO'°°"^»''^  =  A«,„s(;.j). 

<'C)(ß'A'+/l'B'+«'C')( 
f'C)(C'A'+»'B'+/('C')l  "°"<9''''\ 

['C)(il'A'+C'B'+B'CO 
!'C)(B'A'+^'B'+ir'Co'  ™' '''*''/ 
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{A'hf  +  C'B'+  Ä'CO  (Ü'A"  +  C'B"  +  B'C)  \ 

+(Ä'A'+^'B'+  (PC)  (Ä'A"  +  A'W  +  €'iD'0 


' 


N'*eom{tfx), 


I    (Ä'A'+C»B'+Ä'CO(CA''+»'ß''+il'C»)j  ^  ^ . 

*  i+(CA'+)5'B'+i'C0(il'A''+C»B''+5'C'')»  «"»(^V^^^ 

(C»A'+»'B'+i4'C0(Ä'A''+il'B»+€'C'')  ^    . 

■•■  |+(Ä'A'+i'ß'+«'C0(C»A''+)5'B»+il'C*)i  '^^'''^ 

I   (Ä'A'+il'B'+€'CO(<'A"+C»B«+Ä'C'Oi       '^ 
■•^  l+(Ä'A'+C»B'+Ä'CO(Ä'A"+.l'B"+«'C'0'  ^'^^''^ 

(A'A"  +  CB"  +  ß'C")  (Ü'A  +JCB  +  B'C)  \ 

■KOK"  +  »'B" + A'C")  (CA  +  »'B  +  A'C) 
+(B'A" +^'ß«  +  «'C'O  (Ü'A  +  A'B +€'C) 

•    (Ä'A''+C»B''+Ä'C'0((?'A+»'B+il'C). 
"•■  l+(C'A''+»'ß"+l'C'0(ü'A+(7'B+Ä'C)J  *'*'^*'*'^l=^«co«(«r). 

j   (O'A"f»'B"+J'C'0(Ä'A+^'B+€'C)i  I 

■*"  i+(Ä'A"+J'B"+€'C")(0'A+»'ß+J'C)l  *~^''> 

j    (Ä'A"+il'B"+€'C'')(il'A+CB+Ä'C). 

Wenn  die  beiden  Systeme  recbtwinitiig  sind,  so  ist 

coa(xy)^sO,    cos(y2)=0,    cos(Kr)s=0; 

cos(^y)  =  0,    cos (jf't')  =  0,    co8(z';tO  :=  0; 
J|=l,    35  =  1,    tf=I;    J|'=l,    »'=1,    «'=1; 

i<=0,    Ä  =  0,    Cs=0;    -4'=0,    Ä'  =  0,    C=0; 

und  die  Torbergehenden  Gleichungen  gehen  ako  in  diesem  Falle 
in  die  folgenden  über : 
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A«+A'*+A"«=l, 
B«+B'«+B"«=l, 
C«  +  C«+C"«=l; 

A»  +B«  +C>  =1. 
A'«+B«+C'*  =  l, 
A"«+B"«+C"«=l; 

AB+A'B'+A"B"=0, 
BC+B'C'+B"C"=:0, 
CA+C'A'+C"A«=0; 

♦  AA'  +BB'  +CC'  =0, 
A'A«+B'B"+C'C"  =  0, 
A"A+B"ß  +  C"C  =0; 

eiche  längst  bekannten  inerkwflrdigen  und  wicbtigeti  Gletchun« 
tn  BÜso  unter  onseren  obige»  ganz  allgemeiiieiiy  für  jedes  belie- 
be schleftvinklige  Coordinatensystem  geltenden  Gleichungen  als 
■ein  besonderer  Fall  enthalten  sind. 


$.  11. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  durch  zwei 
>ne  Punkte  (/»^o^)  ^"^  (fi9\K)  gehenden  Geraden  suchen« 

Za  dem  Ende  sei  {abt)  ein  beliebiger  In  der  gesuchten  Ge*- 
rmMt^  liegender  Punkt,  und  a,  ß,  y  seien  die  180^  nicht  fiber- 
steigenden  Winkel,  weiche  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte 
(a6c)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  ausgehenden  TKeile 
det  gesuchten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
jt,  jfp  t  einschliesst.    Setzen  wir  dann  wie  in  21): 

jr=  ilcosa-|-&cos/?-f  ^cosy, 
Yz=iCcoBa+l$eo8ß-{-Aco»y, 
Zssi  BcoBa-i-  Acosß+icosy; 

mo  Bind  nach  23)  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden : 

x  —  a       y  —  h      t  — c. 

nnd  da  non  diese  Gerade  durch  die  Punkte  (fagoh^)  und  (figiki) 
geben  soll»  so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen: 
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—jT—     Y    ""~Z^' 

JT    —      F    —     Z     • 

,aus  denen  sich  durch  Sabtraction  die  Gleichungen 

ergeben,  indem  man  sich  ausserdem  mittelst  des  Obigen  auf  der 
Stelle  flberzeugt,  dass  die  Gleichungen  der  gesuchten  GeradeD 
auch  entweder  unter  der  Form 


oder  unter  der  Form 


X 

-      Y     - 

'     Z 

DI 
X—fi 

X 

-.9-91^ 
-     F    - 

kOnnen. 

Aus  den 

Gleicbn 

U~fi. 
X    - 

_ffo—9i_ 

-    r   - 

Z 

ergiebt  eiich  aber  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  G  einen  gewissen 
Factor  bezeichnet, 

X=G(fo-fih    r^G(go-9ih    Z=C(*o-*,) 

gesetzt  werden  kann,  so  dass  also  die  Gleichungen  unserer  Gera- 
den nach  dem  Obigen  entweder  unter  der  Form 

47)  ....  .  £zj^^y^yo=:p*o 

^— A      ^0— ^i      *o— *i 
oder  unter  der  Form 

48) pZ^=!L=JL  =  p\ 

/0—/1      ffo^9i      'h—'h 

dargestellt  werden  kennen,  und  also  hiermit  gefonden  sind. 

Um  nun  aber  auch  den  Factor  G  zu  bestimmen,   bemerken 
wir,  dass  nach  29) 

A*+  F«  +  Z«  +  22rFcos(xy)  +  2FZcos(j*)+2ZJi:cos(2ar)  =  iV». 
folglich  nach  dem  Obigen: 
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;       c  (/o-/i)M^o-^l)H(Ao-A,)H-2(^-/i)(J?o-i^l)eo*(*»)j 

i       *    +%o-ft)(Ä«-Ai)co»(y*)+2{Ao-A|)(/o-A)co«(tx)   '~     * 

id  daher,   weil  nach  I^,  trenn  Equ  die  Entfernung  der  beiden 
'unkte  (/q9(A>)  and  (fiffihf)  von  einander  Iwzeichnet: 

49)    ...    £o.i*=(/ö-/i)'  +  (ffo-5/i)*+(*o-Ai)* 

+ 2(Ao-A|)(Ao— /k)  cos  (uc) 


SO)  . 


•        •         • 


G«£;oa*  =  iV«,    also   G=:± 


iV 


£- 


0>1 


icesetzt  werden  kaoo»  wo  das  Erscheinen  des  doppelten  Zeichens 
gmax  in  der  Nator  der  Sache  begründet  bt,  weil  ja  die  Winkel 
a,  ß,  y  sowohl  der  einen,  als  auch  der  anderen Richtong  der  ge- 
suchten Geraden  entsprechen  kOnnen»  Indem  man  jeder  Geraden 
unmer  zwei  von  einem  beliebigen  Punkte  in  ihr  ausgebende  ent* 
g^migesetzte  Richtungen  beizulegen  hat  Für  X,  Y,  Z  ergeben 
sidi  nun  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die  folgenden  Ausdrücke: 


51) 


jf_j^N(fo-fi)     y^j^i^Oyo-y,)     3_j^iy(^>-A|). 


fio>i      '  ^»1      '  ^on 

■nd  hieraus  nach  32}  ferner  die  folgenden  Formeln: 


52) 


cos«) 


cos 


cos 


/,_  ,  (fo'-fiUoBij^) + (yo— ^i)+(Ao— A| ) cos(y2) 
P — ± iT"*^ ^  f 


wodarch  jetzt  also  die  gesuchte  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 


i  13. 

Wenn  a,  6,  c  und  K,  L,  M  beliebige  constante   Grössen 
sind  9  so  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form 


jederzeit  eine  durch  den  Punkt  (abc)  gehende  Gerade  charakterisirte 
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* 

Man  nehme,  uro  dies  za  beweiseo,'  in  der  dnrcb  die  Glei- 
chongen  53)  charaicterisirten  Linie  oder  Curve  zwei  beliebige 
Punicte  (/o^o^o)  und  (/i^jAi)  an,  und  lege  durch  dieselben  eine 
Gerade,  deren  Gleichungen  nach  47)  und  48) 

oder 

^  —  fi  _  y— ^  _   g-*t 
^— /i       90—, 9i        *o-^A| 

sind*    Nun  sei  (KP})  ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  in  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Curve,  so  ist 

y— -g  _  p  —  b_}'^c 
*     ""     L    ""    ^   ' 

Weil  die  Punkte  (foffjh)  ^^^  (fiffi^i)  gleicbfatls  in  dieser  Curve 
liegen,  so  ist: 

/o— 'g  _^o""^_*o"-g 
K    ^     L    ^    M    * 

also  durch  Subtraction: 

und  folglich,  wenn  Cr  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

lf=G(/o-/i),    L=zG(go-gt).    M=iG(h^^lH); 
also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

X — g       ty  — 6        1  —  1? 

Ä — A ""  ^0— yi ""  *o— *i 

und 

/o— tf  _  .9o-ft  __  *o  — g 
/o — /i       yo  — .9i        ^0— ^  ' 

/o— /i      //o— yi       *o"-Ai* 
folglich  durch  Subtraction: 

/i)— A      .9o— yi       *o— *i ' 
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woraus  sieb»  io  Verbindang  mit  dem  Obigen,  ergiebt»  dass  der 
Pnokt  (jmi})  io  der  durch  die  Punkte  (/q^o^)  und  ifigiK)  geleg- 
ten Geraden  liegt.  Da  nun  (jrt^)  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der 
4iirch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Curve  ist,  so  ist  klar» 
^dass  jeder  Punkt  dieser  Cunre  in  der  in  Rede  stehenden  Gera- 
den liegt»  dass  also  diese  Cnrye  gans  mit  der  in  Rede  stehenden 
Genraden  susammenfilllt»  und  daher  selbst  eine  Gerade  ist»  wie 
bewiesen  werden  sollte.  Dass  der  Punkt  {abc)  in  dieser  Gera* 
den  Hegt»  ist  für  sich  klar. 

Beseichnen  wir  nun  die  ^on  einer  der  beiden  Richtungen  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Geraden  mit  den  posi- 
thren  Theilen  der  Axen  der  or»  y»  z  eingeschlossenen»  180^  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  a»  /?»  y»  und  setzen  wie  gewohnlicli 

Jr=  Ücosa  +  Ccosß  +  Bcosy, 
F=  Ccosa-f  ]$cos/}  +  AcoBy» 
Z=:J5cosa-(-  Acosß  +  tf  cosy; 

so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  53)  charak- 
terisirten Geraden  nach  23)  auch: 

£c — a  ^  y — 6  ^^z — c 

T'  "    Y  —"W 

«md  wenn  also  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet»  so  ist»  wie 
sich  ans  der  Vergleichung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichun- 
g;eB  53)  auf  der  Stelle  ergiebt: 

54)    .    .    .      X=G'K,    r=G'L,    Z=^G'M; 

ako  Dach  29): 

4?«  { ÄM-LHilf  HäÄI-coB  (xy)+2LMcos  (ys)+2  Jf Äco«  (xs)  | = N*, 

*  .  55) 


VJCHJÜ^+MH^KL  cos  (jjy) + 2Lilf  cos  (yi)+'2iaKcos  (^) 
Ferner  ist  nach  32)  und  54): 

G^{K+Lco8  (xy)  +  illcos  (za:)  | 

COSO  =  — ;t^ » 

Ä—  ^'  ^  ^^^^  (^y)  +  ^  +  ^  cos  (yz)  ] 

C I  Äcos  (Z.T)  +  L  COS  (yz)  +  JU  \ 
cosy=' j^ ^Ä-^-= i; 
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alao  nach  55):  ' 

56) 

V  K^'i^I^+M^+'lKLco»(x^)+2LMcoß(yzH'^MKcoB(za:y 
Q  ICco8(a:y)  +  L  +  ilfco8(yt) 

Kco9{zx)  -t-  Lciw  (yi)  +  M 


$.  13. 

Ea  seien  jetzt 


57) 


1      ÄO     "^     A)  -Stq 

•    •    •   •    \ 

^     All  1*1  Ml 


die  Gleichungen  zweier  Geraden« 

Um  die  Bedingungen  der  Parallellität  dieser  beiden  Geraden 
zu  finden,  bezeichne  mau  die  180^  nicht  flberateigenden  Winkel, 
welche  zwei  gleichatimmige  Richtungen  derselben  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Azen  der  x^  y,  z  einschliessen,  durch  «o»  ft>»  To 
und  0|,  ßi,  Yii  und  setze:  -    . 

jro  =  ilco8ao+  Ccos/?o-|-i9co6}^o, 

Zq  :=zBcoaaQ'i-Aco8ßQ+  tf  cosy^ 
und 

Xi  =iMco8ai  +  Ccos  ßi  +  ^cosyi , 
Yi=zCco8ai-t''ßco8ßi  +  Aeo8yit 
Z|=:Äcosefi+i4cos/J|  +  £cosyi. 

Dann  sind  nach  23)  die  Gleichungen  der  beiden  durch   die  Glei- 
chungen 57)  cbarakterisirten  Geraden  auch : 

^x^—Oq  _  y— &o  _  Z—Cq 

Xq  Yq  Xq 

X,    -   Y,   -  z,  ' 
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d  es  ist  abo»  weon  Oo  nad  6^  zwei  gewisse  Factoren  bezeich- 
eo,  ofeobar: 

X^^GoK^f     Yq^sGoLq,    Zo^^G^üof 
|Oie  Bei|iDgaQgen  der  ParaüeiTität  der  beiden  Geraden  sind  offenbar: 

«e=«i»  /'o=A»  yo=yi; 

ilso  nach  dem  Vorhergehenden: 

JIq  ^  Ji|  9  Fo  ^    1|  9        Zq  ^  Z| 

loder: 

G^K^  :=  GiÄi »    GqLo^ss  Gihxt    GqUIq  =  Gl Afi ; 
'orans 


58) 


Xi      2^      ilf| 


fcigt.  Dass  hierin  drei  Gleichungen»  aber  nur  zwei  von  einander 
iiaabhSngige»  da  offenbar  eine  jede  aus  den  beiden  anderen  folgt,: 
eotiuilten  sind»  braucht  kaum  noch  besonders  erinnert  zu  werden. 
Uebrigens  kann  man  die  drei  in  Rede  stehenden  Gleichungen  auch 
«iif  folgende  Art  aosdrüdcen : 


59; 


XqLi  —  LqKi  =  0, 
LqMi — MqLi  =:0, 
Mq  Kl  —  KqIUi = 0. 


Die  Bedingungsgleichung^  dass  die  beiden  durch  die  Glei- 
Zungen  57)  charakterisirten  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen, 
ist  nach  46): 


\  +  FoFi  +  ZoZ,  +  (JfoFi+  Tai)^oB{xy) 

+(FoZi  +  ZoFi)cos(»2)  +  (ZoJfi+2oZ,)cos(i:t) 


==0, 


also,    wenn   man   fflr  X^,  T^,  Zq  und  Xi,  F|,  Z|   ihre  obigen 
Ausdrücke  einfahrt,  und  die  Gleichung  dann  durch  GqGi  dividirt: 

60) 
IfoÄi  +  loA  +  JHo^i  +  (lf(^i  +  Iro*i)  cos  (a:y) 

+  (£o*i  +  JlfoLi)coB  (yi)  +  (MqKi  +  ITo^i)  cos  (zx) 

Nach  27)  und  dem  Obigen  ist»  wenn  Won  die  von  den  durch 
die  Cileichangen  617)  charakterisirten  Geraden  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet,  allgemein:. 


h 
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-h2(K'o^  -^L^Ki)  coa{xy) 
iV«  cos  IToa  ==  Go«?i  <  ,  ' 

+  2(^oÄi+ÄoÄfi)co8(zar) 

und  nach  20)  und  dem  Obigen  ist  offenbar  ohne  Beziehung   d 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

N  ' 

*  V  Ä,«-f  ^o'+>f  «H2Äo£»co8(ariy)+2/i jS'„co«(yi)+2Ä«ÄoC09(s;F)' 


N_ 

*  VXH^HÄi*+2Si  Acos  (a^)+2i»  Ä,  cos(y»)+2  Jf,  Kieos(£ar>2 

also  ist: 
60*) cosW«,, 

*r,Ä^,  +  L„L,  +  Ä.Af,  +2(Är.A  +  i.Är,)cos(ay) 

_        ?        +2(L„ilf,+^f..L,)co8(yz)+2(iy„Art-t-goJlf,)c(>8(rar)    < 


a/      iii:,Hi.Hir.,H2Ar.I.co8(d:y)+2Loif„co8(yi)+2iroiroC08(*a:)J 
'   XtJr,HIa«+iG*+2Jr,Z,  co8(ay)+2I,jir,  cos(y2)42*,Är,  cos(za:)t 

/ 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  Bedingungsgleich ong  des  Schnei- 
dens der  beiden  darch  die  Gleichungen  57)  charakterisirten  Gera- 
den suchen. 

Die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden  sind  nach  dem  Obi- 
gen auch: 

-^O  ^0  ^0 

X,     -     Fl    -    Z,    • 

Sollen  nun  die  beiden  Geraden  sich  schneiden«  so  müssen  diese 
Gleichungen  durch  dieselben  Werthe  von  x^  y^  %  erfüllt  werden 
können,  und  die  Werthe  Ton  x»  y^  z,  welche  dieser  Bedingung 
genügen»  bestimmen  dann  die  Coordinaten  des  Durchschnitts-' 
punkts  der  beiden  Geraden.    Setzen  wir,  dies  vorausgesetzt. 
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JTo     -     Fo     -     Zo     -^«' 


X  — 


JTi   -17^-   Zi 


flo  ist: 


y-'bo=Go'yof       j:-6i  =  (?i'Fi, 
«  —  Co=  Go'Zo;       j:  —  ci  =  Gi'Zj ; 
also  durch  Sabtraction : 

Oq — Ol  =  (?i'^i  —  Gq'Xq, 

6q— 6i  =:  6V  Fl  —  (?o'  F^, 

^0—^1  =  Gi'Zi  —  Gq^Zq. 

Miltiplicirt  inaD  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

FqZi  —  Z„ F| ,    Zq2Ci  —  A'qZi ,    XqTi  —  Y^Äi 

wi4  addirt  sie  dann  zu  einander  •  so  erhftit  man  als  Bedingnngs- 
gleichuDgy  dass  die  drei  vorstehenden  Gleichungen  durch  diesel* 
^ei  Werthe  von  Gq'  und  Gi*  erfüllt  werden  können»  die  Gleichung: 

'61) 
(•b-fli)(FoZi-ZoFi)  +  (Äo-6i)  (ZoXi-JTo^i) 

+  (co-c,)  (JTo  Fl  -  FoJTi) =0, 

weMes  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  des  Schneidens  ist. 

Fährt  man  fiir  JTq,  Tq,  Zq  und  Xi^  Fi,  Z,  ihre  obigen  Aus- 
^Mcke  ein  und  flividirt  die  Gleichung  dann  durch  GqGi  ,  so  er- 
Uh  man  die  folgende  Bedingungsgleichung : 

62) 

+  (Co- ci)  (ATo^i  -  l^o«i)  =  0- 

Nach  42)  kann  man  die  Gleichung  61)  auch  auf  folgende  Art 
Wcken :  a 

•?)       («0— Ol)  t  Aoa  +  Bo,i  cos  (xy)  +  Con  cos  (zx)  ] 

+  (6o  —  *i)  { Aon  cos  (xy)  +  Bon  +  Con  cos  (yz)  1^  =  0. 

+  (Co  -  Ci)|Ao,i  cos(«:)  +  Bo,i  cos(y2)  +  Co,i  ] 
Thdl  XXXTV.  11 


L 
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Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen 

HO  —  «i  =  Gl  'Xi  —  GafXo, 
60  —  61  ^=  Gl'  Fl  —  Co'  Fo, 
Co  —  Ci  =  Gl  'Zi  —  Gq'Zq 
zuerst  nach  der  Reihe  mit 

Fl  —  Zi ,    Zi  —  -Xi ,    Xi  —  Fl ; 

r 

dann  nach  der  Reihe  mit 

Fo  — Zo,    Zo — Jfo.    Ab— To' 
and  addirt  sie  in  beiden  Fällen  zu  einander,  so  erhält  niao : 

,  _     (ao-«i,)(F,-Z.)+(6o-6i)(Z,-Jr,)  +  (co-c,)(A,— F.) 
*'"  - ~       {Xo l\ -  FoA.)  ^(YoZ^  -ZoF,)  +  (ZoA,  -AoZ.)         ' 

r  '-      i''o-a{){To~Zo)-\-{bo-b{){Zo-Xo)-\-{co-c{)iXty~-  Toj 
**»  -  ( Ao  Fl  -  Fo A.)  +  ( FoZ,  -  Zo  F,)  +  <ZoA,  -  JToZ, )  ' 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

64) 

(flo-a,)(F,-Z,)+(fto-A,)(Z,-At)-Kco-c,)(;¥,-F,) 
.r-oo- JVo  F,  -  Fo A, )  +  ( FoZ,  -  Zo  F, )  +  (ZoJT,  -  Xäi)~'^ 

* 

_     («o-ff,)(Ft-Z,)+(&o-ft.)(Z,-A,)-Kco-Ci)ai— F,) 
j,-fto_-     (j|'-,',-FüA\)  +  (FoZ,-ZoFi)+(ZoA,-2roZi)       *^ 

_     (ao-n,)(  F,-Z,)+(&o-&.)(Z,— .yO+Cco-CtKA.-F-,)  „ 
'"**-"      (A-nF,-  FoJr,)  +  (FoZ,-ZoF,)  +  (ZoAi  -  AoZ,)~  "^ 

und 

65) 

_    (oo-fl|)  ( Fo-Zft)+(&o-fe,) (Zo-Ab)-Ki!tt-c,)(.lb-  Fo) 
.r-fl,—     (;^o}-,_F„.¥j)^.(F;,z,-ZoF,)  +  (ZoA,-JroZ,)     "^i« 

_     (iio-a,)(Fo-Zo)  +  (6o-ft,)(Zo-Ao)+(co-c,)(Aro-Fo) 

y-'''  —  lÄö'F,-  FoA,)+(FoZ,-ZoF,)+(Zo;ir,-;<roZ,)    ''^•' 

_     (»0-w, )( Fo-  Zo) +(60-6,  )(Zo- Ao)+(co-c,  ){X„—Z^)  _ 

'-*^'  -     (Ao  Yi  -  y\-,x\) + ( Y„z,  -  z„  F.) +(z„Ar,-jf";;z:5*«- 

Führt    man    für    A'« ,  F„ ,  Z«   und.  J, ,  F, ,  Z,    ihre    obigen 
Werthe  ein,  so  erhält  man  leicht: 
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■a„: 
6,=- 

id 


66) 
(a«-«,)(Lj-;i/,  )+(6.,- «,)(Jlf,-iSf,  )+<Co-c,)(Ar, -i,) 


(Äoli  -  Loa,)  +  (L.i»A  -  ;!/„£,)  +  (üfoüTi  -  K«Mi)  ^*" 


(a,.-o,)(£,-^,)-K6..-6,)(iyi-igi).-|-(Co-Ci)(Ar,-.L,) 
(ii„-«i,)(L,-y»l,)+(6.-A,)(JI/,-/f,)+(c..-C|)(ig,-Xi) 


67) 


'O» 


ilf. 


_     (.a.,~ai)(.L„—M,H{b„-b{){M„-KoH{co-c{){Ko-L,.) 
~      iKLi  -  L^Ki)  +  (LcMi—AloLO  +  (,M,Mi—KolUi)  *" 

"^  _.  _     (oo-fli)(I...— ^■■)-K6..-At)(Jiyo— ^,)+(c..— Ci)(^o-£.) 

(a„-gi)(i:..,-jif»)-t-(6.,— 6,)(jtf.,-jr„)+(c,.-c,)(ir,-Xo) 

—     (ir„L|  -ioii) + (L.jifi — Ä.L,)  +  (ii/„ir,  -jToitf,)  "i' 

Setzen  wir  der  Kflrze  wegen: 

\  68) 

17^=  (fl.  -  a,) ( F,  -  Z,)  +  (6o  -  6,) (Zi  -  JlTi)  +  (Co  -  c,)  (^1  ^  Fl) ; 
so  ist  nach  64)  und  65) : 

g— •Oq        Vi  ^  X^      y  —  60  __  I7x  ^  Fo       g— c«  _  JPi    Z^ ,  ^   - 


also: 


a?= 


«of^o^l— «l^l-^c 


t7,jfi-üij:, 


69) 


3^-      t7,F,-UiFo 


2  = 


c..t7„Z,  —  c,f7,Z. 


t;„z,-t;,z, 

Aof  äbnliche  Art  ist,  wenn  wir 

70) 
F,=:(a„-ai)(I,o-üf.)  +  (6.-6,)(il/o-if..)  +  (c.-c,)(A:„-i„), 

F, =(a„ - «i)  (Li  -  M{)  +  (60  -61)  (itf»  -  Kl)  +  (c.-c,) (A:,-L,) 

II* 
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setzen,  nach  66)  und  67): 


o:  — 


^  —  ^1.^         y^^o-.    ^1,^0  S— gp^  V\  J^r.  . 


also : 

71N  ;  ..  —  ftpFoXt— 6iF|Lp 

71)    ...    .      ^y-      FoLx-F,L„     ' 

_c,F,ilf|-C|F,ilf, 
^  -      Foilfi  -  Flu/, 


§.  U. 

Wir  wollen  jetzt  die  Gleichungen  der  Geraden  suchen,  welche 
durch  den  gegebenen  Punkt  («i^iCi)  geht,  und  auf  der  durch  die 
Gleichungen 

7.>\  X  —  Oq  _  y  — ftn  _  2--£o 

^''^ Ä'o        "       io      -      ^o        ^ 

charakterisirten  Geraden  senkrecht  steht^  zugleich  sollen  die  Coor- 
dioaten  des  Durchschnitfspunkts  des  Perpendikels  mit  der  gege- 
benen Geraden,  und  die  Entfernung  des  Punktes  ("161^1)  von 
derselben  bestimmt  werden. 

Bezeichnen  wir  wieder  durch  «o»  ß»»  y©  die  180®  nicht  über- 
steigenden Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  der 
gegebenen  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
x,  ff,  z  einschliesst,  und  setzen: 

Xo  =;ilcosoo  +  Ccoßßo  +  Bcosyo, 

Fo=  Ccosao+38cos/Jo  +Aco8Yof 

Zo  =  Äcos  «o  + -4  cos  jSo  +  tf  cos  yo ; 
so  ist  wie  früher : 

JLo  =  GqKq  9     Fo  =  GqLo  f    Zo  ^  GoMo ; 

und  die  Gleichungen  der  durch   die  Gleichungen  72)  charakteri- 
sirten Geraden  sind  also  auch : 

ar— Co  ^  y  — 60  __  I  — Co 
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Bezeichnen  ferner  «, ,  /3, ,  yi  die  180"  nicht  flbersteigenden 
Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Kichlungen  de«  gesuchten 
PerpeDdikeJs  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der  x,  y,  t 
liascbiiesst,   und  wird 

Xi  =  Jlcoso,  +  Ccoa  ßx  +  Bcoayi , 

Fi^Ccoao,  +  Sco8ft  +AcaaYi, 

Z|  =Bcosa,+AcoBß,  +  (Ecnsri 

gesetzt;    so  sind  bekannilich  im  Allgemeinen 

x—a,      y — 6|       *  — c, 

lie  Gleichungen  des  gesuchten  HerpendikeU. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspuakts  der 
keideo  Geraden  durch  u,  v,  vi,  so  ist: 


«— a.. r— 6»  _  te  —  c« 

A,     —     Fo    ~     Z„ 

"— "i  _  p-6|  _«■  — C| 

jr.   —^Fr~    z. 


ind  die  Bedingung  der  PerpsndicularitSt  ist  bekanntlich: 
XoJT,  +  nr,  +  Z,Z,  +(A'.r,  +  F„JV,)co8(a:ff)  J 

+  (FoZ, +ZoFt)co9(yi)    [=0. 
+  (Zg A,  +  A.Z,)  COS(Kt)    ] 
Setxen  wir  nun 

H  —  "i  _  V  —  fi| W  —  Cj  _   I 

~tt  ~   F,  -~:zr-Gi' 

CO  Ut: 

-f,  =  G,(»— a,).     r,  =  Gi(p— A,),    ^  =  G,(w— c,); 

tiso    wegen  der  varstehendeii   Bedingungsgleichnng  der  Perpen- 
licolaritfit: 

+  |(«>-*i)-X»  +  (u-fli)  r„lcos(a:i,)  f  _ 

+  |(*c-c.)n  +  {c-Ö,)Zo|co8C2,t)  l  ~ 

+  l(a-<i,)Z»+(«'— «i)*«ic»8(ac)  ' 
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+ 1 X^  cos (xy)  +  Fö  +  Zo  cos (yx)  1  (ü— 60  J  =0, 
+ 1  Xo  cos  (xa:)  +  F„  cos  (yz)  +  Z„  |  (tD— C|) 

also: 

t  ^„  +  Fo  cos  ( j:y)  +  Z„  cos  (xj:)  |  («  — '  Co) 

+  { X^  cos  (.ry)  +Yo  +  Z^  cos  (yz)  1  (p  -  6„) 

+ 1  X„  cos  (ix)  +  Vo  cos  (yz)  +  Z.,  I  (f^  —  c«) 

=     { Jfo  +  J^o  cos  (jry)  +  Zo  cos  (za:) }  (/i, — cr„) 

+ 1 -Xo  cos  (jry)  +  Fo  +  Zo  cos  (yz) !  (6i — 6o) 
+ 1  -Xo  cos  (zx)  +  Fo  cos  (yz)  +  Zq  I  (cj  —  Cq). 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Gleichungen: 

u — Oq  __  V  —  bp w — Cq 

Ao     -     Fo    -      Zo     ' 

und  überlegt,  dass 

I  ^  +  Fo  cos  (xy)  +  Zocos  (zx)  ]Xp 
+  \XoCOB(xy)+  Fo+ZoCos(y2)|Fo 
+  tAoCos(zj:)  +  FoCos(yz)+  ZolZo 
=Äo*+  Fo«+ZoH2JXo  FoCos(ary)+2  FoZoCos(yz)+2Zo-XoCos(r«)=A'« 

ist;    so  erhält  man  zur   Bestimmung  von  u,  v,  w  die  folgenden 
Formeln : 

73) 

^       [Ao+Focos(;ry)  +  Zoco8(iar)](ii|— Ho)   x 
A^«.(ii-Oo)=  !  +[^oCOs(.Ty)  +Fo+ZoCos(yz)]  (6t  -6o)  (  A«, 

+  [XpCos(2x)  +  Focos(yz)  +Zo](c,  —Co)  ;, 

[Ä'o  +  Fo  cos  (xy)  +  Fo  cos  (tx)]  («i  —  Op) 
iV«.(r-6o)  =  ^  +[^cos(j:y)+Fo+ZoCOs(yz)](6|— 6o)  J  Fo, 

+  [JXoCosCza;)  +  Focos(yr)  +  Zo](Cj  —Co) 

[ Ao  +  Fo  cos  (xy)  +  Zo  cos  (zx)]  (oj  —  Oo) 
iV«.(w  — Co)=s^  +[AoC08(j:.y)+Fo+ZoCos(yz)](6,-.6o)  ^  Zo- 

+  [JKoCos(zar)  +  Focos  (yz)  +  Zo](C|  — c^) 
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Setzen  vir  der  Kurse  wegen: 

74)  .  . .  11=     |-Xi).+  FQCoiB(j:y)  +  ZoCOß(za:)l(fliL-"«o) 
+  lJSi>co8(j:y)+  Fo+ZoC08(yt:)l(6t  — 6o) 

ao  ist  aucb^ 

75)  ...  .   j  A*.(6i— ü)=iV*.(6i-6o)-IIFo. 

(  iV«.(Ci-ii>)  =  iV2.(^i-eo)— «Zo, 

Bezeichnet  nun  P  die  LSnge  des  von  dem  Punkte  (ai6|C|)  auf 
die  gegebene  Gerade  ^ef^llten  Perpendikels,  so  ist  nach  18)  be- 
kanntlicb : 


f»=(ai— ll)»  +  (6,-e)•+(c,^w)«  +  2(o,- 
+2(6,- 
und  folglich  9   weil  nach  75) 

öl— :tt=ai — Oq  —  2y5-^o» 

It 

bi  —  t  =  6i  —  6o —  yyä  Fo  > 

Cj  — »  =  Ci  —  Co  —  ICrä  A) 


■©)(c, 

ic)  {«i  -^  tf)  cos  («ar) , 


e)cos(ary) 


ist: 


It  U  U 

+  2 (ai  — oo  —  2v« -^0^ (** "^^0 "^ ]V*  'o) cos (ary) 

+2(6i— 6o— j^  Fo)(<?i— Cö  — ^Zo)eos(yz) 

It  tt 

+2(ci  — Co  — jpZo)(o,  — flro-2y2-^)co8(2ar). 

.Ceberlegt    man,    dass,    wenn  J5o,i    die  Entfernung    der    beiden 
Pankte  {o^qC^  and  (aiAjCi)  von  einander  bezeichnet,  nach  18) 
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^on*  =  («i-öo)*  +  (61  -60)«  +  (c,— Co)*  +  2(aj  -a«)  (Ai— 60)  cos  (ary) 

+  2(6|  —60)  (cj — Cö)  CO»  (yx> 
+  2(ci  —Co)  («1  — «o)  CO«  (mt). 


dass  ferner  offenbar 

»=     («1— ao)-^  +  (Ai— *o)'o+(ci— Co)Zo 
+t(ai— öo)  ^o  +  (6i  — *o)^o)cos(:rar) 
+ 1  (61  —  *o)  ^0  +  (ci — Co)  Fo )  cos  (yz) 
+  t(ci  —Co)  -^0  +  («1  —  «o)  Zol  C08(2ar), 

und  endlich,  dass 

N^^X^H  Fo«+Zo«+2Jiro  FoCofl(j:y)+2  FoZoC08(yr)+2ZoAoCos(2ar> 

ist;   80  erhält  man  durch   leichte  Entwickeluof^  des  obigen 
drucks  von  P^  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 

/>«=:£o,i*— 22yä  +  2y2=^on*— ^^y  , 
also: 


76)    .....    .     P=^E^,^'-(^y. 


Nun  ist  aber  bekanntlich  auch   • 
^1*+  Fi*+Zia+2^i  Ficos(ar3^)+2FiZiC08(3^i)+2Z,  J!fiC0s(2j')=iV*, 
also  nach  dem  Obigen: 

I(u-Oi)H(p— Ai)*+(w— C|)*  +  2(a— a,)(e-6,)co8(a;y)  \ 
+  2(r-6j)(to-Ci)cos(yz)  [  =iV» 
+  2(10— Ci)(a— ai)co8(ar)  ' 
folglich  offenbar 

77)    .    .    .      Gt*P*=ff*.  ako  6'i=±^; 
and  daher : 

78^     y_,JV(u-ai)      p_,iV(r~ftt)  J,iy(«>-C|). 

also  weil  nach  75): 
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M  — a,=iio— a, +  ^^, 


-c,=eo— c, + 


w 


n=±2(*o-*.+|-.i'o). 

Zl  =  ±  P  («0  — C|   +  2^  Äo). 


_  A,coa(j;g)-i-r,  +  Z^  cOB(yj) 

—  iV  ' 

_  Xi  cna(y)  +  r,  co8(.y:]  +  Z. 

ber  mittelst  der  Formeln  79)  leicht  die  folgen- 

80) 
— «i)  +  C*p  — Ai)cos(ary)  +  (C(,— cj)c(w(«:)  J 
,[jro+roC08(:ry)  +  ZoC08C^)]  j 

— «,)co8(a^)  +  (*„— öj)  +  (Cb—c,) cofl(yi)  J 
XX^wa{xy)-\-  Fo+  ^co8(ffi)]  J 

— o,)cos(ar)  +  (&„  —  6i)  cob  (yz)  +  (co  -Ci) 
I  [  Ao  cos  {tx)  +  Fo  cos  (yj)  +  Zo] 


(■ 
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C08«o== — 7V "^' "' 


cos 


:¥o  C08  (a?y)  +  Fp  -f  ^o  cos  (yi) 


-Xo  cos  {ix)  +  Fo  cos  (yx)  +  Zo 
cos  yo  = ^^ 

ist: 

81) 

n 

(«0— «i)  +  (*o— ^)co8(ary)+(<?o— Ci)cQ8(za:)  +  -^cosa^ 
cos  Oft  =± p * ■ 

It 

(rro— flr,)cos(ary)  +  (*o--*i)  +  (cq— C|)co8(y2)+  ^cos^o 
cos/Ji=± p  ~~  » 

(no— 0|)cos  (zar)  +.(6o  —  ^Ocos  {yz)  +  (Co— c,)  +  ^cos  y^ 
cosyj  =± ^p — _ — — 

In    alle    diesen  Formeln  konnte  man  nun  statt  X^^^  Fo,  Z^ 
auch  leicht  Kq,  2^,  Mo  einfuhren,  denn  weil 

J|[o*+  Fo«+  V+2J^o  FoC08(xy)+2  FoZoC08(y*)+2Zo  JroCos(2a:)=JV« 

ist  ^  so  ist  nach  dem  Obigen : 

Go*{  Aro»  + Lo*  + ^o*  +  SiToLö  cos(:r3()  +  2ioilf<yco»(yz) 

+  2i!foiroCos(2a:)|  =  iV», 
also : 

82) Co  = 

N 


V  iro*+XoH»o*+2A'oX,cos(xy)+2Lo  ;if^cos(iy2)+2üf,jroC08(iar)' 
und  folglich : 
83)    '.......    .      Xo  = 

± 


Vjro«+ !»•*+ -/l/oH2iro  JLoC08(d:iy)+2Lu  ^oco8(y«)+2illo  JTo  cos(za:) 

Fo  = 

Vif.«+Lo«+iRfo*+2ir„L„cos(xy)+2L,i!/oC08(.yz)+2Xi:oW^^ 

Zo  = 

V  ifoHtoHilf o«+2iroI>oCOs(a:y)+2Lo  ilfoCos(yi)+2»o^oC08(jarj* 


Netu^  Thfiorie  der  geraden  Unie  im  Räume  ußd  der  Uene.    \j^ 

Offenbar  ist  nach,  dep  Vi^hergebende^:  auch : 

84) 

lI  =  iV((a,-.i,y)<>08aö+(*i— 6o)c08/?,^  +  (ci'-Co)co8yoU 
fblglich  nach  76) : 

85) 

''=^  ^^on*-IK-fli)co8ao+(^,-*,)co8/?o  +  (Co-c,>coayol* 

ir^cber   Aosdrock    also   für  jedes    ganz    beliebige   Coordlnaten- 
system  gilt.    Den  aos  84)  folgenden  Ausdruck: 


86) 


n 


J^  =  K  — «o) cos«ö  +  (Ä|,-. bo) coß/Jo  +  (ci  -Co) cos yq 

kann  man  leicht  in  die  Formeln  81)  und  auch  in  die  unmittelbar 
ans  79)  sich  ergebenden  Formeln: 

1  it 


87) 


einfuhren. 


Die  Gleichnngen  des  von  dem  Punkte  (fl,6ic,)  auf  die  gege- 
bene Gerade  gefällten  Perpendikels  sind : 


•    • 


^1        rT"  Zx  ' 


88)     .    . 
also  nach  87): 

fnfi y—bt  z—c, 

(«o-««)JV+^jro        (6o-Ä,)iV+^Fo       (eo-c,)2V+^Zo^ 


89) 
3^— ^ 


die  man  leicht  noch  auf  verschiedene  Arten  schreiben  konnte. 


§.  15. 

Wir  wollen  mm   die  kürzeste   Entfernung  der  beiden  durch 
die  Gleichungen 
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90)  .     Ko    -   Lo    -  «0   ' 

charakterisirten  Geradeo  Ton  einander,  welche  bekanntlich  die 
auf  diesen  beiden  Geraden  zugleich  senkrecht  stehende  Gerade 
ist,  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  die  180o  nicht  fibersteigenden  Winkel ,  ^i^elehe 
eine  der  beiden  Richtungen  der  ersten  und  der  zweiten  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  %  einschließet, 
respective  durch  »q  ,  ß^,  y^  und  oti  ,  ßi,  yi;    und  setzen 

Xq  ssücostfo  +  Ccos/Jq  -f  ^cos/o, 

91) .   .  .   ^  Fo  =  Ccosao+38cos^o  + -^ cos/o* 
ZQ=:Bco8aQ+AcoaßQ  -f^cos/o 

und 

Xi  =ilcosa|  +  Ccoaßi  +  Bcosyi, 

92)  .   .   .    ^    Fi^Ccosai+Hcoaßi  +  Acoayi» 

Zj  =  Bcosui  +  Acoaßi  +  tf  cosyi; 

so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden  bekannt- 
lich auch:  ^ 

^0  Fo  Zq 

93) 

Xx    -    r,  -  z,  ' 

and  wenn  wir  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander: 

94) ;   .   .   .   .    <?o  = 

N 


VKt*+Li*+  Mi^+iKiLg  wbOcs)  +UiMi  cos  (yi) + 2lf,  li  cos  f«r) 
setzen;  so  Ist: 
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Ji  r^GiKiy    Fl  =  Gl  Li ,    Zi  =  Gl  Ml. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  DarcbschnittepnDkte  der 
icorzesten  Entfernung  mit  den  beiden  gegebenen  Geraden  durch 
^0»  ^o»  ^  ^"^  ^\*  y\>  H^  ^^  ^^"^  Xi9k^  47)  oder  48)  die  Glei- 
choDgen  der  kürzesten  Entfernung: 

oder 

auch  haben  i^ir  die  folgenden  Gleichungen: 

^0 — Qo yp-^fto 3=0 ""^0_/^  i 

-'^  -«O  ^0 

X    -    Fl    -"zT"^'' 

Weil  die  kürzeste  Entfernung  auf  den  beiden  gegebenen  Ge- 
reden senkrecht  steht «  so  haben  wir  wegen  ihrer  obigen  Glei- 
choDgen  and  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  46)  offen- 
bar die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

(jTo— ari)cosao  +  (yo— yi)co«i5o  +  (^o  — n)cosyo  =  0, 
(aro— a:i)co8ai  +  (yo— .yj)cosft  +(:©  — J^i)co«yi  =0» 
also,  weil  nach  dem  Vorhergehenden: 

^0— ^o=Go'Jro,    y«— 6o=6VFo,    2o— <?o=Go'Zo; 

a:,— ai  =  Gi%,    yi-6i  =  Gi'Fi,    ii-.ci=rGi'Zi 
Qod  folglich 

Xq — ^i=flo — «fi  +Go'-^o — C^i'-^i> 
yo-yi=*o-*i  +  Go'Fo-6?i'Fi, 

2o  -  ri  =Co-Ci  +  Go'Zo  -  ^1% 
ist: 

(«0 — a, )  cos  Oo  +  (6o  —  *i)  cos  ßo + (cq  —  Ci)  cos  y© 

+  (XoCOBao+  FoCos/Jo  +  ZoCosyo)Go'  J=0, 
— (J^i  costto  +  Fl  coBßo  +  Zi  conyo)  ^i' 
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(«0— «'i>«>«*i+(*ö— 6i)cosÄ  +  (co^Ci)co»yi  J 

—  (Jf|  cos«!  +  Fl  cosft  ^Zj  cosyj)  Gi'  / 
Nacb  35)  kt: 

XoCosctQ-i-  ToCosßo-i'Z^coMYo^^'^9 
Xi  cos tti  -|-  Fj  cos^i  +  Zi  cos  Yi  =  2V; 

und  wenn  wir  den  ▼on  <len  beiden  gegebenen  Geraden  einge- 
schlossenen Winkel,  welcher  den  beiden  durch  die  Winkel  oq,  ß^y^ 
und  ctifßi,  Yi  bestimmten  Richtungen  derselben  entspricht»  durch 
Wq,i  bezeichnen,  so  ist  nach  ä6): 

Xq  coaai  +  IqCos  ßi  +  Zq  cosyi  =  Neos  Wo,i , 
Xi  cosoq  +  Fl  co8i?o  +  Zi  cosyo==  iVcos  Wo,!. 
Also  ist  nach  dem  Obigen : 

(ai — Oo)  cos  oo  +  (6i — bo)  cos  ßo  +  (cj  —  Co)  cos  y^^ 
SS  iVGo'— cos  FF^.i .  2VGi', 

(ni— Oo)cosaj  +  (6i— 6o)cosft  +  (cj— Co)cosy, 
=  cos  Won  -^Go'  —  iV6?i'; 

mittelst  weiciier  beiden  Gteicfaungen  NGq   und  NCi',  also  auch 
6ro'  und  Gl'  bestimmt  werden  kOnnen. 

Nach  leichter  Rechnung  erhält  man  auf  diese  Weise ; 

96) 
(ai  —  üq)  (cos  «0 — cos  «x  cos  Wq,i  ) 

«in  IFo,i*.  NGo'  =  ^  +  (^i  —  *o)  (cos  /^o— cos  ßi  cos  Wo»i ) 

+  (ci  —  Cö)  (cos  yo — cos  Yi  cos  IFo,i  ) , 
(oi  —  ctq)  (costti  —  cos  Oo  cos  W^pi) 

8inlFo,i*.iVGt'=-- ^  -¥ (bi--bo)(co8ßi—co8ßoCosWofi) 

+  (ci  —  Co)  (cos  y,  —  cos  yo  cos  Won)- 

Hat  man  auf  diese  Art   G^'  und  6r|^  bestimmt,   so  ist  nach 
dem  Obigen: 

ia?o=:ao+Go'-Xo,    yo=*o+Go'Fo,    «6  =  <?o+ G^o'^o  > 
- 
j:i=raj+Gi'Jr,,    ^i=6i+6?i'Fi,    ii=Ci+Gi'Zi; 

wo  man  Tur  Xq,  Fo>  Zq    ttnd   Xi,  Fi,  Z|   auch   ihre  Wertbe 
aus  91)  und  ^  oder  ms  96)  elofiibrea  kann. 
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Will  man  die  Winkel  dö.  /?o>  yb  vn<l  «|,  ßii  ^i  gabz 'eliininl- 
I,  so  hat  man  nach  32)  die  folgenden  Formeln: 

98) 
X^-^-Tq  C06  {xy)  +  Zo  cos  {ix) 

cos  Oq  = 


N 


) 


_AoCo8(xy)+.Fo  +  ZoCos(yi 

JTo  COS  (zx)  +  Fq  col«  {yi)  +  2© 
cos  yo  = 2y ^~ 

Xx  -f  F|C08(a?y)  +  Zi  cos  (ix) 
COSffi  = -^ 

^  _  Xi  cos  (jry)  +Yi+Zi  cos  (yt) 
cospi  —  2y 

^««^  _  -^1  cos  (zx)  ^  Fl  ctis  (yt)  +  Zj 
cosyi  —  ^ 

»der  9    wo  keine  Beziehung  der  Zeichen  auf  einander  in  den  bei« 
den  folgenden  Systemen  Statt  findet: 

99) 
=± 


....    coso^ 
Kq  +  J^o  cos  (xy)  +  Mq  cos  (zx) 


eosft, 


=ir 


KnCo»(xy)  +  Lo  +  i^pCo^i^fr) 


Vl^o*+^o*+i<o*+2^oiocos(^  +2LoifoCos(y2)+2ifo/^o  coslzo;)' 


=4 


cosyo 
ifoCö8(t.r)  +  LoCOS(yt)  +  ^4, 


VHf 0*+  Lo«+ifo*+2/^oLocos(jry)  +2LoifoCos(yz)+2lro*roCOs(iar)  * 


COS«| 

ATi  +  £>i  cos  (xy)  +  Jlf|  cos  (:jr) 


=4^ 


V  Äi«+i:ri«+jtfiH2«,L, co6(a:y)+2IiiriCos(y2)+2iri  iT, cos(Mr) 

cos  |?i 
ATi  cos  (xy)  4  L|  +  J!/|  cos  (yz) 


VXiHI^iHMiH^ETLi  cos  (^^)+2L,  Ml  coß(yz)+2Mi  AT,  cos(Kr)' 


=db- 


cosj^i 

V 

AT,  cos  (2a:)  +  Li  cos  ( jyt)  +  Mi 


V  «riM-I^HilfiH«*!  IiC08(Äy)+2ii  jSriCos(yx)+2iiri  ATnCosCiar) 
in  Anwendung  zu  bringen. 


168  (^runeri:   Die  allgemeinsten  Getei%e  der  KrpHaUogre^ikte. 
Aus  den  beiden  Gleicbongen 

folgt,  wenn  G^yi  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

x^^Xi  =  Go,i  (coß/?oco8yi  —  co8yoCos/?|), 
Vo  — yi  =  Go,i(co8yo<^<>s«i— costt^cosy,), 
«0 — *i  =  Go»i(co»«oCO«ft  —  cos/^ocosffi); 
oder  nach  38): 

100)  .    .    Xq — a?i  =  Go,i  Ao,i  y    y© — yi  =  ^on  Bo»i> 

2o  —  *i  ^^  ^o»i  ^o»i  • 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

^0*1  Aq»!  ^ ^  —  ö|  +  Gq  Xq ""Gl  Ai , 

^0>l  ^0»!  =  *0  —  *1  +  f^o'  ^0  ~  ^l'  '^^ 

Go,i  Co,i  ::^Cq—  Ci  +  GqZq  —  Gi'Zi ; 

woraus,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 

mqZi  —  Zq F| ,    Zo-Xi — ^Zj 9    JKq Fl  —  Fq JTi 

multiplicirt,   und  dann  zu  einander  addirt,  auf  der  Stelle  der  fof- 
gende  Ausdruck  erbalten  wird: 

101)  .   .   : Go,i  = 

(no-gQC  IgZi^Zo  l\H(bo-b,  )(ZoXi  -^oZQ+fa-c,  )(Xo  F^-  Fp  JT, ) 
Ao»i(^O^i — ^o^i)  +  Bou(^o-^i — -^o^i)  +  Con(^o^i'~  ^O-^i) 

Folglich  ist  nach  42): 

102) 

I  Ao,i  +  Bo,i  cos  (xy)  +  Co,i  cos  (ix)  \  (ao—Oi) 

+ 1  Ao,i  cos  (xy)  +  Bo,i  +  Co,i  cos  (yt)  ]  (bo — *i) 


P     _        +  \  Ao,i  cos  (zx)  +  Bo,|  cos  (yz)  +  Cp,! }  (Cp  —  cQ 
^^^'i""  I  Ao,i«+Bo.iHCo,iH2Ao,iBo.iCos(j?y)+2BoaCo,iC08(yi) 


+  2Co,i  Ao,i  cos  (zx) 


I 


Bezeic|inen  wir  jetzt  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  ge- 
gebenen Geraden  von  einander  durch  £on »  so  ist  nach  18)  und  100): 
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^«=  Co.i«l  A«.i«  +  Bo.,»  +  Co;,» 

.   +2 Ao,i  Bo,i  cos  (xy) + 2Bo,i  Coa  cos  (gx)  +2Co,i  Ao,i  cos  (zx) J, 

\o  nach  102),  wenn  man  in  dem  folgenden  Ausdrucke  das  obere 
kr  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der  Zähler  des  Bruchs 
»tiv  oder  negativ  ist: 

103) 

{ Ao,i  +  Bo,i  cos  (xff)  +  Co,i  oos  (zx)  ]  («o  —  Hi) 
+ 1  Ao,i  cos  (x3f)  +  Bo,i  +  Con  cos  (yx) }  (6©  —  *i) 

,      -f  { Ao,|  cos(i3r)  -f  Bq,!  cos  (yi)  +  Cp,, )  (cp— cQ 

\r  j  Ap,i*+ßp,i*+Cp,i»+2Ap,i  Bo„  co6{xy)  j" 

*    (  +  2Bo,|  Cp,|  cos  (yz)  +  2Cp,i  Ap,|  cos  (zx)  ) 


Nach  44)  ist 


104) 


»in  WiMi  •  V^ 


=V| 


Ap,i*+Boa*+Cp,i«+2Ap,i  Bp,i  cos(a:y) 

-    +2Bo,i  Cj,|  cos(y2)+  2CpH  Ap,!  cos(z±) 

was  man  auch  in  den  Torigen  Ausdruck  für  den  Nenner  einf&h- 
rMi  konnte. 

Aus  103)  und  42) ,  in  Verbindung  mit  104),  erhSit  man  auch 
Mthi : 

105) 

( YoZ,  -  Zo  F,)  (ao  -  aO ,+  (Z^,  ^  X^Z{)  (bo  -  b^) 

-KXF,^Fo^O(Co-cO 

sin  fFo>i  •  NVN 


^•,«=db 


und  kann  für  X^^  Fq,  Z«  und  Xi,  F|y  Z|  in  diese  Formel  auch 
fofcfat  die  Ausdrücke  95)  in  Verbindung  mit  94)  einführen. 


Bweites    KapiteL 

Die    Ebene. 


5.  16. 

Um  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  su  finden»  wollen  wir 
dieselbe  l»etrachten  als  den  Ort  aller  der  Geraden ,   welche  auf 


Th«il  XXXIV. 


12 


I 
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einer  gegebenen  Geraden  in  einefki  gegebenen  Punkte  dessel- 
ben senkreoht  stehen,  so  dass  wir  uns  also  die  Ebene  beschrie- 
ben oder  entstanden  denken  durch  den  einen  Schenkel  eines  um 
seinen  andern,  tAn  eine  feste  Gerade  im  Räume  gedachten  Schen- 
kel steh  berambewegenden  rechten  Winkels.  Demnach  denken 
wir  uns»  um  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  su  entwickeln, 
eine  durch  den  Punkt  (abc)  gebende  feste  Gerade,  deren  eine 
Richtung  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  w^y^  z  die  180^ 
nicht  abersteigenden  Winkel  a,  /3,  y  einscbliesst.  Die  Gleichun- 
gen dieser  Geraden  sind  nach  L  13) : 

(a?--a)+(y-*6)cos(jry)-|-(z— c)cos(ia:) 

cos  er 

_  (^^  g)  cos  (a?y)  4  (y  -^  ft)  -f  (i—  e)  cos  (yz) 

cos/3 

_(j:— fl)co8(;ar)  -^  (y— 6)co8(yi)-Kt— c) 

Die  Gleichungen  einer  zweiten  durch  den  Punkt  {abc)  gehenden 
beliebigen  Geraden  seien: 

(ar — g)  -Kff — 6)  cos  (xy)  -f  (i — c)  Cos  jix)  \ 

cos  6 

_  (^  -  q)  cos  (j?y)-t-(y— 6)4(1— c)  cos  (yz)  f      ^ 

cos  CD 

_(a:— a)cos(zar)-f(y— ft)cos(yg)+(g~c) 

COS  3 

Soll  nun  die  zweite  Gerade  auf  der  ersten  senkrecht  stehen ,    so 
muss  nach  I.  46),   wenn  wir 

JsäJcosa-f  CcoBj84  Bco^y^ 

Fs=Ccosa-f]$cdS/34i4cosy, 

Z=£coso-f  2lcos/?-f  £cosy 
und 

X=:ilco60-f  Ccostt-f  jBcoscS, 

!P=:  CcOS^-f  ]SC0S  00  4  ^  cosö, 

5=Bcos04^coso>  4  tf  cos €5 
setzen , 

jr*4Fy4ZS 

4(^4FJ0c9s(ay)4(F54ZWco«(y»)4(Z»4J»)cos(ttr)    ^" 
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•eio,  welche  Gleichttng^  wdl  die  zweite  Gerade  nicht  als  fest 
.fod  aoTerSoderlicb  wie  die  erste  aufgefasst  wird>  unabhängig  von 
bestimmten  Werthen  toh  B^  ai,  H  Statt  finden  Innss. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

CrcosO  =(jr-*a)  +  (y-^6)cos(^y) -f  (z— c)cos(2a?), 

C7cosio=(jr— €i)cos(^)4-(^ — A)+(i— c)cos(jf«), 
C7cos€5=(^— *a)  cos(z^)  +  (y — b)  cos(yz)  +  (2 — c); 

GI=     |il+Ccos(^)+i?eos(2a:)}0if-Ä) 

+  |Jcos(Äy)+C+ilcos(y2)Ky-«) 
+  {ilcos(ia:)  +  Ccos(yr)+ÄKaJ-.^), 

Gyt=     |C+38cos(ary)+i4cos(iar)K^— fl) 
.   +{Ccos(j:y)+»+.<cos(y2))(y— Ä) 
+{Ccos(2ar)+)Jcos(jrt)  +  -^l(2  — c), 

G'5=  lÄ+i<cos(jy)+«cos(ia:))(ar— a) 
+|Bcos(a:y)  +  i4  +  «cos(y2)|(y— Ä) 
+  (J?cos(2j:)+i<cos(y2)+tfK2  — c); 

und  mittelst  leichter  Rechnung  findet  man : 

ü  +  Ccos(ay)  +  Äcos  (4a?)=r  JV, 

1)  .   .    .    .    -<  Jcos(j:y)  +  C+Äcos(y2)Ä0, 

AcoB(tx)  +  Ccos(y2)+J?s=0; 

C  +  38  cos  (ay)  +  iicos  (la:)  =  0, 

2)  .   .    .    .    ^  Coos(Äry)  +  »  +  ilcos(yjO=JV, 

Ccos(2ar)  +  38cos(y2)  +  i<=0; 

B  +  A  cos  (a^y)  +  tf  cos  (2a:)  =0, 

3)  .   .    .    .    -^  Äcos(a:y)  +  ^+ «cos(yi)=0, 

B  cos  (2a:)  +  -4  co8(y2)  -{•  (£z=N; 

«Iso  nach  dem  Obigen : 

GJf=ir(a:-ii),    C^±=^N{y^b),    GS=N(z^c). 
Wir  haben  daher|,>ean  wir  d&eebige  Gltftcbiittg  swischen  IT»  F,  Z 


^^^»V*9  mit  Cr  roultipliciren  und  (ür  GX,  Gp,  GS  ihre  vor- 
«tthenden  Werthe  ^tzen^  die  folgende  Ofdebang: 

12* 


=0 
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-X(a?— a)+F(y-ö)  +  Z(2:— c)  \ 
+  [X(y''b)+T(x^a)]coB(xy) 
+  [F(x  —  c)  +  Z(y — 6)]co8(ys) 
+  [Z(jr— a)  +  J(z— c)]co8(2ar) 

Also  ist  die  gesuchte  Gleichang  der  Ebene: 

4).   .   .   .        2:(a:-a)+F(y-6)  +  Z(2-c) 
+  {jr(y— 6)+  F(a:— a)|eo8(ary) 
+  1  F(z— c)  +  Z(y-6))  cos(.y*) 
+  {Z(a:— a)  +  Jf(z  — c))cos(«^) 

oder: 

5)  .   .   .      {-X+ Fco8(jy)+ Zcos(iar)K^— «) 

+  {ÄcoB(xy)  +  F+  Zeos(y2))  (y-6)  }  =0. 
+  { jreos(2a:)  +  Fcos(y2)  +  Z|  (z  —  c) 

Nach  I.  31)  ist  aber: 

X+  FcoÄ(a?y)  +  Zcos(x4;)  =  iVcosa, 
jrcos(j:y)+  F+  Zco6(^)=:iVcos/?» 
Xcosizx)  +  Fcos(^2)  +  Z=iVeo8y; 

also  ist: 

6)  .   .   .  (x — a)cosa4-(^  — 6)cos/}-f  (^ — c)oosyc=0 

die  GlefcbuDg  der  Ebene. 

Creht  diese  Ebene  überhaupt  durch  den  Punkt  (fgh),  so   dass 
also  dieser  Punkt  ein  Punkt  der  Ebene  ist,  so  ist  nach  6): 

(/*— a)co8«+(sr — b)eo&ß  +  (h — c)cosy  =  0, 

folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  von  6)  abzieht: 

7)  .   .   .  (ar — /)cosa+(y — ^)  cos/J-f  (z— -A)cosys=:0 
die  Gleichung  der  Ebene. 
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5.  17. 

r 

J«de  durch  eine  GleichuDg  von  der  Form 
8) Ä(a:-a)  +  X(y--6)  +  ilf(z— c)  =  Ö 

charakterisirte  Fl&che  ist  eine  durch  den  Punkt  (oöc)  gehende  Ebene. 

Mao  nehme  in  der  durch  die  Gleichung  8)    charakterbirten 
Fliehe  i&wei  beliebige  Punkte  (A^o^)  u°'  (fi9\fh)  a°>  ^^  >^^* 

/if(/i  -a)  +  X(^i-6)+Jf(*,-c)=0; 
also  durch  Subtraction: 

Legt    man   nun  durch    die  beiden  Punkte  (/o^o^o)  und   (A^|A|) 
cane  Gerade ,  so  sind  nach  {.  IL  deren  Gleichungen : 

fo—fi      9o—9i       Ao  — Ai 
oder 

x  —  fx_  y—9i   _.  g  — Ai  ^ 

/"o— /i       ^o— ^1   .    Ao— A,* 

und  wenn  ako  jetzt  (r^l)  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Punkt 
dieser  Geraden  bezeichnet^  so  ist: 

t — /o  _  V^9o  _  I^-Aq 

/o— A  ~"^o— ^i  ""  Ao  — Ai 
oder 

y— Ä  ^  t?-^i  _  ?— Ai  , 
A— A      ^0  —^1       Ao—  A, ' 

abo,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

^o-A  =  <?(jr-/-o),    9o-9i  =  G(tf^go)>    Ao-A^  =  C?(f-Ao); 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 

Addirt  man  hierzu  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung:' 

Ä(A-a)  +  X(^o-6)+  itf(Ao-c)=0, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

^  sieht  also»  dass  der  Punkt  (rvf)  die  Gleichung 
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befriedigt,  folglich  in  der  durch  dieselbe  charakterisirten  Fläcfae 
liegt.  Da  nun  die  Pnnkfe  (^q^o^o)  ^^^  (fiffi^i)  >"  dieser  Flä'cbe 
beliebig  angeooiniiieQ  worden  sind  9  and  du  {tt}})  ein  ganz  will- 
kflbrlicher  Punkt  in  der  durch  diese  beiden  Punkte  gehenden 
Geraden  ist,  so  sieht  man,  dass  jede  durch  irgend  zwd  Punkte 
in  der  in  Jlede  stehenden  Fläche  gezogene  Gerade  ihrer  i^anzen 
Ausdehnung  nach  iq  istB^  Fläche  föllt»  dies0  Fläche  folglicli 
eine  Ebene  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte.  Dass  aber  diese 
Ebene  durch  den  Punkt  (abe)  geht,  oder  dass  dieser  Punkt  in 
derselben  liegt,  versteht  sich  von  selbft»  weil  die  Gleichung 

Kix^a)  +  L(y—b)  +  Miz^c)  =  0 
durch  die  Werthe  a,  b,  c  der  Coordinaten  oß^  y,  z  erfüllt  wird. 


§.  18. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungsgleicbnng^n  suchen,  welche 
erfallt  sein  müssen,  wenn  eine  Ebene  und  eine  Gerade,  der#n 
Glelcbungcfn  beziehungsweise 

9)  .    .    .     «(ar— a)+X(y— 6)  +  ilf(x— c)=>0 

und  * 

10)  ^—Oq  _  y—h  _  3;--Co 

Ä©  liQ  JBq 

sind,  auf  einander  senkrecht  stehen  sollen. 

Bezeichnen  wir  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  Richtungen  der  durch  die  Gleichungen  10) 
charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
X,  y,  z  einschliesst,  durch  a^,  ß^,  7^;  so  ist  nach  §.  16.  die 
Gleichnng  der  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden ,  auf  A%t  ip  Rede 
stehenden  Geraden  senkrecht  stehenden  Ebene: 

(a:— a)cosöo  +  (y— *)co8/?o  +  (2:  — ^)cosyo  =  0*); 


*)  Zum  Ueberflass  kann  man,  das»  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichimg 
1)   .  .  .    (a:— /)co8a+(y — ^)cos/J  +  (2 — A)cosy=0 

eine  durch  den  Punkt  Cfffä)  gehende  Ebene  dargestellt  wird,  welche  aof 
einer  Geraden,  deren  eine  Richtung  mit  den  positiire«  Theilen  d^Axeo 
der  07,  y,  %  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel  a^  fi^  y  einschliesst, 
senkrecht  steht,  jetzt  noch  besonders  anf  folgende  Art  beweisen. 

Dass  die  in   E«de  atehende  Qleich«M%  eine  daroli  den  Punkt  (^A) 
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« 

■ad  da  dud  mit  dieser  Ebene  die  dvrcb  die  GULolmns  9)  charak- 
'tarisirte,  gleichfalls  durch  den  Punkt  {übe)  gehende  Ebene  zusam- 
owofallen  muss,  wenn  sie  auf  der  durch  die  Gleichungen  10) 
^arakterisirten  Geraden  senkrecht  stehen  soll^  so  muss,  wenn 
G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


t«hende  Ebene  darstellt,  folgt  anmittelbar  an«  $.  17.  Itl  nun  (abc)  der 
Dnrcheehnittspunkt  dieser  Ebene  mit  der  Geraden,  deren  eine  Richtung 
mh  den  pesitiren  Theilen  der  Axen  der  X^  y^  %  die  180®  nicht  fiber- 
steigenden  Winkel  a^  ß^  y  einschliesst ,  so  ist  nach  1): 

2)  .  .  .   (a — f)co8€t-\-{b — ff)cosß-i-(c — A)cos7  =  0» 
abo,    wenn  man  2)  Ton  1)  tabtrahirt: 

3)  .  .  .  .  (j:  — ii)cos«  +  (y — 6)cosj!+(z— c)cosy;=:0     ' 

üe  Gleichnng  ^er  ^Ebene.  Zieht  man  nun  Ton  irgend  einem  Punkte 
(xp%)  dieser  Ebene  nacb  dem  Punkte  (abc)  eine  Gerade ,  und  beseich- 
net  die  180®  nicbt  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine  Richtung 
dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Aien  der  Xj  py  %  ein- 
•ddiesst,  durch  B^  (u^JS^  eo  sind  belcanntlich 

{x — g)  +  (y — &)cos(jry)  +  (z*^c)cög<ia:) 

cobB 

(ar— <i)cos(ary)-f(y  — 6)  +  (x--'e)€08(y2)  f       £> 

""  cos  CO 

_(j:  — fl)cos(zj?)-f  (y— 6)ces<yz)  +  (i^c) 
"".  cos  €5 

die  Gleichungen  dieser  Geraden,  und  wir  Itonnen  al«o  setsen: 

{x — a)  +  (y  —  6)cos(^y)  +  (2  — c)  cos  (aar)  =  Crcos0, 
{x — a)cos(a:y)  +  (y  —  6)  +  (z  — c)co8(yz)  =  Crcosoo, 

{x — a)cos(za;)  +  (y — 6)cos(yz)  +  (* — ü)  =  Gcosq; 

I 

wo  jetit  ^,  ]f,  s  die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden,  in  der  Ebene 
angenoniBMnftB  Punktes  bexeichnen.  Mnitipliciceo  wir  diese  Gleichnn- 
geo  nach  der  Reihe  mit 

J.  C,  fi;    e,  »,  A\    B,  A,  « 

ood  addire  sie  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  erhalten  wir  mit  Ruck- 
■iclit  auf  die  Gleichungen  $.  16.  I),  9),  3)  und  die  dortigen  Werthe  Ton 

«Im  wegen  der  Gleichnng  8) : 

Xcosa-l^l^cos^-f  5co37=:0, 
nai  folglieh  nadi  I.  82) : 
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K=^  Gcosciq,    L^  Gco^ßo,    M=^  GcoByo 
sein.    Setzeo  wir  nun 

^  ==  ü  cos  Oq  4- CC06 /?o  +  ^COS /o  9 

Yq=z  CcosciQ+VcosßQ+Acosyof 
Zq  :=Bcosao+  AcosßQ+icosyo; 

so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  10)   charak- 
terisirten  Geraden  bekanntlich  auch: 

^  — flo  _  y— ftn  _  g  — gp 

^0  ^o  ^o     * 

und  es  ist  folglich^  wenn  Gq  einen  gewissen  Factor  heseicfanet: 

also: 

ü^)=  Cro(ilcosceo-f  Ccosßo  +  BcoByo), 

1^0  =  GoiCco6ao-\'T$co8ßo+  Aco6yo)* 
ilfjj=  GoiBcoaOfj^+Acosßo-t'  tf  cos/o); 

folglich  nach  dem  Obigen: 

J|#o=  ^  (A:ä4-  ii!l  +  ilftf) ; 

also  sind  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen  offenbar: 

^'^      KM+LC+JUB"^  KC^^LV+MA"^  KB+LA+Mi£^ 

Aus  den  Torsteh  enden  Ausdrücken  von  K^^,  Lq,  Mq  folgt  aach : 


X{X+  Fcos(a^)  +  Zcos(za:)  J 

^P{XeoB(a:y)-^  r  +  Zcos(yx)}  [  =0 

+  S\XeoB(zx)+  Fcos(y2)  +  Z| 
oder 

jr*+Fp+z5 

+  (i:V+ FJT)  cos  (a:y) + (  F5+ZV)  cos(yz)+(Z*+2r5)cos(ia:) 

Folglich  stehen  nach  I.  46)  die  beiden  Torher  betrachteten  Geraden  auf 
einander  senkrecht,  und  da  dies  in  gleicher  Weise  von  jeder  in  der 
Ebene  gesogenen  Geraden  gilt,, so  Ist  der  Sati  bewiesen. 
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V 

4-X[C+»co8(a;y)+^co«(zar)]  f , 

Kq  C08  {xy) + Lq  +  Mq  cos  (yx) 

IK  [Ü  cos  {xy)  +C+B  cos  (yi)] 
+  L[Cco9(xy)+l$+Aco8(yz)] 
+]II[B  co8(xy)+ A+  €coB(yt)] 

Kq  cos  (ix)  +  io  cos  (yz) + JHo 

!Ä[il  cos  (ix)  +  Ccos  (yi) + B] 
+  L[Cco8(zx)+Veo8(yz)+  A]  }  ; 
+if  [Äcos  (20?) + ^  cos  (yx)  +  «] 

folglich  nach  I),  2),  3): 

^  -|-  Lo ^0B(xy)  +  üfo cos(2ar)  =  -g  ZVÄT, 

ATo  cos  (a:^) + £0 + üfo  <^os  ( jfz)  = -^  2V2/, 

£oC08(ix)+LoC08(yz)  +  Mo=^NM; 

daher  lassen  sich  die  gesuchten  Bedingongsgleichongen  auch  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 

!!♦) K 

' Kq  +  LoC08(xy)  +  MqC08(zx) 

L 

K^co8(xy)  +  £ö  +  MoC08(yz) 

M 

Kq  cos  (zx)  -f-  Xro  COS  (yz)  -f-  ^0 

Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  zugleich  die  folgenden 
Relationen : 

11**) 

2VAr4ro==(Aril+iC+i!ffi){  «0  +  A)COs(a:y)  +  i!foCOs(2ar)|, 

2ViLo=(A:C+X»  +  Äil)  ( «ocos  (djy)  +  Xö  +  Jlfocos(ys) }, 

NMM^^(KB-\-LA'\'llK)\Ko^Q8(zx)  +X^cos(y«)+üfo}; 
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«reiche  daia  dienen,  di«  Qdimstm 

KA+LC+jaB,    KC+l>l$+aiM,    Eß+LA+ÜK 

I 

durch  die  GrCasen 
*o  +  iöCOs(«y)  +  Jfo««(»)*    Ä'oca«({ry)  +  Lo+JKoCOS^^)  , 

aoszadrficlceny  ond  timgekebri 

5-  19. 

Es  sei  jetzt  wieder 

12) Ä<x— 41)  +X{f  ^  6)  +  ^(i^c)  =  0 

die  Gleichung  einer  Ebene «  und  nun  die  Gerade  zu  bestimmen, 
welche  durch  den  gegebenen  Punkt  (lofto^o)  S^^>  ""^  ^^^  ^^^ 
durch  diese  Gleichung  gegebenen  Ebene  senlrecht  steht. 

Die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  der  gesncbten  C>e* 
raden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y^  z  einge- 
schlossenen, 180^  nicht  übersteigenden  IVinkel' seien  o^,  ß^^  y^^ 
so  ist  nach  §.  16.  die  Gleichung  der  durch  die  Gleichung  12)  cha- 
rakterisirten  Ebene  auch : . 

(or— a)cos«o  +  (y— 6)cos/Jo  +  (*— <?)cosyo=0, 

alsoy  wenn  Gq  einen  gewissen  Factor  bezeichnet«  nach  12): 

cosa^:=^GoK»    coaß^zrz  QqL,,  cos ji^==zGoM. 
Setzen  wir  nun 

Xq  =z  Jcos  oq  +  Ccosßo  +  ficosyo, 
Yqss  CeoMOQ-^-TScoBß^  -f  A  coBy^, 
ZqzzzB  coaoQ  +  AcoBßo  +  icosYo; 

80  ist  nach  I.  33) : 

J[QOoaao+  YgeoBßo  +  ZoConfQssN, 
also  nach  dem  Obigen: 

Go(K2[o  +  Lro+MZo)  =  N. 
Zugleich  ist  aber 

JKo  =  Go(*K+CL+BM), 
Yo-GoiCK+VL+AMI). 
Zo^^GoiBK-^AL+ÜM); 
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md    folglich  nach  dem  Vorhergeheoden  offenbar: 

13)   Co=±Y  A/(%4.Vl^'HM»+WKL+2ALM+2BMK' 
frorans  dann  femer  «q,  ^o*  7o  nifttel»!  der  Formeln: 
14}  .  .  .  coboqZsGoK,    €OsßQSzGoL,    coeyo^=Go^ 

gefimdeoi    werden,    and   daher  die  gesuchte ,   durch  den  Punkl 
(oq^o^)  gehende  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 

Die  Gleicbnngen  dieser  Geraden  sind  nach  L  23): 

J? — gp y — ftp  _  i—Cp 

also  nach  dem  Obigen: 

iic\  ^— <yo       __       y—*o        _        3^— Co 

"^'      üif  +  CL+BM'^  CK+VL+AM^  BK+AL^iM' 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnlttspnnkts  des 
Perpendikels  .mit  der  gegebenen  Ebene  durch  .jr»  9*  f;  9o  haben 
wir  zu  deren  Bestimmung  nach  12)  und  15)  die  folgenden  Glei- 
ehnngen : 

ÜC(r— ü)  +  X(t^— 6)  +  üfÖ— c)  =  0, 

y— gp  »>-"&o f— gp 

MK  +  CL  +  BM'^CK-i^liL+AlU'^  BK+AL  +  tM' 
deren*  erste  man  auch  unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann: 

ATCr— €fo) +^(t^-*o)+ *Ö-<?o)  =  ^(a-Op) +I'(6-Ap)  +  Jlf(c-Co) ; 

und  setzt  man  nun  der  Kfirze  wegen : 

J^ — Oq 9—^ I^Cq ^  , 

aK+CL  +  BM"  CK^^VL  +  AX'^  BK  +  AL+(£M^^^' 

BO  ist 

«(«— ap)  +  i(*-6o)  +  ^(c-Co) 
=  { #r(ilÄ+  CL\BM)  +  UCK^-RL+AM)  +  ilf(£?f -f  ..IM^tfilf) )  C^' 

=  (ilÄ«  +  »li»+€i»«+2C/fX+2iliJlf+2ÄJIfj:)Cp', 
also: 


180  Grünen :    Die  aiiffemeimien  Gesetze  der  itrpeialt&prapMe. 

und  zar  Bestiinmang  der  Coordinaten  X$  V»  }  ^^  ™A°  nach    dotil 
Obigen  die  folgenden  Formeln: 

X-ao=  Co'(iWr+  CL+BM), 
17) ^  9-*ö==Go'(Ciir+»X  +  ^iir), 

welche  man  nach  dem  Obigen  auch  unter    der   folgenden    Form 
darstellen  kann: 


Gr%     ,r  .  Ga    •,  Ge 


I 


17*)  jr— ao="g~-^o»    9 — *o="jF"  l^o»    2— Co==-jg- Zq. 

Bezeichnen  v?ir  nun  die  Länge  des  von  dem  Punkte  (ao^aA>) 
auf  die  gegebene  Ebene  geföllten  Perpendikels  durch  Po>  ^^  '^^ 
bekanntlich : 

Po«=  (Jr-ao)*  +  (t^-6o)*  +  (f-co)* 

+2(jr-cro)(9-*o)  cos(a:y)+2(9-6o)(l-Co)  co8(y2)+2(f-Co)(jr-flo)  co»(Mr), 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

/>o«=$^{2ro*+Fo«+Zo*+22roFoC08(^) 

Wo 

+  2  Fo  Zo  cos  (yz) + 2Zolo  cos  (m:) 
und  folglich  nach  einer  schon  oft  angewandten  Formel: 

n  9 ^0     TV« 

^«  -  H^"  ' 

Nun  ist  aber  nach  13)  und  16): 

<?o«  Co' 


"W  ■"  ir(a-Oo)  +  M^-'bo)-t-mc—Co)' 
also 

_  ,     { jr(a  -  flo)  +  X(6  -  60)  ^-  üf (c-<v>)  I  gp« 
«0  = Jf ' 

and  folgiicb  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

Po*=  C?o«{ir(o-ao)  +  L(b-bo)  +  Jf(c-Co)P, 
also: 
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1»)  ..  Po=±<?ot^(a-flo)+I'(*-*o)  +  *(<?-Co)), 

Zeichen  so  genommen ,    das«  P^  positiv  wird.    Für  Go  ist 
'Werth  13)  einzufuhren. 

$.  20. 

Wir  wollen  jetzt  die  von  zwei  durch  die  Gleichungen 

i  J:;,(x— ao)  +  J^Cv— *o)  +  JWi)(*— Co)=0, 
19)    .  .     J 

elsarakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  V^^i  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  auf  jede  der  beiden  Ebenen 

eilt  Perpendikel  errichtet»  und  bezeichnen  die  von  einer  der  bei* 

A^n  Riebtongen  eines  jeden  dieser  Perpendikel  mit  den  positiven 

Tfceileo   der  Axen  der  x,  tf,  z  eingeschlossenen  Winkel   respec- 

ti've    durch  oq,  ß^,  y^  und  Oi,  /?i»  yi«    Dann  ßlllt  auf  der  Stelle 

mn    die  Augen ,    dass  die  Winkel    F^»!    von  den  Winkeln  dieser 

Perpendikel  nicht  verschieden  sind»    und  dass   es  also  bloss  auf 

die  Bestimmung  dieser  letzteren  Winkel  ankommt. 

Setzen  wir  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 

mvf  einaBder: 

20) 


w 


MKo*  +  »V  +  tf^o*  +  "iCKoLo  +  ^JLoUfo  +  2BMoEo' 


W 


MEt*  +  l$Li* + tfilfi*  +  2CJriL,  +  2JLiMi  +  iBM^Ki ' 
«o  ist  nach  dem  TorbergeheDden  Paragraphen; 

cos c^  =  GoKoi    cos/^o  =  Goto»    co8yo=  GoMf, ; 

C08ai  =  Gi£t,     C0S/3|  =CrjI>|,     COS/i  =  €r|ilf|. 

Fflr    , 

Xq  =  Ücosoo  +  Ccos/Jo  +  Äcos  y^» 

TQ^^Ccosa^+Veosßo+AcoBYof 
ZQZ^BcoBaQ-^ Acosßo-^- d coeyo    . 

nnd 

Xi  =4  cos  «1  +  Ccos  ßi  +  Bcosyi , 

F|  =  Ccoscr|  -f  ^cos/3i  +  ^cos/|, 
Z|=rficoscr]-f  ^cos/^-f  tf  cos/i 
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ist  nach  I.  3Q: 

_Äi  cosop  +  Fl  cosPo  +  Z|  cos  yq  . 
cos  ro»i  — — 7^ » 

also  Dach  dem  Obigen: 


cos  r  0,1 


COS  To,!  =! 


N  "" 


Nun  ist  aber: 

Xo^Go(MKo  +  CLo+BMo), 
Vo  =  GoiCKo+üLo-t-AMo), 

Zo:=iGo(B£o+ALo^t»lo)i 


also: 


=  ß 


0 


KiXq^LiTq'^'  MiZq 

+  A(LoM, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

co«Fo,i 


*  *  I  +A(LoSli+llloLi)+B(JlloKi+KoWtHC(KoLi-mjri)  \ 

oder  nach  20): 
21) cois  Fo,i 

*4r     {MKÖ^+VW  +  (iMp^  +  2ALoMt  +  ^B«i>^  +  ^CEp^>i 
^  ><(ÄJri«  +  »Jt|*  +  tfilf|«+2ilI^ilfi+2BJfiili  +  2CJiZil 

woraus  sich  zugleich  ergiebt^  dass  die  Bedingungsgteichung,  welche 
erffillt  sein  niuss«  wenn  die  beiden  Ebenen  auf  einander  senkrecht 
stehen  sollen »  die  folgende  Ist: 
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22) MK^i-\''»L^-^iMoMr  ) 

Für 

Ao«  =^C08|9^C08yi'-C08}i'oCOS^l, 

I 

Bo9£  =  cos  yo  CO«  a| — cos  05  cos  yi  ^ 
Co,|  =^  eos  o^  cos  /$! — co«/^cos  «i 
wt  naeh  I.  44): 

=  Aon*  +  Boa*  +  Co,i*+ 2Aoa  Bcmi  cos(j:y)  +  2Bo„  Co,i  cos  (yi) 

+  2Co,i  Ao,|Cos(za:). 
Nun  ist  nach  dem  Obigen: 

Ao,i  =  GoGi  (X«o^i  —  ^oA)» 
Bon  =  GoGi(JI/o^i  — KqMi)^ 

also: 
M) iVsInFci» 

^^  +2(It,i»f,  -^oAX^oÄTi  -Ä;>ilf,)cos(:rf) 

+  2(^0^1— JTo^i)  (itoli  — -Lö^i)  cos(y2) 


+  2(KoLi  — io^i)  (jL^ilfi— ^oA)co«(«^) 


oder: 


24) sin  F. 


O't 


• 


+  2  (Loilfi  —  Äo  A)  (-^Mi — ^*i)  cos  («y) 

+  2(*eÄi  -  Ä;)il#,)  (lii,  --  LoKt)  cos  (^) 

^y      \  +2(it^t  —  Xoif|)(£oitft— jlfoI>t)cos(2dr) 

1        (ilV+»V+«*o*+2iA>«o+2Ä^eA+2CliIto)  / 


I 


X(M:t'+]9X|*  +  £ilfi*+22lX|ilfi+2i}^jj:i4-2CJi:^Zii)  ' 


Endlich  erhält  man  ans  den  beiden  Gleichungen  21)  nnd  24) 
<hiTcb  Division : 
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25) .'  tang  F.«« 

+  2  (£o  ilf ,  —  JW .i,)  (ilf  .ITi  -  Jr.ilfi)  cos  (a:y) 
+  2(Ä,Äi  -  jr.iV,)  (Ä.Xi-X,li)  cos(y») 
__r +  2(JroXt  -  L„Ki)  (L„Mt  -  Jlf„Xi)cog(zar) 


§.21. 
Weoo  jetzt 
26)    .    .    .     Jr(a:--a)  +  L(y— 6)  +  ilf(«— c)=0 
die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  und 

x—ao_j/—b„  _£— Co 


27)    ...    . 


JT.  £„  ilf. 


'0  -"0  •"•o 

die  Gleichungen  einer  Geraden  sind»  »o  soll  man  den  Neigung- 
Winkel  Jq  <)'>^8er  letzteren  gegen  die  erstere  finden. 

Die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  der  durch  die  Glei* 
chungen  27)  charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theileo 
der  Axen  der  x,  y,  x  eingeschlossenen»  180^  nicht  übersteigen- 
den Winkel  seien  a^,  ß^,  /©;    «n^  '^•^  gewöhnlich  werde 

X^  =  ücoscEo  +  Ccos  ßo  +  fcos^o » 

Fo  =  Ccos  «o  +  55  cos /Jo  + -ä  cos  yo  > 
Z^  =lfcosao+'^cos/}o -f  Ccos^o 

gesetzt;   dann  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  be* 
kanntlich  auch: 

ar—Oq  _y—6o ^"Cq 

Xq  Jq  Zq 

Ferner  denke  man  sich  auf  die  gegebene  Ebene  ein  Perpen- 
dikel errichtet  und  bezeichne  die  von  der  einen  der  beiden  Rich- 
tungen dieses  Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen  der  Azeo 
der  Xf  y^  %  eingeschlossenen»  180®  nicht  übersteigenden  Winkel 
durch  «,  ßt  y»  so  ist  bekanntlich,  wenn  G  einen  gewissen  Fac-' 
tor  bezeichnet: 

cosa s=  CrlT,    cos/3  =  GL^    tosy  =  GM. 
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NoB  iat  offenbar  sin  Jq  dem ,  absolnten  Werthe  des  Cosinmi 
^es  der  beiden  Ton  diesem  Perpendikel  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden eingeschlossenen  Winkel  gleich.    Also  ist  nach  I.  36): 

.    ,        ,  ifpcostt-f  Y(^ cos/?-f  Zpcosy 
sin,/o  =  ± -^ —  ». 

oder  nach  dem  Obigen : 

sinJo=± -^ > 

das  Zeichen  so  genommen,  dass  sin  Jq  positiT  wird. 
Setzen  wir 

jr  =  ilcosa-f  CcoBß-^-  Bco^y, 
F^  Ccosa-f  Scos/J-f  ^cosy, 
Z  =£cosa-f  ^cos/3-f  £cosy; 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

r=G(CK+T$L  +  AJU). 
Z=G(BK+AL  +  itlll)i 

md  weil  non  nach  I.  38) 

^cosa  -f  Fcos  ß  -f  Zcosy  =  N, 

•l.h.  nach  dem  Obigen 

G(KX  +  Lr+MZ)  =  N 

i<t;  M  ist  offenbar: 

*'— *f  JlUi:*+VL*+im+2ALJU-t-2B]UK+2CKL' 

also  nach  dem  Obigen: 

28) 

KXo  +  £Fo+JI/Zo 


Mi/o=± 


VlS(MP+VL*+iJtn+2ALil+2BMK+2CKL) 
^  nach  dem  Obigen : 
^) sin  Jq  =^ 

VN(M£^  +  »!-«+  (iM^+2ALM+iB]UK+2CKL) 

TUeU  XXXIV.  18 
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Nach  dem  Obigeo  ist  ferniBr,  wenn  Cro  einen  gewissen  Vmc- 
tor  bezeieinet: 


und  folglich,  weil  bekanntlich 

Jfö«+Fo»+Zo«+2JroFoCO«(a:3f)+2FoZ,co8(yi)+2Z„;f„co«(ia: 
ist : 

Nun  ist  aber  nach  I.  32): 

Jlo  +  J^o  c«»  (^^)  +  ^0  cos  (lor) 
cosiX5=: = jj^ -, 

cospo  = ]y -^-  > 


JTo  dos  (tar)  +  Fo  cos  (yi)  +  Zo . 
cosyo= 2V • 


also 


Co  I  iTo  +  Xü  cos  (j:y)  +  ü/o  cos(w;)  | 
cosc£o= 2y ' 

__  Gq  t  A^)  cos  (j?y)+ Lp  4- ilfo  cos  (yz)l 
cospo  = ^ — -^ ^ — f 

'  _  Gq t iTp cos (ijt)  4-  LpCosCyt)  +  Mq}, 
cos  yo  = ]y ' 

oder  nach  dem  Obigen: 

30) cosoo. 

_  , ^0  -f  I>o  cos  jxy)  -f  ilfp  cos  (lar)    


V*roHV+i^oH2ÄfotoCos(xy)+2LplfoCos(yi)+2itfoÄfoCos(^^ 

eosÄ) 

_  . JgpCos(ary)  +  Lp  +  ilfp  cos  (yz) 

\^ÄpHV+Äo*+2ArpLpCos(a:y)+2LpifpC0s{yz)J.2H|üfpC0s(*ir)' 


-i: 


cosyp 
Äp  COS  («.r)  +  JjQ  cos  (yz)  +  ilfp 


V"^p*+Lp«+ifcH2Äo'^cos(a:y)+2L,ifpCos(yi)+2ifp^pCos(2^^ 
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[ich  wt  saeb  2^^ 


31) 


sin  Jo  = 


(M£-i^CL-i-BM){Ko+LoCOHia^HMoC08(xa:)\ 
+  (CK'\'JiL't-AM){KoeoB(ay)+Lo+MoCos(gz)] 
+  (BKi^AL+dM)  IJT«  coaizx)  +LoCos(sfz)  +üfo  J 


iV(iljr«  +  »L«  +  «ilf  •  +  2ALM+ 2ßMK+WKL) 

><\KoHLoH^oHj^oL^cos(a:y)i-2LoMoC08(sfz)+UoKoC08(za:)\ 

[an  Jcann  man  aber  den  Zähler  offenbar  aaf  die  folgende  Fornr 

KKo  \ M  +  Cco8 (xy)  +  Bcositx) \ 
+  LLo  {Ccob{x^)  +1^  +  AcoB(yz)] 
+  MMo{Beos(xa:)  +  Acoa(yx)  + 1] 
+KLo  {McoBixff)  +  C+BcoB(ffi)\ 
+  KM^  (Ücos  (zar)  +  Cco«  (yz)  +  B\ 
-^-LKo  |C+»co8(a:y)  +  i<co8(xa:)l 
+  LMo  I  Cco8  {2x)  +  »  epBi^t)  +  JJ 
+  MKo  [B-\-A  cos{xy)  +  €co8(zjr)} 
•f  ML.  t  iBco8(:ry)  -f-  ^  +  <£co8(y2)), 

so  das«  al80  nach  1),  2)^3)  der  Zähler  offenbar 

and  folglich  nach  31): 

32) sinJo  = 

(KKo  -f  LU  +  MlUo)VN 
*|/  {jgÄ:«+»L2+«Jf«+22<Li!f+2ÄJIMr+2CÄL) 

^  X  { iro*+Xo*+ifo*+2iroXo  co8(ay)+2Xoifo  cob{^z)-{^MoKo  cob{%x)  \ 

ist,    indem  man  In  allen  AaedrOcken  von  einJo  d&*  Zeichen  so 
ninrait,  dasa  sin  Ju  positiv  wird. 

8.  22. 
Wenn  zwei  Ebenen,  deren  Gleichungen: 

1:0  («  —  «o)  +  1*0  (jf  —  6o)  +  ^o  (X  -  Co)  =  0, 

£i (or— ai)  + 1^  (y~6i)  +  ilfi (z-Ci)=0 


33) 


lai 


188   Grunert:    Die  allgetneinitin  Getetie  der  KrffBtaUograpkte. 


sind,  einander  parallel  sein  sollen ,  so  mnss  «s  eine  Gerade 
die  auf  diesen  beiden  Ebenen  Senkrecht  steht;  ond  sind  ouii 
a,  ß,  Y  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine 
der  lieiden  Richtungen  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilon 
der  Axen   der  x,  y,  %  einschliesst,   so  muss  nach   dem  Obig-eoJ 

wenn  Gq  und  Gi  gewisse  Factoren  bezeichnen:  ! 

I 

cosa=Go£'o,    cos/Jz^Go-Iio»    cosyrsGoüf^;  | 

cosa^GxKit    cosjS  =  Cr|I»i,    cosy=GiMi; 


also: 


folglich 


GoLq=^  Gl  Li, 
GoM^  =  GiMi ; 


^ Lo itfo  _  ^ 


Li-  M^-  G, 

sein.    Daher  sind  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen : 
Q  j\  "^0        Lq Jn^ 

^> :^  =  Ä  =  itfi- 

Wir  verbinden  hiermit  zugleich   die  Entwickelung  der    Glei- 
chung der  Durchschnittslinie  der  beiden  durch  die  Gleichungen 


'  li(ar— 


ai)+l^i(y-*i)+^i(*-ci)  =  0 


charakterisirten  Ebenen,  insofern  dieselben  sich  schneiden. 
Die  Gleichungen  dieser  Durchschnittslinie  seien: 

Ao»i  Lq,i  ««o>i 

Da  der  Punkt  (ao,|,  bo,i,  Co,i)  in  beiden  Ebenen  liegt,  so  ist: 

Ko  (flon — flo)  +  io  (Ao,i  —  6ü)  +  Mo  (Co,i — Co) = 0, 

^1  («0,1  —fli)  +  ii  (*o,i  — *i)  +  Ml  (Co.i  — Ci)=0; 

und  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  sind  also  auch: 

Ko{x^a^,x)  +  Lo(y— 6o.i)  +  ilfö(x  — Co,i)  =  0, 
£i(j:— ay,i)  +  I»i(y— fto,i)+  ilfi(z— Cö,i)  =  0; 
folglich  offenbar: 
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wmmsaue  mau,  wenn  Cr0,|  einen  gewiasen  Factor  bezeichnet» 

I^qh  =  Go»i  (1^0  Hfl  —  M(iLi), 

erhält,    so  das«  also 

37) 

ist. 

Die  Gleichaiigen  der  Darcbschnittslinie  sind  nach  dem  Obigen: 

^o  zwischen  den  Coordinaten  Oon»  ^on»  ^o*i  ^>®  ^^^i  folgenden 
Gleichongen  Statt  finden: 

39) 

^O  («0»1  ~  flo)  +  •''0  (*0»1  ""  *o)  +  ^0  (^0*1  ""  ^o)  =  0, 

^1  («0*1  —  «i)  +  i^  {^on  —  *i)  +  ^1  (^0*1— <?i)  =0; 
oder: 

!^o^o>i+^o*o»i +^o^on==^o*o+-''o*0+^o^o» 

wobei  es  sich  von  selbst  versteht ,  dass  von  einer  vollständigen 
Bestiminang  dieser  Coordinaten  nicht  die  Rede  sein  kann,  weil 
dieselben  jedem  Punkte  der  Durchschnittslinie  der  beiden  gege* 
benen  Ebenen  angehören  können;  vielmehr  kann  man  für  Oq^i, 
^O'i»  ^o»i  alle  Werthe  setzen,  welche  den  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  genügen. 

Nach  34)  würden  die  Nenner  der  Brüche  in  38)  verschwin- 
den, wenn  die  beiden  durch  die  Gleichungen  35)  charakterisirten 
Ebenen  einander  parallel  wären  und  sich  abo  nicht  schnitten. 


§.  23.     ' 

Die  Gleichung  einer  Ebene  zu  finden«  welche  durch  drei  ge- 
gebene Punkte  {ooboCo),  (cibiCi),  (p^b^c^  geht. 
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Die  gesuchte  Gleichung  8e^ 

J8:(a:-o)  +  i(y-6)+Jlf(z^c)=rO, 
so  ist  nach  der  Bedingiing  der  Aufgabe: 

Ä^(ao — ö)  +  Xr  (Ao — 6)  +  üf  (ce  -  <?)  =  Ot 
Jr(fl,  -a)  +  1,(6,  -6)  +  Af  (ci  -  c)  ==  0, 
Ä^(aa— ö)  +  L(6,— A)  +  J«f  (c,  — c)  =  0; 
oder,   wenn  wir 

£>=:jra-f  I'A  +  iVc 
setzen: 

JTfli+iA,  +  ^C|  =  Z>, 

MultipRciren  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  luerst  mit 

biC^ — Cib%t    bf,Cu — Cjfto »    boCi  —  CoAi ; 
dann  mit 

endlich  mit 

und  addirensie  in  jedem  Falle  zu  einander;  «o  erhalten  wir,  vrc^n 
wir  der  Kürze  wegen 

41)    2#  SS  a«  (6|C^— C|^  +  a,  (ft^Co  -  cj^o)  +  ««(Ao«^  — Co*i) 
=  6o(ciiij— «iCt)  +  Äi(c^ao— a^Co)  +  At(^oöi-"OoCi) 
=5  Co  («1*1— *i  «i)  +  Ci  (a,Ao — M«)  +  c%{aobi  —  6ofli) 
netten,  die  drei  folgenden  Gleichungen:  j 

I"^=ö{(ciöi— aiCt)  +  (ciöO— fliCo)+(«0«i  — oo<?i)l» 
Üfii=l>|(ai6a— *i«rf)+(o«*o— Vo)+(«o*i— *oOi)U 

und  wir  können  also  offenbar,   wenn  Cr  einen  beliebigen  Factor 
bezeichnet  > 


r 
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i:ÄG{(4,c-c,*»)+(*aCo-«^)+(»oo,-«ö6i)», 
L  =  GKciOj  —  flift)  +  (c^ao—  flaCo)  +  (cofli  —  floci)l, 

D=GJ 

n.     Die  Gleicbang  der  gesuchten  Ebene,   welche   man   auf 
di^     Form 

bringeo  kann,  ist  also: 

Nimmt  man  a,  A,  c  so  an,   dass  der  Gleichung 

4^)       t(6iCa— c,A,)  +  (Ä»co  — c^)  +  (6oei— co6|)|a  j 

+  Kcida— CiCj)  +  (c^ao— «tco)  f  (coa|  — aöCi)|6  V  =s  ^ 
+  t(<ii6t  — 6ia,)  +  (aa6o  — &a^o)  +  (<yo6i— 6oai)|c  ) 

^enffgt  wird»  wo  also  {abc)  ein  beliebiger  Punkt  in  der  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  gehenden  Ebene  Ist,  so  ist  die  Glei- 
«JiaDg  dieser  Ebene: 

45)      I  (6ic^— Ci  ftf)  +  (AfCo— Ci6o)  +  (ioci  — co&i)|(a:— o) 

+{(Ciaa--iiiC,)+(iV»o--aaCo)+(c(Kii--floC|))(y--6)  ^=sO. 

+t  («A— 6i«i)+(at6(r-6iiao) +(00*1  — AoaJKx— c) 

Bei    der  weiteren   Umformung   dieser  (Sleicbungen    will  ich 
niidb    nicht  aufhalten. 


Brltte«  Kapitel. 

Die  allgemeinsten   Gesetze  der  Krystallograpbie. 

§.  24. 

Bei    der  Entwickelung    der  allgemeinsten  Gesetze  der  Kry- 
»tallographie,  welche  hier  zunächst  nulr  einen  rein  mathematiichen 
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Zweck  hat,  werde  ich,  wie  dies  bei  jeder  streng  knathematisch 
Untersochang  notbwendig  ist,  von  der  folgenden  bestimmten 
finition  eines  Krystalls  ausgeben ,  und  dieselbe  zu  der  GmiMHag^' 
der  gansen  folgenden  Untersuchung  machen: 

Ein  KryfltAll  ist  ein  System  von  Ebenen  im  Raame» 
für  welches  sich  drei  in  einein  Punkte  sich  schnei- 
dende gerade  Linien, oder  Axen  so  angeben  lassen,, 
dass,  wenn  in  Bezug  auf  dies«  drei  Axen  als  Coordi-* 
natenaxen  die  Gleichungen  der  das  System  bildendeia 
Ebenen  nach  der  Reihe 

Äi(j:— oo)  +  io(y  —  60)  +  /!fo(«— Co) =0, 
Äi(j;~ai)  +  Li(y-6i)  +  ilfi(i-f,)=0, 

n.  8.  w. 

sind,  sich  immer  drei  positive  rationlale  oder  irratio- 
nale Zahlen  K,  L,  U  und  lauter  ratlonale/übrigens 
positive  oder  negative  Zahlen 

*fo»     *i »     *f>     ^>     ^4»««»»J 
AO9      Aj  ,      A2»       Aj»      A4,...,  5 

f*o,    fh»    ^»    H*    f»4»  •• 
von  solcher  Beschaffenheit  angeben  lassen,   dass 

£o=AoIr9    Li=zliL,    L^^^ltL,    X^  =  XsJL»,....; 

ilfo=5fio^»   Mi^^lifAf,    M^^zn^Mf    il#3=fAs^,....; 

oder,  in  einer  anderen  Zusammenstellung  dieser  Glei- 
chungen, 

Ko^zxoK,  Lo=^kiL,  MozzifioM; 

Kx=%iK,  Li=kiL,  Afi=^,ilf; 

K^zsn^,  Lt=lgL,  M^-ii^M; 

K^=%^K,  L^=l^L,  Äf,=^itf; 


ist. 


u.  s.  w. 


Die  drei  In  Rede  stehenden  Axen  sollen,  insofern  sie  die 
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•^^  Bittenschaft  haben,  die  Krystall-Axen,  and  ihr  gemein- 
MUftliober  Durchschnittspunkt  soll  der  Kry^tall-Mittelpankt 
gfoanot  werden.    Die  Zählen 

Kq»     -^,     Äjj,     -K|,     A^,....; 

Lo,     ij,     Lj,     ij,     £49....; 

ilfO>         Af|9         JK|y         M^9        M^j:,, 

trollen  wir,  natOrlich  immer  in  Bezug  auf  die  betreffenden  KrystalU 
Axen,  die  Coefricienten  des  Krystalls  nennen.  Das  System 
paralleler  Ebenen,  welche,  wenn  a,  6,  c  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  sind,  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

K{x--ä)  +  L(y— *)  +  üf  (i— c)  =0 

charakterisirt  werden,  soll  das  Grund-System  l^eissen,  und  in 
Bezug  hierauf  werden  wir  die  positiven  Zahlen  K,  L,  M  die 
Grund -Coefficieiiten  nennen.  Endlich  sollen  die  positiven 
oder  negativen,  aber  stets  rationalen  Zahlen 

^>      ^»       ^»      ^>       ^4»****» 
*05       *l»       *t»       *s>      A4,....; 

f*0,      ^1»      H*      f*t»      ^4»-— 

die  Ableitungs-Zahlen  genannt  werden. 

Anmerkung. 

Die  obige  Erkifirung  eines  Krystalls  als  ein  System  einer 
gewissen  Bedingung  unterworfener  Ebenen  ist  hier  zunächst  nur 
ans  rein  mathematischem  Gesichtspunkte  und  mit  RCicksicht  auf 
die  folgenden  geometrischen  Betrachtungen,  denen  dieselbe  zur 
theoretischen  Grundlage  dienen  soll,  aufzufassen.  Rflcksichtlich 
der  in  der  Matur  unter  dem  Namen  Krystalle  vorkommenden 
Kurper  isi  es  nach  meiner  Meinung  die  Hauptaufgabe  fortwäh- 
render Beobachtungen  und  Messungen,  immer  mehr  und  immer 
genauer  zu  untersuchen,  ob  und  in  wie  weit  diese  Kurper  oder 
vielmehr  die  sid  einschliessenden  Ebenen  -  Systeme  der  obigen 
De6nition,  die,  wie  gesagt,  hier  zunächst  nur  als  Grundlage  rein 
mathematischer  Betrachtungen  über  solche  Ebenen -Systeme  die- 
neo  soll,  entsprechen. 

Die  Gleichungen  der  Ebenen,  welche  ein  solches,  von  uns 
mit  dem  Namen  eines  Krystalls  belegtes  Ebenen -System  bilden, 
werden  jetzt  gewubnKch  durch  die  sogenannten  Parameter  die- 
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86r  Ebenen  ausgedrückt,   worunter  man  die  tnit  ihren  i^ehSrigen 
Zeichen  genommenen  Entfernungen  ihrer  Durchschnittspunkte  Bttl 
den  drei  Axen  von  dem  Anfangspunkte    oder  dem  Miltel|NUikte 
des  Axen- Systems  versteht;    namentlich  bedient  sich    derselben 
Naumann   durchgängig    in    seinen    verdienstlichen   kiystallogra- 
phischen  Arbeiten,  worüber  man  dessen  y^Anfangsgrifnde  der 
Krystallogr'aphie.     Leipzig.  1854.    §.7.  S.  7.''  und    „Ele- 
mente der  theoretischen  Krystallographie.      Leipzig. 
1856.  $.  14.  S.  17. *'  nachsehen  kann.    Ich  gestehe  aber«  das»  ich 
keinen  Grund  aufzufinden  vermocht  habe,  welcher  mich,  —  we- 
nigstens   für  den  Zweck    der    folgenden  Untersuchungen,  —  zu 
dieser  Abweichung  von  der  in  der  analytischen  Geometrie  meistens 
gewöhnlichen  Darstellung  der  Gleichung  der  Ebene  hStte  hestim' 
meu  krmnen,  da  die  gewrihnlichen  Coefficienten  sich  immer  leicht 
durch  die  Parameter  ausdrOcken  lassen   und  umgekehrt,    ausser- 
dem aber  die  Einführung  der  letzteren  auch  zu  manche»  theore- 
tischen Bedenken  Veranlassung  giebt.    Ist  nämlich 

A:(jr— a)  +  i(y— 6)  +  üf(x-c)  =  0 

die  Gleichung  einer  Ebene  in  geivöhnlicber  Form  und  sind  p,  q,  t 
deren  Parameter,  so  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 

ä:(p  — a)-L6-il#c  =  0, 

—  ^a -f  L(^— 6)  —  üfc  =0, 

—  JTa  — L6  +  ilf(r  — c)  =0 


oder 


Kp  :=z  Ka '\'  Lb  -\-  Mcj 
Lg=:Ka  +  Lb  +  Mc, 
Ur=zKa  +  Lb+  Mc; 


also: 

Ka  +  Lb  +  JUc  Kg  +  Lb  +  Me  Kaj-Lb  +  lUc, 


folglich 


oder 


111 


TT      T       M^  111 

p   g   r 


und  da  es  nun  hier  offenbar  Immer  bloss  auf  die  Verhältnisse 
der  CoefBrienten  E,  L,  M  ankommt,  so  kam  man  für  dieselbeB 
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»it  obde  Weiteres  die  reci|NPokeii  Parameter  setsen,    vre- 
durch  die  titeicbung  der  Ebene  die  Gestalt 

ar  —  a   .    y — 6   .   2  — c      ^ 
P        .     9  ^ 

erhält. '  Schreibt  man  aber  die  Gleichung 

i:(jr— a)  +  i(y  — 6)  +  ;if(2-c)=0 
guter  der  Fotm 

Ka:-t'Ly+Mz=zKa-i^Lb'^Mc, 
fo  ist  auch 

Ka  +  U  +  Mc^Ka+Lb  +  IUc^Ka  +  Lb  +  Mc''   ' 
also  nach  dem  Obigen: 

*  * 

P       9      ^ 

welches  die  Form  ist,  die  namentlich  von  Naumann  allgemein 
angewandt  wird.  Da  {abc)  bekanntlich  ein  Punkt  in  unserer  Ebene 
ist,  so  Ist 

s  +  ^  +  f=»' 

,    p       q      r 

was,  Toti  der  vorherge|ienden  Gleichung  abgezogen,  wieder  die 
schon  Forber  gefundene  Forni 

X  —  a      V— A-     X— c      ^ 
1 — r  j.  2 ^ ÜscO 

P  9  ^ 

giebt  Man  siebt  also«  dass  die  Einfuhrung  der  Parameter  statt 
der  Coefficienten  nie  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt.  Nur 
aber  Ist  nicht  zu  übersehen,  dass  der  durchgängige  Gebrauch  der 
Gleichung 

P      9      ^ 

manchen  theoretischen  Bedenked  unterliegt.  Indem  z.  B.,  was  wir, 
ohne  auf  weitere  Erörterungen  uns  einzulassen»  f&r  jetzt  nur  be- 
merken wollen,  unter  dieser  Form  die  Gleichung  einer  durch  den 
Anfang  der  Coordinaten  gehenden  Ebene  unmittelbar  gar  nicht 
enthalten  ist  Ich  habe  also,  wie  schon  erinnert,  keinen  Grund 
gefunden,  von  der  in  der  analytischen  Geometrie  gewöhnlichen 
Beieichnong  der  Gleiebung  der  Ebene  abzugehen ,   und  schliesse 
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mich  in  dieser  Beziehang  ganz  an  Kap  ff  er  an,   der  in  seinein 
'»^Uandbuche   der  rechnenden  Kryatallomomle.    Peters. 
bürg.  1831.*'  auch  durchgängig  die  in   Rede  stehende'  gewöhn- 
liche Form  gebraucht,  und  nur  S.  483.  ff.  den  Zusammenhang  der 
gewöhnlichen  Coefficienten , mit  den  Paranietern  nachweiset,  eben 
80  wie  vorher  Ton  mir  geschehen.     Ausser  Naumann  bedienen 
sich  unter  den  neueren  Krystallographen  der  Parameter  vorzilg- 
lich  Quintino  Sella  in  Turin,  der  in  seinen  trefflichen  Arbei- 
ten (Sülle  forme  del  boro  adamantlno.    Torino.  1857.  — 
Sulla  legge   dl   connessione  delle  forme  cristalline   di 
una  stessa  sostanza.    Torino.  1856)   auch   vielfach    von  den 
Determinanten   Gebrauch  macht,    und    W.  U.  Miller    in    seinen 
eben  so  trefflichen,  durch  Ihre  ganz  elementare  Haltung  sich  be- 
sonders auszeichnenden  Arbeiten    (On  the  anharmonic   ratio 
of  radll  normal  to  four  faces  of  a  crystall  in  one  zone; 
and  on  the  change  of  the  axes  of  a  crystall.    Philoso- 
pbical   Magazine  for   February  1857.  —  On  the  applica* 
tion  of  elenientary  geometry  to  crysallography.     Phi- 
losophical  Magazine  for  May  1857.   —  Crystallo|;raphic 
notices.     Philosophical   Magazine    for   July   ]858.   —  Od 
the    employement    of  the    gnomonic    projection   of  the 
sphere  In  crystallography.    Philos.  Mag.  for  July  1859.) 

§.  25. 

Zunächst  wollen  wir  nun  untersuche^,  ob  es  fdr  einen  Kry- 
stall  nur  ein  System  von  Kry^tall-Axen  und  also  auch  nur  einen 
Krystall- Mittelpunkt,  oder  ob  es  mehrere  Systeme  von  Krystall* 
Azen  und  demzufolge  auch  mehrere  Kr^'stall-Mittelpunkte  geben  kann. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt,  des- 
sen .Coordinaten  in  Bezug  auf  das  primitive  Axen- System  der 
x,  ^f  X  durch  ff  g,  h  bezeichnet  werden  mögen,'  ein  beliebiges 
neues  oder  secundäres  Axen -System  der  x' ,  y*,  z';  dann  finden 
nach  I.  8)  zwischen  den  Coordinaten  Xf  y,  x  und  x' ,  y* ,  x'  die 
folgenden  Gleichungen  Statt: 

(a:  -  /*)  +  (y —g)  cos  (:r^)  +  (z  -  A)  cos  (xx) 
= jr'  cos  {xx')  +  y'  cos  {xy*)  +  z'  cos  {xx') , 

{x  --pcos  (xy)  +  (y—g) + (x— A)  cos  (yx) 
= x'  cos  (yx')  +  y'  cos  {yyf)  +  x'  cos  (yx*) , 

{x — f)  cos  {zx)  +  (y  —  i7)  cos  (yz)  +  (z — A) 
=j:'cos(Mr')  +  ycos(zy')  +  :'cos(zz')- 
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ifcKpKeiren  wir  diese  CHeidbungen  nach  der  Reihe  saerst  mit 

iaan  mit 

C,    »,    A; 
endlich  mit 

B.    A,    «; 

und  addire  sie  in  jedem  Falle  zu  einander ,  so  erhalten  wir  nach 
II.   1),  2),  3)  aaf  der  Stelle  die  folgenden  Aaadrücke: 

1) 

N(x  — /*)  =  Ü  t  ar'  cos  (xx')  +  y'  cos  (ory')  +  x*  cos  (an')  J 
+  C{  x'  cos  iyx')  +  y'  cos  (yy')  + 1'  cos  (yx') ) 
+  iSf  t  ar'  cos  (zar')  +  y '  cos  (xy ')  +  »'  cos  («')  I , 

iV(y — ^)  =  C\x'  cos  (arar') + ^  cos  (ary ')  +  z*  cos  (arz')  | 
+ B I  a?'  cos  (j/x')  +  y'  cos  (yy ')  +  %'  cos  (y«0 1 
+  i<  ( ar'  cos  (xa:0, + y '  cos  {zyT)  +  2'  cos  ( w') ) , 

i\r(z  -  *)  =  Ä  t  x'  cos  (arar')  4-^  cos  (ary ') + %'  cos  (arx')  \ 
■\-A\x'  cos  (ya:')  +  y '  cos  (yy')  +  z*  cos  (yx')  \ 
-\-^\x'  cos  (xa:')  +  ^  cos  (xy')  +  x'  cos  (xx')  | ; 

vro  die  Symbole 

Ü,  »,  €;  \4,  i?,   C 

tnaer  ihre  aus  1. 21)  bekannte  Bedeutung  haben.    Es  Ist  also  auch : 

2) 

^(JP— /)=  {ilcos(a:a:0  +  Ccos(ya:0+*cos(xa:'))a:' 
+  {ilcos(a:y')  +  Ccos(yy')+Äcos(xy')|y' 
+ 1  JtKJS  (arx')  +  C  cos  (yx')  +  B  cos  (xx*)  \  t' , 

-^(y— ^)=  lCcos(a:a?')+39cos(ya:')+i<cos(xaf')|«' 
+1  Ccos(a:y')  +  »cos(yy')  +  ^  cos(xy')  ly^ 
+  ( Ccos  (arxO  +  »  cos  (yx')  -f  i«  cos  (xx')  |  x' , 

iV(x—  A)  =  t  Äcos  (arar')+  i<  cos  (yj:0+  «  cos(xarO}«' 
+|Äcos(a:y')+2<cos(yyO+  «cos(xy)|y' 
+  {Bcos(a:x')  +  i<cos(yx')  +  (f  cos(xx')|x'. 

lietrachten   wir  nun  eine  Ebene  des  Krystalls,   deren  Glei- 
chanf^en'im  primitiven  und  im  secundären  Systeme  respective 


(     • 
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:   üfeCof— oo)  +  io<y-*o)  +  afe(»-«o)  =  0 
und 

Äb'Co:'  -ao')+io'(y'-6o')  +  W(»'-co')  =0 

sein  mugeo,  wo  iio>  Aot  co  und  oo'»  bo' ,  cq'  die  Coordinaten  ein 
und  desselben  in  dieser  Ebene  liegenden  Punktes  im  primitiv 
und  im  secnndären  Systeme  bezeicbnen  sollen,  so  ist  nach  2): 

A(flo-/)=  tilcos(xjr')  +  Ccos(ya:')+ÄcosCMr')lffo' 
+tJÄcos(:ry)+Ccos(yy)  +Äcos(zy)|6o' 
+  { Ü  cos  {xz')  +  Ccos  (yr')  +  B  cos  (w')  \  co' . 

N(bo  —  g):=s  {Ccos(ara:')+)Jcos(ya:-)  -f  i4cos(2a:')lao' 
+ 1  Ccos  (a:yO+ »  cos  (yy')  +  A  cos  (ly')  1 6o' 
+ 1 C  cos  (a:i')  +  5  cos  (.v*')  +  -4  cos  (xi')  )  co'  • 

N(co  -•  A)  =  { iBcos(ara:')+  ^  cos  (ya:')  +  «  cos  (za;') )  ao' 
+\BcQs(x^')+Aeo8(^)  +  «cos(ty)i6o' 
-|-tBcos(arz')-|'i<cos(y2')  -|-  f  cos(zz')  \e(^; 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  Ton  den  entsprechenden  Glei 
cbungen  2)  subtrahirt: 

iV(a:— ao)=    |ilcos(j?xO  +  Ccos(ya:0+*cos(xar')|(a:'— a^O 

+  tJ  cos  (a:yO  +  Ccos(yy)  +  i?  cos(zyO  i  (Äf' -  ÄoO 
•f  t  Ü  cos  (xz^)  +  Ccos  (yxO  +  ^  cos  (xx') }  (x'  —  c^O . 

iV  (y  —  A  J  =    { Ccos  (ararO + »  cos  (yx^)  +  i<  cos  (zx^)  ]  (ä'— a^') 

+(Ccos(a:yO+»cos(yyO  +  i<cos(«yOKy'-*oO 
+ 1 C  cos  (a«0  +  »  cos  (yxO  +  i<  cos  (xx')  |  (x'  —  CoO . 

iV(i  —  Co)  =    { Äcos  (xx')  +  J  cos  (ya?0  +  tf  cos  (xarO  |  (x'  —  CoO 
+  (Äcos(aryO  +i4cos(yy0+  «  cos  (xyO  Ky-*oO 
+ { B  cos  (arxO + A  cos  (yxO  +  «  cos  (xx')  |  (x'  —  CoO ; 
und  weil  nun 

die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x,  y»  x  ist,  so  ist 
die  Gleichung  dieser  Ebene  im  Systeme  der  x',  y',  x^  nach  den 
obigen  Formeln  offenbar: 
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+ (K^B  +  L^A + Jf  „«)  co8(*rO 

(roJ  +  £,  C  +  ^oÄ)  CO«  ( j:y) 
+(ir.C+L.»+il/,J)co8(.vyO  J(y-6.0  )=0; 
+  (K^B  +  £.^  +  If.tf)  C08  (*y) 

(ir,JI + !,„  C  +  Jlf „  Ä)  cos  {xz') 
+  (XoC  +  i«»  +  ilf.^)co8(»s')  [  (»'  — «oO  , 
+  (jroÄ  +  £<,^+Jfotf)co»(wO  ' 
also,  wenn  man  diese  Gleicbang  mit  der  Gleichung 

V(*'-«oO  +  V(y- V)  +  i»#o'(«'-  «oO  =  0. 

welche  derselben  Ebene  entspricht,   vergleicht,   indem   G^  einen 
sewissen  Factor  bezeichnet: 

/      {K^  -i-LoC+WoB)  cos  (xx') 
Xo'  =  Go\  +(£oC+LoV  +  JUoA)  co8(ya:') 
'  +  (KoB +LoA  +  JUo^  cos  (wO 

V  =  Co  i  +  äC  +  io»  +  *o^)  eos  ( jio 
-I-  (ji;»£  -I-  JLo/l  -I-  flfo«)  cos  (»y) 

9f^=G„\  +(JroC+Lö»  +  JM;,^)oo«Cyt')  [ 


oder: 


ü;»  [Ü  cos  (ora:')  +  Ccos  (ya?0 + ^  co»(z4:0] 

V  =  Gq^  +  Zio[Cco8(ara:') +»  co«{ya:0  +  A  cob(zx^)] 
+  ilfo  [^  cosCararO + -4  cos  (ya:')  +  tf  cos(2arO] 

ii[Ä  cos(a:y)+  Cco8(3/yO  +  Äcos(2yO]  1 

V  =Go^  +io[Ccos(:ry)  +  »cos(sry)+^co8(2y01  >» 
+  ifo[i?cos(a?y)  +  ^co8(yy')+  «cosCiy')]  3 

Äi  [J  cos  («2O  +  Ceos  (yiO  +  Äcos  (zxO] 
*o'  =♦  Go-^  +  Zh)  [  C  cos  (a?xO  +  J$  cos  (ysO  +  ^1  cos  («0] 

+  ifo[Bc06(.TzO  +-4C0S(y2^)+   «COS(mO] 
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Durch  den  Punkt  {fgh)  legeo  wir  jetzt  Ateh  EbeDen ,    deren 
IxleichuDgeo 

/  X'(ar-n  -\-L'{yg)  +üf'(z-*)=0, 

5) j  Ä''(ar-/)+i''(y-^)+ilf''{»-*)=0. 

'Seia  mligen»  und  nebmen  die  DurchachDittsliDien  der 

Isten  ond  2ten,  2ten  und  3ten,  Sten  und  Isten 
dieser  Ebenen  respective  als  Axen  der 

an;  dann  sind  nach  IL  38)  die  Gleichangen  dieser  drei  Axen  be- 
ziehungsweise: 

sc—f y—s «IZ*_ 

j         x—f y — g » — h 

X — f         y — g xtA 

Setzen  wir  nun  aber 

X'^'  =ilcos(a:a?0  +  Ccos(ya?0  +  Äcos(M:0. 
F."   =  Ccos(a?arO  +  3Ö  coB{yx^-\-A  cos(zarO, 

Z'»'   =  B  cos  {XX*)  +  A  cos  (yx*)  -f  C  cos  {zx^ ; 

« 

JT/"  =  ü  cos  («yO  +  Ccos  (yy*)  +  B  cos  (ayO. 
r'/"  =  Ccos  (V)  +  3Ö  cos  (yyO  +  -^  cos  (xyO» 
Z'"'  =  Ä cos (a?yO  +  A cos (yyO  +  tf  cos  (lyO ; 

JP"/  =  ü  cos  (^0  +  Ccos  (yxf)  +  Ä  cos  («0 , 
f '"/  =  C  cos  (arzO  +  »  cos  {yt')  +  i<  cos  (x«') , 
Z"V  =  Äcos(a»0  +  ^  cos(yzO  +  €  cos(xzO; 

nfi  sind  nach  1. 23)  oder  24)  die  Gleichungen  der  Axen  der  x*,  y*,  >' 
auch  beziehungsweise: 

x  —  f^  y—g  _  a?— A 
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»d  e«  ist  also  naeb  6),  wenn 

er.  •  GV,  G^' 

Factoren  bezeichnen: 

7) 
Jt*,'  =  G','  (L'JW  -  M'If) .    Y'.'  =  6V  (M'K"  -  Ä'ilf  *) . 

Zr  =  C-iK'L'—L'K")', 

."=  G','(L''lir-M''L').    Y'r=  CrriJ^KT-KTtir), 

Z','  =  C'  (K'L"  -  L'K") ; 

2i',*  =  GFy'iU'M'—Br'L'),    ¥",'=  Gf.'i^BfK'-  Will'), 

Z*/=  G'.'(K''L^-L''K'); 

die  Factoren 

G'.',    er.    GV 
den  folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 

« (^y 

=  (X.'Jf"  —  üf'X-'O*  +(Jlf'Ä"-Ä'ilf'0*+(if'X<"-i'Ä'0« 

+ ^iL'M'—M'L")  (M'K''—k'}ll")  cos  (xy) 
+ 2(Jf 'Ä"— Ä' üf")  (Ä'I."  -  X'Ä")  cos  (y») 
+ 2(i:'L'' — L'K')  {JJW-M'L")  cos  (rt). 


(g*.") 


+2(L'»'"-ilf''ir')(Jir''Ä*-Ä''iir)cos(jy) 
+2(iirÄ''-Ä''Jlf*0(Ä»L*-X''Ä«')  coe(yz) 
+2iK''L'-L''K'^(L''Jir'-]ff'L'')  cosM, 


(g",') 


+2(L"'Jlf'— Jir*LO(**if'— Ä'«'itf')cos(*y) 
+2(ürÄ'-iP'JlfO  {WV—VK')  eo8(ys) 
+2(Ä«'L'-i-JC0  (I-'ilf'-iir  L')  cos(wr). 

Thail  XXXIV,  14 
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Zur  BesttoimoDg  der  Winkel 

{xx'),  (y^O,  (wrO;    {xy^s  in')f  ('SfO;    (^«').  (ys').  («O 

hat  man  aber  nach  I.  32)  die  folgenden  Formeln : 

9) 
,     ,,  _  Jr^^  +  P/  CO»  jxy)  +  Z^^  coa  (2j:) 

.     „      Ä^^Cös(a:.y)H-  r^^  +  Z^^ces(yt) 
co8(yj:0  = Jf ^^» 

/  ^^  ^J^^co8(ia:)  H-  ^Vcos(yI)  +  Z^'^ . 


cos 


^      i'','^+  F'^,'^  cos  (j:y)+Z'','^  cos  {ix) 
cos  (aryO  = ]jf ^  # 


Zur  Bestimmung  von 

Äo',    V.     «o' 
hat  man  nun  nach  4)  und  dem  Obigen  die  folgenden  Pormelo 

Ko' =  GoiKoX','  +A,F',''  +ilfoZr), 
V  *=  fii,(Ä'oX','«+I»FV"  +  ^foZ"/'0. 

oder,   wie  man  wegen  der  Gleichung 

V(«'  -  floO  +  V(y'-*«0 + *o'(«'  -  coO  =  0  ' 

offenbar  kflrzet  setsen  kann; 
10)  .  .  .   {   V=sAro2',«'  +  LoFV"+ilf«ZV". 
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Sind  jetzt  die  drei  darch  den  Ponkt  (fgh)  gelegten  Ebenen,  de- 
Darchscbnitte  die  Azen  der  x',  y',  x'  bestimmen,   drei  sieb 
schneidenden  Ebenen  des  Krystalls  parallel,  so  ist  nach  §.24.: 

K'  =x'K,     V  =X'L,     M'  z=t^'M', 
K"=%''K,    L"=l"L.     M"z=f,"M', 
K"'^%">K,   VuzVL,   ilf'"=f»'"ilf; 

«',  i',  fi';    «",  i'S  fi";    x'",  i'",  fi'" 
rmtionAle  Zahlen  sind.  ^  Also  ist  nach  7) :  , 

11) 

X\'*    =  G  V  (ly  -  f»'i'0  Jf'^.  y" =0',"  in'*" — xV  0  JUK, 

ZV  =  G'."  (»'l"  -  i VO  KL ; 

X' V  =  G",'"{l'y*''Vi"V")LM,    Y",'"=G"."'{v'")i"'-»"f>,"')iaK, 

Z",'"  =  G","'{»"i"'-'k"%""iKL', 

X"','  =  G"','  (i' V — f»"'iO  LM,    F"','  Ä  G"','  (/»" V  -  x"VO  ME, 

Z'"/  =  €?'",'(«'";'  -  l"'»')KL; 

WO  GV»  G'*9*^*i  C'^t  aus  folgenden  Gleichungen  bestininit  werden: 

**) (gW 

+  2  (iy ' — ii'X'O  (^  V  —  xy  0  Äi  AI«  cos  (^ry) 
+  2  (f*'x"  —  xy  0  (xU" — X  V)  PLMcoB  (yi) 


((g?V7 


+i(iV"-f*"^"oy«'"-»'y'OiH'^cos(ay) 

+ 2(f*"x'"-x'V"0(«"X" -^"«"0^*i^cos(y2) 
+ 2(x'a'"-X' V)(^'y " V^'")iSX*7lf  cos(2ar). 


(g"V/ 


+2(A"y— f*''ao(f*"v-x"y)jrLiif«co8(jry) 

+ 2(^'"x'-^"V0  («"U'-  X'"xO  K^LM  cos  (yz) 
+2(x"a'-il'"x0  a'V-  f»*'A')iÜL«if  co8(«*). 

14» 
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Weil  aber  Dach  $•  ^• 

K^r:^%^,    Lo^lol'f    Mo^iiqM 

Ist,  80  ist  Dach  10)  and  II): 

13) 

Weil  nun 

XoCiV-fiU")  +  ioOiV-xV")  +  »•»(»'A'-f'«'). 
x„(A V-,»'!'")  +  ÄoCf»"«'"-  «V)  +  ft»(»''i*-A''«*') . 

rationale  Zahlen  sind,  weil  ferner 

von  der  Lage  der  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  Ebene  gar  nicht  abhängen ,  also  fSr  alle  Ebcwcii 
des  Krystalls  dieselben  sind ,  und  weil  es  endlich  nach  dem  Obi- 
gen auch  offenbar  verstattet  ist,  diese  Grossen  als  positiv  aou- 
nehmen ;  so  sieht  man ,  dass  man  für  alle  Ebenen  des  KrystelU 
setzen  kann: 

ir|'=x,'.6?'/irLilf,    L^'^lx''G\'"KLM,    Mi'^(h''G''/KLM 

KJ=^H'G'rKLM.    m^XJ.CrKLM,    M^'^iiJ.G'"JKJLm 

K^'^^'.G'rKLM,     U'^h*'G\'"KLM,    üfj'sfij'.CVJXJf 

u.    s.    w., 
vro 

^t      *l*      ^»      *8»      *4  >'•••» 

f«o'»    f»i'»    f*«'»    ^^    fH'.  ... 

positive  oder  negative  rationale  Zahlen  sind.    Dies  fährt  unmittel, 
bar  auf  den  folgenden 
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Satz. 

Jeder  beliebige  Paukt  kann  als  Mittelpunkt  des 
stalle  angenommen  werden,  und  die  drei  Durch* 
sda  nittslinien  jeder  drei  durch  denselben  gelegter, 
4r^l  beliebigen  sich  schneidenden  Ebenen  des  Ery- 
•ftfli.lls  paralleler  Ebenen  sind  Krystall-Axen« 

Weil  nach  7)  und  10)  allgemein  >  nSmIich  für  jede  drei  durch 
Gleichungen  5)  charakterisirte  Ebenen: 


14) 

\mtj  und,  wie  schon  erinnert,  die  Grössen 

G'/,    GV,    G^' 

▼oa  der  Läge  der  durch  die  Glieichung 

Ji(x  — iio)  +  Iio(y— *o)  +  ^o(«— «o)=0 

charakterisirten  Ebene  ganz  unabhängig  sind,  so  wflrde  man,  um 
SU  prOfen,  ob  die  Durchschnittslinien  der  drei  durch  die  Glei- 
chaagen  5)  charakterisirten  Ebenen  Krystall - Axen  sind,  nur  zu 
vntorauchen  haben,  ob  es  drei  positive  rationale  oder  irrationale 
Grossen 

K,    L,    M 

und  solche  positive  oder  negative  rationale  Zahlen 

^»       ^»       ^9       ^>      ^4  #••••». 

<«o't    h'>    h'>    H'f    f»4'»-" 
giebt,  dasa 

Kl  {L'M''-M'L")  +  Li  (M'K>'-K'M")  +  Mi  {K'L"—L'K»)r^%,  'K, 

K^{VM"—M'L")  +  Lt{.M'K'>-K'M")  +  lf,(rX"-  L'J?'0=x,'K, 

Ä-,  iVM"-M'V')  + 1»  {M'KX-K'M")  +  if,  (JT'I."-  i'jr")=*,'K, 

u.    s.    w. 
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Weil  aber  oach  $•  ^' 

ist,  so  ist  nach  10)  und  11): 

13) 

1U^'=\  XoCiV-M-AO  +  Jl,(f»*x'-»V)  +  J^,(«"'i'- A"*«')  l  C'KLIH. 
Weil  nun 

rationale  Zahlen  sind,  weil  ferner 

G','.    er,    G",' 
von  der  Lage  der  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  Ebene  gar  nicht  abfafingen,  also  fSr  alle  Ebeieo 
des  Krystalls  dieselben  sind,  and  weil  es  endlich  nach  dem  Obi- 
gen auch  offenbar  verstattet  ist,  diese  Gru^sen  als  positiv  aou- 
nehmen;  so  sieht  man,  dass  man  für  alle  Ebenen  des  KrystalU 
setzen  kann: 

jro'=V.G'/^Lilf,  L^'^i^'^CrKLM,  Mo'^tH^'.GVXLM 
K^':=z%^^.&:'KLM,  L^'^li'.C^'^KLlU,  M^^^^^.G'.'KlM 
K^'=:%^'.&rKLM,    m^i^'.&'rKLM,    M^^^^fi^'.GVKLM 

u.    s.    w., 
wo 

^t      *l*      ^»      ^»      *4  >*•••> 
^»       M>      ^>       ^'      A4,....J 

f«o'»    fh'»    f*a'j    f*8'»    f**' 

positive  oder  negative  rationale  Zahlen  sind.  Dies  fährt  unmittel* 
bar  auf  den  Tolgenden 
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Satz. 

Jeder  beliebige  Panlit  IcaoD  als  Mittelpunkt  iee 
Kry^talle  angenommen  werden»  und  die  drei  Durch- 
sthnittalinien  jeder  drei  durch  denselben  gelegter, 
drei  beliebigen  sich  schneidenden  Ebenen  des  Ery- 
ttall«  paralleler  Ebenen  sind  Krystall-Axen. 

Weil  nach  7)  und  10)  allgemein,  nSmIich  flir  jede  drei  durch 
die  Gleichungen  5)  charakterisirte  Ebenen: 

14) 
V  =  G\''\£o(L'M''^JU'L'')+LoiM'K'''^K'Sr)+lUo(K'L''^L'S^)\, 

Mo'==  er/ 1  Ko^V^M'^M^L')  i-LoilW^P-^K^M^  '\-M^Er'L*''VE')  \ 
ist,  und,  wie  schon  erinnert,  die  Gr5ssen 

TOI  der  Liige  der  durch  die  Gleichung 

Ji(x  — Ho)  +  io(y— *o)  +  *o(«— <H))=0 

charakterisirten  Ebene  gans  unabhängig  sind,  so  wflrde  man,  um 
zu  prfifen,  ob  die  Dnrchschnittslinien  der  drei  durch  die  Glei- 
ckmgen  6)  charakterisirten  Ebenen  Krystall-Axen  sind,  nur  zu 
antenuchen  haben,  ob  es  drei  positive  rationale  oder  irrationale 
i>ro88en 

K,    L,    M 

uod  solche  positive  oder  negative  rationale  Zahlen 

*o»    *i»    *a>    *gf    *4  >••••> 

(H)'.    Ml'.    H*>    h''    h'»-- 
gwbt,  dass     ' 

ttiL'Uf-M'L")  +  LoiM'K^^K'JU'')  +  Mo(K'L"-L'K")=Xo'K, 

h{l'M>'—M'L")  +  Lt{M'K"-K'M")  +  Jlf,(irX"-  L'rO= VK, 
«id**"-  Jlf'X")  + 1»  {M'K"-KfM")  +  Mi  (JT'L"-  £'jr«)=*,'K, 

U.      8.      ff. 


L 
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ferner 

iSoiI'"M''^]U"L'"HLoiM"K'"-K"JII'"HlUt,iK''L''-L"K^)=3io'L. 

Kt(L"]tl'"~M"L"')+Li(M"K'"^-K"]U'")+Mt(t^"L''-L"K'')=J^'^. 
K3(L''ia!'-M"L'')-^(]U"K''—K"M'")+Jlia(£"L''-L"K^)=i^'h, 

t  U.      B.      W. 

endlich 

Ko(L"'M'—U"'L')  +  Lo{M"'K'-K!"M')  +  iaj^K"'t'—L'"K)  =  fio'M, 
jr,(i"'JIf'— «'"X')  +  LiiM'" K' -  grU')  +ilf,(Ä"'X'-I,*iP)=j*,'M, 

n.    s.    w. 
ist. 

§.  29. 

• 

Ulster  einer  Zone  versteht  man  einen  Inbegriff  von  Ebenen 
eines  Krystalls,  welche  sich  sämmflich  in  lauter  parallelen  Ge- 
raden schneiden,  and  also  einer  and  derselben  Geraden  im  Raaroe, 
welche  die  Zonenlinie  genannt  wird,  parallel  sind.  Alle  einer 
und  derselben  Zone  angehörende  Ebenen  werden  taatozofiale 
.Ebenen  genannt. 

Zuerst  und  vor  allen  Dingen  müssen  wir  untersuchen ,  welche 
Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  drei  Ebenen,  deren  Glei- 
chungen 

!-Ko(ar-iio)  +  Lo(y-*o)  +  ^o(«— «o)  =  0, 

sein  mögen,  einer  Zone  angeboren  sollen. 

Mach  II.  38)  sind  die  Gleichungen  der  Durchschnittsiinien 
dieser  Ebenen: 

^ — ^0*1         y — ftpfl ^"^gQ«! 

^^Ofo y'—^M)      _,     »— <^>0     . 

1j%  IUq  — -  W^LiQ     M^Kq  "^  K^f^o     -^2  ^0  "^  -^^0 
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ad  die    Bedingungen  der  ParallellitSt  dieser  drei   Linien   sind 

ndL58): 


17) 


DaAs  das  dritte  System  aus  den  beiden  ersten^  überhaupt  jedes 
System  aus  den  beiden  anderen,  durch  blosse  Multiplication  folgt, 
ibersieht  man  auf  der  Stelle.  Aber  leicht  lässt  sich  zeigen,  dass 
das  dritte  System  schon  eine  Folge  bloss  aus  dem  ersten  Systeme 
ist  Denn  iregen  des  ersten  Systems  ist,  wenn  Cr  einen  gewis- 
len  Factor  bezeichnet: 

Li  Äfji —  M^L^^zzG  (LqMi  —  Hfjji) , 

XiLi^  —  XrjÄa  s=sG(K(^Li  —  IjqK\)  ; 
also,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

noHiplicirt: 

KqLiM^ — Kq1IIiL^=i  G(Ko^^i — KqMqLi), 
Lf^Mi  K^ — L^Ki  M%  zz  G  (LqM^JKi  —  L^K^Mi ) , 

tisd  foiglicb ,  wenn  Mtfti  diese  Gleicbmigen  je  swei  durch  Addition 
mit  einander  verbindet : 

(i^Li  —  X^ÄTi)  M^ + {KJLiQ  -^  J^Ko)  üfj  = — GMq  (KqLi  ^LqK^), 

{VoKi^KoIUi)L^+(MtKo'-K2Mo)Li^-GLo(MoKi''KoMi); 
also: 

Ir^O— üf^O= ^ (^0^1  —Mf,Li) , 
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folgt  aber: 


also: 


X|£^  —  Xi  Xj  =  G(Kf^Li  —  l*oK-i) 

(»a  +  GMo)  Li=(Lt+  GLo)  ilf, , 
(Xj  +  GÄo)  Jlf,  =  (itf,+  G»o)  JCi , 
(L,  +  Gio)X,  =  (Ä,+  GÄ«)  L, ; 

*r,-hGAro  _  i^  +  gLq  _  m^+gjHq, 

Kl        ~       Li        ~        Mt       ' 


folglich  nach  dem  Obigen: 

.  L^Mi—lB^Li       ÄloKi  —  £0^1       ^A  — A»^»  * 

wie  bewiesen  werden  .sollte.  Man  sieht  also,  dass  aus  jeden 
der  drei  Systeme  17)  die  beiden  anderen  folgen ,  wovon  die  Notb* 
wendigkeit  auch  ans  ganz  einfachen  geometrischen  GrOnden  auf 
der  Stelle  erhellet. 

Man  kann  die  Gleichungen  17)  in  der  Form  von  Proportionen 
auch  auf  folgende  Art  ausdrucken: 

18) 

Xo^i  —  M^lii :  MqKi  —  KqIUi  :  K^Li  —  Lq^i 
=Xiifa-if,ia:;i#i-K4— Äiilf,:^!/:^  — i,Ä, 
zziL^IUq —  M2LQ :  M^Kq —  £2^0  •  ^A)  •  ^^ 

Sind  die  drei  Ebenen  dem  Systeme  der  Ebenen  eines  Krystalb 
angehurig,  so  ist 

Ki=z%xK,    ii=iiJL,    ilfi=fHif; 
K^=zx^K,    L^z^J^L,    Mt-H^f; 

also  nach  17): 


19) 


^Mo —  f*«^        f*«*^  •"  *«^        ^^  ""  ^*0 

^f*0"*f*«^  _  ftgXp  —  ^f*0  _  ^^""^^ 

^f*i  —  f*o^  ""  Ho«i  —  *of*i  ^  Ml  —^«1 
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20)  ....      AofAt  — fiuX|:fCoX|— Xofh*''^^--^^ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  vorstehenden  Bedingun- 
gen erRÜlt  sind 9  sind  die  Gleichungen  der  Zonenlinie  die  Glei- 
<:hongen  16),  oder,  unter  Voraussetzung  eines  Systems  von  Ebe- 
nen eines  Krystalls: 

J[(jr— go,i)  _  I^(y— 6o,|)  _  ^(g— go>i) 
^i  —  Ml       f»o»i — Xof*i       ^^  —  ^«i ' 


21) 


^if*a— ^i^      f*i«a-«i^s      «1^  — ^«t* 

*S^  "~  ^2^        #*>^  "~  *lf*0         *f^  ""^  M*0 


oder: 


/Vi--Mi\     /fto^— >tof*A     /MLnisüV 

^— ««>o y— *aH)       _       »"^g^>o 

/^^— ft8^\      /f*«^— »»f*o\      /Xa^— XaXoV 

Die  Coordinaten 

*k»i»  *oa»  ^ou?    öi>«>  ^»t»  <?ifa5    «aio»  ^»o»  *^ih> 

bleiben  natGrlich  willkdbrlich,  da  man  sich  die  Zonenlinie  durch 
jeden  beliebigen  Punkt  In  Räume  gelegt  denken  kann. 

Wenn  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden 

^^^ Ä  --nr-^nr 

sind,  nnd  die  Gleichung  einer  Ebene 
23)  .    .   .   Äi(a:-Oo)  +  lio(y-*o)  +  ^o(^~CQ)=0 
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• 

ist;  80  kano  die  Frage  entstehen»  ob  diese  Ebene  einer  Zon^ 
angehört 9  welcher  die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte 
Gerade  als  Zonenlinie  entspricht.  Dies  vrird  offenbar  der  Fmll 
sein 9  wenn  die  in  Hede  stehende  Gerade  und  die  in  Rede  stehendo 
Ebene  einander  parallel  sind,  oder  wenn  eine  durch  den  Pankt 
(«Io^oCq)  der  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirten  Geraden 
parallel  gelegte  Gerade  ganz  in  die  durch  die  Gleichung  23)  cha* 
rakterisirte  Ebene  ftllt.  Mach  1.  58)  sind  aber  die  Gieichan^en 
der  durch  den  Punkt  (oo^o^o)  parallel  mit  der  durch  die  Gleichun- 
gen 22)  charakterisirten  Geraden  gelegten  Geraden  offenbar 

^— gp y— ftp  _» — Cp 

und  die  Bedingungsgleichung,  dass  diese  Gerade  ganz  in  die  durch 
die  Gleichung  23)  charakterisirte  Ebene  föllt,  ist  folglich : 

24) Jri'o  +  £I«+W^p=0, 

welche  Gleichung  also  erfflllt  sein  muss,  wenn  die  durch  die  Glei- 
chung 23)  charakterisirte  Ebene  einer  Zone  angeboren  soll,  der 
die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte  Gerade  als  Zooeor 
linie  entspricht. 

DieGleichaDg24)  pflegt  man  die  Zonengleiehung  zu  nennen  *^). 


*)  Gewöhnlich  betrachte!  man  die  Gerade  22)  alt  DarciMchnitU- 
linie  sweier  Ebenen  dee  KrjetalU.  Sind  die  Gleichoagen  dieser  beiden 
Ebenen 

*.(*-«.)+ it.  (y-.*,)+*.  (»-f. )=o, 
A-,  (x-«r,)  +  ^(y-*,)  +  IT.  (»- c,)=0; 

«o  iet  za  setseot 

nnd  die  Zonengleichnng  wird  dann : 

uUo,   weil.  Insofern  die  Gleiofaun||' 23)  die  Gleichnng  einer  Cbene^  des 
KrjsUlls  ist, 

K^^n^lC^    £^=zl^Lf    ifff^rz^^Jf; 

ÄiS^XiATj     i»i^zß,iL  f     iif]  r=:  jU| Ar ; 

ist: 

«o(^iA*«— A*i^»)  +  ^o 0*1*1 —^iA*«)  +  i»o  (»«1^2  — Ai*a)  =  0. 

In  diesem  Sinne  ist  es  richtig,  wenn  Naoraann  (Elemente  der  tlieci. 
Fetischen  Kristallographie.  S.  48.)  sagt,  die  Zonengleichnng  «ei 
▼on  deß  Grund -Coeffieieoten    (Grand  •  Parametern)    unabhängig. 
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Sidlen  die  drei  dnrfh  die  deicbuDgeii  15)  ob«r«ktert«irlefi 
Ebenen  einer  and  derselben  Zone  angebdreB  iKSanen»  so  miiM. 
■a€di  24) 

Äi:,+£Li+WAf,  =0, 

sein.     Aas  dtesen  Gleiobangen  folgt  aber,   wenn  man  dieselben 
naeb  der  Reibe  mit 

maldplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  die  Gleicbong: 

25) 

«»der: 

26) 

oder: 

27) 

und  jede  dieser  Gleichaogen,  die  natQrlich  hur  verschfedene  Aus* 
drScke  einer  und  derselben  Gleicbong  sind ,  muss  also  erfOllt  sein, 
wenn  die  drei  durcb  die  Gleichungeh  15)  charakterisirteo  Ebenen 
einer  und  derselben  Zone  sollen  angehören  können. 

FSr  Ebenen  eines  Krystalls   werden  die  vorstehenden  Glei- 
chungen : 

«o(^f*«~  f*i^  +  ^  (^f*o— f*2W+«a(^f*i— ^^)=0, 

28)  \  Ao(fii«t— x,f4)  +  li(fi,jCo--«siMo)+^(f*o«i— «oMi)=0» 

§.27- 
Wenn  wir  den  von  den  beidep  durch  die  Gleichungen 

29)...^ 
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charakterisirten  EiieneD  eiagesdilossenen  Winkel  dnrcb   Vo*%    ^*' 
xeicbnen,  md  der  Kflrze  «regen 

30) 

Fo.,=(Äoii  -£»K,)«  +  (i:*Jlf,-Ä;,i,)«+(JlfoÄi-Äo^,)* 
+  2  (Xo^f,  —  ilfot, )  (»0  J^i  -  Äoüf»)  CO«  (ay) 
+  2  («0 JC,  -  Jj;,», )  (Ä«L,  -  ioÄi)  CO«  (y») 
+  2(JJoX,  -  A.X,)  (!«»,  -  JlfoA) CO« (w), 

31)    .    .    .     J7o.|=JI£o£iH-3$A>I'i-f  CAToiVi 
+  ^(Z«il/,  +  itfoL,)  +  »(JlfolCi  +  Xo*i)  +  C(JJoii  +  A»iC,  ) 

«etzen,  «o  ist  nach  II.  25): 

32) tangFo.i»  =  ^; 

und  gans  eben  «o  ist,  «renn   Fo,i'  den  von  den  beiden  durch   di« 
Gleicbungen.. 

33) ...  1 

cbarakteriairten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet ,  ood 
der  Kflrze  wegen 

34) 

''0.1'= (Xo'Li'-  Lo'Kt  0*  +  (Vüf, '-  ^„'i,  0*  +  (ilfo'Ä,'-Ä«'Jlf,  0* 
+  2(io'Ä,'-Jir„'L,')(»o'JS^i'-Äo'*i')co«(ay) 
+  2(«o'-Ki'-Äo'i«f,')  (Äo'ii'  -  X«'i:,')co«(y») 
+  2(£o'ii'-  A)'ü^iO  (Lo'Mi'  —  M^'LiOcotiixx). 

36)  .    .    .    J5ro.i'=ilVJS^i'  +  »A»'Iii'  +  «»o'Äi' 

+  ^  {Lo'Mi'  +  Jlfo'AO  +fi(Afo'iri'+J:i'if,')  +  CiKo'Li'  +  Vat,  0 

gesetzt  wird: 

jap    t 
36) tang  Von'*=^^' 

Ako  tet: 

37)  .    .    .    taDgFo,i«:tangro.i'»=-5^,:^4 
oder: 
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38).    .    .  tangFo.,«:taiigro.,'«  =  |K.C^Y. 

Sind  nun  die  vier,   durch  die  Gleichungen  29)  und  33)  cha- 
nJcterisirten  Ebenen  tautozonal,  so  ist  nach  17): 

K^'W-Lo'K^'^  WM^'-Mo'W^  M^'K^'-K^'Mi'' 
also  durch  Multiplicaüen : 

JTuLi  —  iy^ Lftüfg. —  ^^^ Afp^i— ^^ti^i 

Felglich  können  wir  offenbar 

X^ilfi  —  JlfoLi  =  ACr^,! , 
and 

•etsen,  woraus  sich  ferner  nach  30)  und  34): 

41) 
Fe.,=lin«  +  A«  +  /«+2*Zco8(ary)+2/mco8(yx)+2m*cos(Är))Go^« 

j;,i'=lm«+ifc«+?+2*Zcos(ay)+2/mcosOi)+2m*cos(tar)}Go»i'*; 
also: 

*^ T^-Kv;:?)' 

vnd  folglich  nach  38): 

43).  .  .  t.ngro,«:Ungro.,'«=(^)':(^)' 

crgiebt.    Also  ist: 

44) 

G  H 

▼al  abs.  tang  V^i :  vaL  abs.  taog  Fq.!  '= ?al.  abs.  77^ :  val.  abs.  -fr^,. 
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Geboren  imib  M6  Tier  Ebenen  dem  Ebenen -Systeme    ei 
Krystalls  an,  ao  ist: 

(    K^sric^,    X^atAoL,    ^o=f*0*; 
und] 

f^'t=v^,    V=V-t»   Jifo'=f*o'^; 

"^^^      •  •     i  K^^=i%,'K,    i|'=l|'i,    M,'=i^'M; 
wo 

«0,  Ao,  fio;   «if^»f*i;    V*  V»  fH>';   »HS  V»  f*i' 

rAtiooale  Zablen  sind ;  alss  ist 

K^  —  io^i  =  (^^  -  ao«Ci)^L  =mGQ,i , 
LoMi^MoLi  =  (Aofh  — fioAi)Lilf  =  ^Gb»i, 

und 

io'Jlfi'-Jfo'I/,'=(Wf*i'-«*o'li')'''i«'=*Co,i', 
Jtfo'X,'- J!b'Jlf|'=(i«o'>«i'-«o'<H')  ÄJf  i=  tGo,i' ; 
folglich : 

and  daber    yr^  ein  ratiQnaler  Bmcb. 

FDr  J7o>i  und  i^o^i' erhält  man  nach  81),  35)  nnd  45),  4«)  die 
folgenden  Ausdrücke: 

48)  .    .    .    J5r(Mi  =  «o«iJJf*  +  Äo^»Xi*+fH)f*i<^ 

+  (f*o«i  +  «of*i)Ä*^ 
+  (Ml  +  ilo«i)  Cffi 
nod  '  - 

49) JSro,»'=ito'«,'il^+ilo'li'»I.»+l«o'fH'«^ 

+  («eoV  + VxiOCKl. 
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Mach  dem  Obigen  ist  iJierx 


ifis:= 


aIsoi 


und 
Ferner  ist  nach  dem  Obigen  ofleobar: 

MJ^=  =^- ; «— , 


«od: 


jr= ;- »Ti — 

Aach  ist 

(«oll  —  lo«i)<Aof*i— f*o^)(^o«i  -»ofh)(J*^Ä)«  =  A/mGo,i' 
imd 

also: 
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and 

^0'»  ""  ~       ^  kirn  \G^J 

Folglicb  ist  nach  dem  Obigen»  wenn  wir  der  Kfirze  wegen: 

'  '  '     ^'*  Um 

nnd 

51)  n^x jg;; . 


• 


80  Wie: 


62)  r^.,=»^QsSL:^y M 

nnd 

83)   ro.,>=  Vh'  (*»''*''  "'^''^y  J 


eetzen: 


54) ^o»i  =  •'o»!  •  (  "g — ) 

nnd 

M) iro«'=r„.i'.(^^)'; 

also : 

5ft\  ^0*1    ««  -Hl»!  ^  /filtl^* 

Folglich  ist  nach  43) : 
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*aög  Fo,i* :  taug  Fo,!** 


37)  .  .  .  ta'»8^o,.*:tangFo.,'«=!(^)':(^)*. 


.  ral.  abs.  tang  Fo,i  :  val.  abs.  tang  V^ 
=  val.  abs.  (ß^)' :  val.  abs. #^, , 


58) 


«nd  es  wird  folglich^  da  nach  dem  Obigen  r^    ein    rationaler 
Brach  ist,    das  Verbältniss 


^0*1 


val.  abs.  tang  Fo,i :  val.  abs.  tang  Fo,i' 


on 


Tationai  sein,  wenn  yr-i  ein  rationaler  Bruch  ist 

Wenn  das  Azen- System  rechtwinklig  ist,  so  ist  bekanntlich: 
il=l,    »=1,    tf=l;    ^=0,    Ä=0,    C=0; 


also  : 


89)  ■ro..=«„x.    (^..a:^!^)- 


+  ;i,j.(iMh^Mhy  +^^  (?^^^)' 


nad 


Im  AUgemeinen  ist  bekanntlich: 

J  =  sin(y2)«,    »  =  8in(zar)«,    «=sin(ary)« 


and 


il  =  cos  (lar)  cos  (ory) — cos  (yz) , 
B  =  cos  {xy)  cos  (y«) — cos  (zx) , 
C  =  cos  ( yz)  cos  (zar) — cos  {xy). 


Theil  XXXIV. 


15 
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I 

Bezeicfafitet  m^n  aber  die  an  den  positiven  Theilen  der  Axen  A< 
a,  fff  X  Uegeadeil  IrVinkel  der  foti  diesen  Theilen  der  Axen 
bildeten  dreiseitigen  körperlichen  Ecke  durch  (X),  (¥),  (Z); 
ist  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie: 

^  yv  ^  eoff  (yt) — cos  (gar)  cos  (xy) A 

coB{^    )  B\n{zx)ßin(a:y)  sin(za:)8in(a'y)' 

^    ^  sin  (ar^^)  sin  (yx)  sin  (xy)  sin  (yx)  ' 

^^g  (2)  —  ^^^  ^^y)  ~  ^^^  (y»)cos(tar) C  , 

^   '^  sin  (^z)  sin  (zo:)  sin  (^2)  sin  (zx)  ' 


also : 


il  = — sin  (z^)  sin  (xy)  cos  ( Jf ) , 

61) {  Äiti  — «iii(ir^)eiD(yz)cos(F), 

C  =  —  sin  (ff 2)  sin  (zx)  cos  (Z). 

Man  vergleiche  bei  diesem  Paragraphen:  (Jeher  die  Ra- 
tionalität der  Tangenten -Verhältnisse  t  autozonal  er 
Krystallfläehen  von  Naumann,  in  den  Ahha«dluf|gen 
der  mathematisch  -  physischen  Classe  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  dei*  Wissenschaften.  Zwei- 
ter Band.    Leipzig  1855.    S.  50& 


§.28. 

Ein  anderes  sehr  bemerkenswerthes  allgemeines  Gesetz,  wi9l» 
chem  die  Winkel  tautozonaler  Ebenen  unterworfen  sind,  hat  neuer- 
lich W.  H.  Miller  in  der  schon  oben  angeführte^  Abbandimig: 
On  the  anharmonic  ratio  of  radii  normal  to  four  faces 
of  a  crystal  in  one  zone;  and  00  the  change  of  the  axes 
of  a  crystal.  (Philo^ophical  Magazine  for  Febroary 
1857.)  bewiesen,  welches  wir  in  diesem  Paragraphen  in  anderer 
Weise  als  sein  Erfinder  beweisen  und  aus  unserer  im  Obigen 
entwickelten  allgemeinen  Theorie  ableiten  woHen*). 

Es  seien  vier  Ebenen  gegeben,  deren  Gleichungen  wir  dutch 


*)  Die  mit  Sterpchcn  im  Folgenden  vercehenon  Namroern  der  For- 
inoln  bezielieii  «ich  nur  nuf  dretfen  Piirngraphcn.  In  den  übrigen  Par«- 
graphen  ist  der  Fortgang  der  NamiBorii  sieht  unlorbrochcn. 


m^u^  tkMrte  an  fermäm  länte  4m  Hsume  imd  dtr  JSdene,  2i9 

"     I  ^(.x-a^  +  i,(y-6>)  +  iPf,(2-«i)  =  0, 
(  I^A^r-a,)  +  L,iy-bt)  +  M,(t-c,)=0 
keaeichoeo ,  und  die  wir  nach  der  Ordnung  dieser  Gleichungen  die 

Iste,    2te,    3te,    4te 
Ebene  nennen  woUeo.    Die  von  der 

Isten  and  2ten,  2teD  aad  3ten,   3ten  und  4ten,   4ten  nnd  Isten 
Ebene  eingeschlossenen  "Winkel  mögen  der  Reihe  nach  durch 

^0»l>       'l»t»       'm»       'tH) 

bexeichnet  werden. 

Setzen  wir  dann  der  Kfirze  wegen: 

a«,,  =  (ZA  -  A.Äi)»  +  (^^1  -  »oLt  )>  +  (ü/o^i  -  -Ko^i  )• 
+^(LoJlf,  -  JHoii)(»oXi  -  Ä«i«fi)co8(j:y) 
+  2(Jlfo^i  —  ^^i )  (-^oii  —  jE-o^i)  co»(y») 
+  2(J[o£,  -£**:,)  (ioiWi- Jiro^)co»(M;), 

+  2(i,ilf8-  JfiLaXiiriJ:,--  Äi;ifa)«os(xy) 
+  2{MiKt—KtM^(KtLt  -  X,  JJ»)  cos(yi) 
+  2(Ä,i:,  — LiJTa)  (Li^f,  — ilf,I^co8(ar), 

il„  =  (jr,I^  -  I^Äi)«  +  (La»,  -  JI!f,I,)«  +  (^,j:,  -  JT,^,)« 
+  2  (Lj  Jlf j — Jlfj  tj)  (üfgiT, — fjiiVs)  cos  (xg) 
-|-2(JlfaX't — ''(aiVs)  (K^Lt  —  ii*^j)<'®«(yO 
+  2(1^1,  -ifcJJi)  (-Mli— ifii,)co»(»»), 

a,H>  =  (Äilto--!^^)*  +  (i»»o  -  ^sA>)H  (III,Ko-K^M„)* 
+  2  (ijJlfo  -  JlfA)  (^t^  -ITjilfo)  cos  (xy) 
+  2  (M^Ko — K^Mo)  (XaLo  —  L,Ko)  cos  (yz) 
+  HKtLo  —L,Ko)  (I^ilfo— ilf«io)co8(zar) 


md 


3*) 


l  Go=MKoH'»lH,*-i^MoHäALoMt+'iBilft^+2CK^Lo , 
J  C?i = Jir,H»X,H€«iH2/<Lj;if,+2Bitf,jr,+2CJi:,i, , 
1  Gt=MEtH^I^^+aMi*+2ALtlllt^'iBM^Kt^2CKiLt, 


)5* 
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80  ist  nach  II.  24),  weun  iV  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hatrj 


also : 


t 

•      Tr      9      •      17      «         iV^   «^0»!  "^»8 

sin  Fo„«.sin  F„.«  =  g„G,G,C^  ' 

gm  Fi^«.8in  Fs,»«  _  g^(;^g^(;^  > 

folglich,  wenn  man  dividirt: 

sin  Fq,!^.  sin  F8,3»  _  .^,i  il^»» 
)   '    '    '    '    sinFj^a^.sin  Fa^o*      •^•a-^H) 

Sind  nun  unsere  vier  Ebenen  tautozonal,  so  können  wir,  weoo 
^i'S>  ^8>  ^K>  gewisse  Constanten  bezeichnen,  nach  17)  offenbar: 

K1L2  —  ^1  -Ä^  =  ^*a  ("Ä^oLi  —  A>  Ji^i)  > 

r»!  Älj  —  MiL^  =  Ci,2  (■''0^1  "~  -Wiolii )  , 

üfali  —  JTiü/a  =  Ci,8  (i^oJTi  —  JTo^i) ; 

M^Kq  —  K^Mq  =  Qk>('^o^i  — -^^1) 
setzen,  und  nach  2*)  ist  dann  augenscheinlich: 

5*) 

* 

also  nach  4*): 

sin  Fq,!*.  sin  Fa,^*  _       Ct,s^ 
sin  Fi,a*.sin  Fg^)*  ""  <?,,»*.  Cin)*' 

woraus : 


sin  Fo,|  sin  F^^a  _  ,       <^>8 
^ sin  Ft^sm  V^^  Qf^C^fO 


/ 


Heue  Theorie  der  geraden  Unie  im  Räume  und  der  Ebene,    221 

%t,  weno  mao  das  Zeichen  immer  so  nimmt,   das«  die  OrOsse 
■rder  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  positiv  ausföllt. 

m 

Geboren  nun  die  vier  Ebenen  einem  Krystall  an,  so  ist: 

Ki  =  %iK,    LizzzX^L,    Mi=,fi^M; 
Ä,=  *»iC,    2/31=:  A^L,    M^  =  ii^M; 

ilso: 

KqLi  —  LqKi  =  (xqIi  —  ^*i)  KLy 
iTiI^  -  Li  ATa  =  (X,  A,  -  AjXa)  ÄL, 
AjX^a  —  i^A)  =s  (x^As — A^Xj)  ATX  9 

*3Lo  -  LjÄfo  =  (X3 Ao  -  AjXo)  ATX ; 
Lo^i  —  MqLi  =  (Aq^,  —  f*o^)  LM, 

L^M^  —  ^aLj  =  (Auf*,  -  ^Aa)  LAf , 

^0*1  —  *o^i  =  (^o»i  —  «ofh)  ^*. 
-Äf,  Ufa— ^1  ^^«=(f*iXa— Xifia)  ilf  if , 

üfjAfa  —  Ä«-Äf, = (f*2«8  —  *af*8)  ^Ä" , 

ofgtich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

^  '^      «0^,  —  Ao»i        Aofii  —  fioA,       ^x,  -  Xofh  ' 
^,     xgAs  —  AaXg Aaf*3  —  fia^ ih!H  —  ^f*s 

Ml  — ^*i       Vi  — f*o^        f*o«i— «ofh' 

\ 

Also  ist  nach  6*): 

7^     sin  Fo,|  sin  Fa,i  _     (xpAi  -  l^n^)  (x,^  -  A^Xa) 

'     sin  Fi,a8Ufi  Fa^)  («i^— ^«a)(«s^— ^«o) 

* 

(^1^— fh^(Vo-Mo) 
___  I  (^xi"-^f*i)(l^^~^<^) 
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au8  den  Gleichuogen : 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

«8^ — ^«»  — — (»1  ^  —  ^1*8)  (V^ -+ V^  +  fH>'l*»)  ; 
also: 

Bestimmt  man  die  Gsdaaen 

aus  den  Gleichungen: 

«a  =  V  («1^— ^1  ^)  —  ^' (fh«8  —  »I  f*8) . 

so  ist  ganz  eben  so  wie  vorher: 

also : 

KiAt— XiJCa  «a'«i  +  V^i  +  f*iVi  * 

Folglich  ist  nach  7^)  : 

8*) 

sin  Vq,i  stn  Fg^  _     Vx,-f  Vit  +fio^(it|    V^i^- VAt+ft^^^ 
sin  ri^stn  V^^        V*t+ VA»+fH>'l»a '  «%'«i  +  V^ +f««'**i 


oder 

9*) 

sin  Fo,t  sin  F^.^ 
sinFi^sinFsH) 
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Was  nan  die  Bestimaiimg  der  Grossen 

V.  V»  f«e'    «»d   %S  V.  #4' 

den  obigen  Cileicfainigen  betriA,  so  Ist  dsrflber  Folgendes  in 
keoi^rfc^a. 

Wenn  man  die  drei  Gleichungen 

welche  zur  Bestimmung  von  KqS  ^'»  f^'  dienen»  nach  der  Reihe  mit 

multiplicirt  und  dann  zu  einander  addtrt^  so  erbSit  man : 

«0(^1^— f*i^)  +  ^(fh«5— »if*8)  +  f*o(»iA»— ^i«s)=0, 

und  die  Bestimmung  der  Grossen  %^^ ,  Iq'  ,  ^iq  aus  den  drei  obi- 
gen Gleichungen  ist  also  nur  dann  möglich,  wenn  Torstebende 
GJeichung  erfiillt  ist.  Dass  dies  aber  der  Fall  ist»  erhellet  auf 
der  Stelle.  Denn  weil  die  Iste»  2te,  4te  Ebene  tantozonal  sind, 
so  können  wir  nach  17) 

ij  M^  —  MiL^  =  C|,8  (A>^i  —  ^o^)f 
Kl  Äji — K^  M^  ==  C|  ,j  {M^Ki  —  KfyMi), 

setzen,  woraus  unmittelbar 

und  also  nach  dem  Obigen  offenbar  nach 

»«o(^^— fH^)  +  ^(<*i*t— »i^)  +  f«o(«i^— ^i^)  =  0 

folgt,  wie  es  sein  soH.  Zuglekih  sieht  man  nun  aber  auch,  dass 
sich  eine  der  drei  Grössen  V>  V>  h'  >nuner  willkOhrDoh  anneh- 
men VkMij  mittelst  welches  Werthes  dann  die  beiden  anderen 
Grossen  so  bestimmt  werden,  dass  zweien  ^er  Gleichungen  10*) 
genOgt  wird,  worauf  dann  die  dritte  dieser  Gleichungen  von  selbst 
erfflilt  sein  wird. 

Gan^  ähnliche  Bemerkungen  sind  Aber  die  drei  Gleichungen 
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welche  znr  Bestimmung  von  %J ,  l^'  ^  fi^'  dienen,  zu  machen. 


$.  29. 

Die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  einer  durc^  den  Punkt  {abc)  gehenden  Geraden 
mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einscbliesst, 
wollen  wir  durch  a,  ß,  y  bezeichnen.    Setzen  wir  dann: 

r     jr=ilcosa-|- C^cos/3-f  ^cosy,  ^ 

62)     ...      \     F=Ccos«-f  ]$cos/3-f  ilcosy, 
(     Z  =  £co8a-f  ^cos/? -f  <f  cosy; 

^  80  sind  nach  1.  23)  die  Gleichungen  dieser  Geraden : 

^^ jr  -    F  -^^' 

Wenn  nun  femer 

64)  ,   .   .    Aro(ar— ao)  +  A)(y-&o)+*o(*-C6)=0 

die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  (oq^oCo)  gehenden  Ebene 
und  (^)  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  obigen  Geraden  ist, 
so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  r»  9,  f  die  folgen- 
den Gleichungen : 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

65)  .   .   .  I>o  =  *o(oo— «)  +  ^o(*o  — *)  +  ^o(<?o— <?) 
setzen,  die  Gleichungen: 

s—a      xt — b  _  \  —  c 
X    -    Y    ~     Z    ' 

Ä^»öf-o)+ A»(v-*)  +  iifo(f-c)  =  ^0 ; 

aus  denen  man  auf  der  Stelle : 
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66) 


•• 

DoX 

T" 

-""-KoÄ^L^r^MoZ' 

«• 

.           Dor 

•>- 

-'*—KoX+Lor+MoZ' 

«' 

DoZ 

KoXi^ LoY i^  JUoZ 
eHiSlt. 

Die  Entferiiang  des  Punktes  (rtf})  von  dem  Punkte  (abc) 
betrachte  man  als  positiv  oder  negativ ,  jenachdem  der  Punkt  (pff) 
tu  Bexug  auf  den  Punkt  (abc)  als  Anfangspunkt  oder  als  Aus- 
gangspunkt in  der  durch  die  Winkel  a^  ß,  y  bestimmten  Richtung 
anserer  Geraden  oder  in  def  entgegengesetzten  Richtung  dersel- 
ben liegt»  und  bezeichne  mit  Rücksicht  hierauf  diese  Entfernung 
durch  «;   so  ist  nach  I.  18): 

+ 20r-a)  (tj— 6)cos(a^)  +  2(t^-6)ö^c)cos(5f2)+2(j~c)(jr— a)cos(2a:), 
oder»  wenn  wir 

Ä  ^   r  ^  z  -^ 

setzen: 

a»=  G*  { JC»+ FH  ^+2Ä  Fcos  (a:^) + 2  rZ  cos  (y2)  +  2Z-XC0S  (la-) }. 

also  nach  I.  29): 

67) ti*=  G«iV«,    u=z±GN; 

wo  sieb  nun  frSgt»  wie  das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  was  man 
auf  folgende  Art  entscheiden  kann.  Man  nehme  zwei  durch  den 
Punkt  (abc)  gehende  Axen  der  v  und«?  an,  welche  auf  der  durch 
den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden,  die  wir  als  Axe  der  ti  be- 
trachten, senkrecht  stehen ;  »o  ist,  wenn  wir  uns  durch  den  Punkt 
(abc)  ein  dem  Systeme  der  (xyz)  paralleles  System  der  (a^y'%') 
gelegt  denken,  und  die  Coordinaten  des  Punktes  (rt;?),  auf  den 
sich  flberhanpt  alle  Coordinaten  beziehen  sollen ,  in  diesem  Systeme 
durch  f  9  V' 9  }'  bezeichnen,  nach  I.  7)  offenbar: 

tt + c  cos  (iir) + w  cos  (twi) = r '  cos  (ux') + 1^'  cos  (uy')  -{- }'  cos  (tu') , 

also,  weil 

(tii?)  =  90o,    (toii)  =  90o 
and 
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(iwr')=(a:tt)  =  a,    (V)  =  (yf«)  =  iJ»    (tttO  =  (n«)=y 

ist: 

tfsjr'cosa-f  9'co6j3-|-|'co8y. 

Nun  ist  aber  bekamidkb 

oder 

also : 

tf=:(r— a}cosa  +  (t^-*6)cos^  +  (f— c)cosy, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

also  nach  1.  33): 

§8) M  =  eiv,  ^ 

woraus  sich  ergiebt,    dass  man  in  der  Gleichung  67)  das  obere 
Zeichen  nehmen  muss.    Nach  66)  ist  aber  offenbar: 

C  ^  ^0 

also: 

""-KoÄ+Lol  +  MoZ' 

oder  entwickelt: 

69)  < 

tgoK~q)  +  Xo(fto-6)-f^fo(c6-c)iJr 

[l^oCilcosa-f  Oco8/}-|*£oo8y)-|-lio(.Ccosa-|*]0cos/?'|-/lcos;')  j 

-|-^(Aeos«-|-ilcos/}-fCcotfy) 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  also  die  Entfernung  des  Durch-  J 
schnittspunkts  einer  Ebene  mit  einer  Geraden  von  einem  belie- 
bigen Punkte  (abc)  in  dieser  Geraden  bestimmen. 

Wenn 

70)  ...  < 

C  X,(:r-/^  +  i»(y-^)  +  Jli;(«-Ä)=« 

die  Gleichungen  zweier  durch  den  Punkt  (fyh)  gehender  Ebenen 
sind ;  so  sind  nach  ü.  38)  die  Gleichungen  der  Dnrchschnittslinie 
dieser  Ebenen : 


I' 
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Die  180^  Dicht  Übersteigenden  Winkel >  welche  die  positiven 
Tleile  der  Axen  der  a^ ,  y' ,  z'  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  a:,  y,  2  einschliessen ,  bezeichnen  wir  durch 

(x:t'),  (3f^'),  (M^);   (^y).  (Mf')>  M;   (^O.  Cv*'),  («') 

and  setisen: 

Xs=2M  COS  (xx')  +  C  cos  (ya:')  -f  A  cos  (tx') , 

78)  •  .    \   Yx=  Ccos (arx'-)  +  » cos (ya:')  +  A cos (lo:') , 

Zx=^B  cos  (xar')  +  i^  cos  (ya:')  +  (f  cos  (za:') ; 

femer: 

Jfy = J  cos  (arjy ')  +  C  cos  (yy ')  +  B  cos  (ly ') , 

79)..    {   Yy=Ccos(xy')  +  lSeo8(yy')-h4co8(zy'), 

Zy  =  Äcod  {xy')  +  ^  cos  (y/ )  +  «  cos  (x^ ) ; 
und 

Xn  =  Mcos(xz')  +  Ccosiyi')  +  äcos(m')» 

80)  .  .    ^   F,  =  Ccos(arz')  +  »  cos(.v2')  +  ^  cos(«r'), 

Z.  =«cos  (xci')  +  ^  cos(yx')  +  «  cosCzz'). 

Mach  L  36)  haben  wir  zuförderst  offenbar  die  folgende  Gleichung : 

I 

Sl)  .   .        .  iVcos  a^JTx  cos  o-f  KrCOS/3-f  Z^cosy^ 

Ferner  sind  die  Gleichungen  der  Zwillings -Axe  und  der  Aze  der 
jt'  nach  1.  23) : 

£=»-i    und     £--y i- 

l>ezeichneD  wir  also  die  Gleichung  der  Ebene  dieser  beiden  Gera- 
den durch 

«0  ist 

aX  +BF  +cZ  =0, 

da  aber  In  dieser  Ebene  auch  die  Axe  der  x  liegen  soll>  deren 
Gleichungen  y=Oy  z=0  sind,  so  muss  für  jedes  x  offenbar 
^=:0  sein,  woraus  sich  0=0»  und  daher 
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(ux!)={xu)^a,    (i«y')  =  (äf>«)  =  /J,    (ii2')  =  (»)=r 

i8t: 

ti  =  jr' CO0  a -f  9' C08 /} -|- ;' C08  y. 

Nun  ist  aber  bekanntlieh 

oder 

also : 

ii:=(jr— a)cosa  +  (9— 6)co6J?  +  (?  — e)€os/» 

folglich  nach  dem  Obigen: 

11=  Cr(Zcosa-|-  Fco8/3-|-Zcosy)» 

also  nach  I.  33): 

§8) I«  =  CiV, 

woraus  sich  ergiebt,    dass  man  in  der  Gleichung  67)  das  obert 
Zeichen  nehmen  muss.    Nach  66)  ist  aber  offenbar : 

also: 

"-■Afo^+A>F  +  Af^Z* 

oder  entwickelt: 

60)  ' 

|go(flo-q)  +  Lo(fto-6)-|-Mo(co-c)lJV 

fifo(^osa-|-Oeos/}-|-Aoosy)-|-Z^(Ccos«r-|-]$cos/3filcos|f)  I  ' 
+A^(fieoso-h^os/3-f<cosy)  I 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  also  die  Entfernung  des  Durch* 
Schnittspunkts  einer  Ebene  mit  einer  Geraden  von  einem  belie- 
bigen Punkte  {flbc)  in  dieser  Geraden  bestimmen. 

Wenn 

i  Äi(:r-/)  +  X^(y-^)  +  ^i(»-*)=0,       • 

\  Ä«(ar-r)  +  ii(y-^)  +  lii(»-i)=0 

die  Gleichungen  sweier  durch  den  Punkt  {fgh)  gehender  Ebenen 
sind ;  so  sind  nach  11.  38)  die  Gleichungen  der  DurchschnittsUnie 
dieser  Ebenen : 
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Bas^chneD  wir  die  too  einer  der  beiden  Richtungen  dieser  Dorob- 
scfcMttslinie  mit  den  positiven  Theilen  der  Axeo  der  x»  if,  t 
eingeschlossenen  9  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  dorcb  «uf, 
h*%»  7\9%  ""<!  setzen 

Xi,j|  =  ilco8«i^+  Ccos/3|,2+-Bcosyi,9, 

71)  .  .    \     F|^aCcos«^^+]$cosjSi^-fi<cosyi^, 

Z|  ^  =  Acos  a|  ^ -f  ^  cos /3,  ,2 -^  <£  cos  yi^ ; 

8o  sind  die  Gleichungen  der  Durchschuittslinie  bekanntlich  auch: 

-^i»a        '^»s        ^i>a 
und  man  kann  also,  wenn  Gxi%  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

netzen.    Wird  nun  jetzt 

73)  ..  .    />o  =  /fo(«o— /) +  1^0(60-^)  + *o(^o-*) 

gesetzt»  so  ist  nach  69),  wenn  jetzt  u  die  Entfernung  des  Punk- 
tes ifyk)  von  dem  Durchschnittspunkte  der  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  70)  mit  der  Ebene  64)  bezeichnet: 

74) 


s= 


G„2l  Ä^da  M^^M,L^+Lo(Mi  K^-K,M^+Mo(KtLt--L,  K^\ 
Weil  bekanntlich 

^*=-^i»s*+^\>s*+Äi.2*  +  2Jri,2Fi,.cos(;ry)  +  2F„.Zi,.cos(y2) 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  Gn^  die  Gleichung: 

75) 
(Liilf,-iir,L,)«+(J»iÄa-ir,Afj)«+(jr,L,-X,Ä;)« 

+2(Jlf,*a—  ir, #,)  (/f,La  -  I»#ft)  cos(yi) 
+2(Är,L,  -  LitCt)  (L,Jlf,  -  ilf,£j)co»(w) 


228   Grüner t:    Die  aUgemeinsten  Gesetze  der  KrystaUographie, 

Al80  kann  man  nach  72)  auch  Xx^^  Y\it9  ^\rt  finden,  yod  zur 
Bestimmung  von  Oi,«»  ^x^t^  yi»a  ^^^  ^^^  ^^^  1*  32)  die  folgen- 
den Formeln: 

eo6ai,s= 2v^ * 

7o; . . .  <  C08pi,2= ^ j^ — ^^— > 

_Xi^  cos  (z.r)  +  l\  ,g  cos  (yz)  +  Zi^ 

co»yi»«— "^ • 


§.  30.   ' 

Von  vorzüglicher  Wichtigkeit  ist  die  Theorie  der  Zwillings- 
Systeme.     Wir   wollen   uns   eine   beliebige,   durch  den  Anfang 
der  xyz  gehende  Gerade  denken,   welche   die   Zwillings-Axe 
genannt  wird,    and  uns  dann  vorstellen,    dass  das  Axen -System 
der  üpyz  sich  um  die  Zwillings -Axe  als  eine  feste  Aze  gedreht 
habe,  bis  der  positive  Theil  jeder  der  drei  Axen  der  x,  y,  z  eine 
halbe  Kegelfläche  beschrieben  hat,  und  also  in  seiner  neuen  Lage 
mit  der  Zwillings- Axe  und  seiner  ersten  Lage  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegt;    nimmt  man    nun  die   positiven  Theile   der 
Axen  der  x,  y,  *z  in  ihren  neuen  Lagen  als  die  positiven  Theile 
der  Axen  der  x',  y\  z'  eines  neuen  Axen -Systems  der  afy^z'  a», 
so  heissen  die  beiden  Systeme  der  xyz  und  x'y*z'  Zwillings- 
Axen-Systeme   mit    einerlei    Anfangt).    Legt   man   aber 
durch  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme 
der  xyz  durch  a,  b,  c  bezeichnet  werden  niügen,  ein  dem  Systeme 
der  x'y'z'  paralleles  Axen  «System  der  x!'y''z"\    so  heissen  die 
Systeme  der  xyz  und  x^y'^z"  Zwillings-Axen-Systeme  mit 
verschiedenem   Anfang.    Solche    Axen-Systeme   wollen  wir 
nun  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen. 

Die  180®  nicht  äbersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  der  Zwillings- Axe  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y,  z  einschliesst,  bezeichnen  wir  durch  a,  ß,  p 
und  setzen : 

I    ^=ilcoso-f  Ccosß  +  Bcosy, 
77)    ....    j    F==Ccosa-f ]$cos/3-f ^coST^, 

'    Z=£coso-|-ilcosj3-f-Ccosy. 

*)  Man  Tergl.  Naumann:  Elemente  der  theoretischen  Kry- 
stallographie.     S.  62. 


r 
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Die  180^  nicht  Übersteigenden  Winkel»  welche  die  positiven 
Heile  der  Axen  der  a^ ,  y' ,  z'  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y»  z  einschliessen ,  bezeichnen  wir  durch 

(XX').  (yx').  {zx^h    (xy'),  (yy'h  W)\    (^*').  Cv*').  («') 
ond  setzen: 

Äf  =:  J  cos  {xx')  +  C  cos  (yx')  -f  A  cos  {tx') , 

78)  •  .   i  Y,z=:Cco8ixx')  +  lico6(yx')  +  AcoB(zx')y 
Zx^B  cos  (xx*)  +  A  cos  iyx*)  +  (f  cos  {ix') ; 

ferner : 

iy = J  cos  (xy')  +  C  cos  {yy')  +  Ä  cos  (zy') , 

79)  .  .    -(  Fy  =  Ccos(d^')  +  »  coBiyy')  +  4  cos  (z/ ) , 

Zy  =  J?cos  (jfy')  +  A  cos  (yy)  +  «  cos  (zy') ; 
und 

jr.  =  ilcos(ar2')  +  Cco8(yz')  +  Bcob(zz'), 

80)  .  .    {   F.  =  Ccos(arz')  +  »  cos(.v2')  +  A  co8(zz'). 
Zu  =Sco8  (xz')  +  A  co8(yz')  +  Ü  cos (»'). 

Nach  L  36)  haben  wir  zuförderst  offenbar  die  folgende  Gleichung : 

81)  .   .    ;    .  iVcosc=JrxCOsa+ F«cos/3  +  Z,cosy: 

Ferner  sind  die  Gleichungen  der  Zwillings -Axe  und  der  Aze  der 
^  nach  1.  23) : 

jf-  r^  z  """*   JT,-  F,-z,' 

beseichDen  wir  also  die  Gleichung  der  Ebene  dieser  beiden  Gera- 
<)eD  durch 

ax  +  iy  +  tz=sO, 

«0  ist 

aX  +BF  +cZ  =0, 

da  aber  in  dieser  Ebene  auch  die  Aze  der  x  liegen  soll,  deren 
Gleicbangen  y=0,  z=0  sind,  so  muss  für  jedes  x  offenbar 
ax=:0  sein,  woraus  sich  a=0,  und  daher 
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IT  +tZ  sO, 

ergiebt>  welche  swei  GleichuBgen  segleich  aaf  die  .Gleichung 

82)  . ZF,— FZ,=0 

miiren.    Aus  den  beiden  Gleichungen  81)  und  82)  erhSit  man  leicht 

(N-^Xx)  Fcosa=(Fco8/^+  Zcosy)  F,. 
(iV^— -Xx)Zco8a=(Fco«/J+ Zco«y)Z,; 

also',  weil  nach  I.  33) 

JTcosa-f  Fco8/J+Zco8y=:iV^ 
Ist : 

i  (i\r— Aeos«)  F,={jr-Jr,)  Feos«, 

83)  ...  .    ] 

l  (iV-Xco8a)Z,=s<A^-jr,)ZcoB«. 

Nun  hat  man  aber  nach  1.  32)  die  Gleichung 

iV^cos  (xx') = Xr  +  F*  cos  iscy)  +  Zr  cos  (zx) 
oder 

N{  1  —cos  (xx')  I  =  (N-  Xjt)  —  F«co»(4Jy)  —  Z^eos  (xa:) ; 

folglich  nach  83): 

N(N—  X cosa)  1 1  -  cos  (xx')  ] 

=  (i^-  Jr,)  li\r—  [2:  +  Fcos  (xy)  +  Zcos  (m;)]  cosa  J , 

also  nach  1.  32): 

(i^— 2Ccosa)|I— cos(a?a?')lÄ(iV— A,)sina«, 

woraus : 

^      Y      2(JV— 3f  cos  g)  sin  JCararQ» 

sino' 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichungen  83)^  so  erhSit  man: 

^     y      2(jy-j:co8  a)  sin  4(a:a?')* 

^--^«= ;i;r:^s > 

cosa 


84) 


K  siD  er 

;  y      2Fsitii(arg')«. 

V 

l  '  si 


stno^ 
i(ard?')*C08«, 


9 


J 
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,    weil  offenbar  % 


86)      jrx=2J(cosa— 2^/   Fs=2Fco8o,    Zjr=:2Zcosa. 
xNach  I.  32)  ist: 

2Vco«  (yxO  =  ir  cos  {xy)  +Yje+Zx  cos  (yz) , 
iVcos(zarO  =^co8(x:r)-f  FjrC0s(^z)-f  Z^; 
also  nach  85): 

I9eoB(yx^^2\Xeo8(a:y)'i^  F+Zco«(yj)|cosa— 2Vcos(jpy), 
jyeM(2a:')=2tJiCco8(zar)-f  Fcos(^z)-f  ZJcosa— iVcosCsr); 
und  folglich  nach  I.  32): 

coB(yjr')=r2co6«eos/? — co«(asy), 
cos(z:r^)  =2co87co8a — eos(&r). 
Daher  ist: 

cos(x^O  =  cos  2a, 

86)  ....  ^    cos(^.t')  =  2cosocos/}  —  co8(xy)y 

cos  (zx^  =  2  cos  y  cos  o  —  cos  (ur). 

Gaax  ebeo  so  ist: 

87)  Xy=iXcoBß,    Fy=2FcosjJ— JV,    Zy^iZcoaß 

oad 

i^^*(4^  =  2Gosircos/{ — co8(j;5), 
cos  (yy)  =  cos  2/3, 
eo6(2y)  =r2cos/?co8)^— €os(y{); 
ferner: 

89)  JC,=:2X€<isy»     F.=:'2FG0sr,    ^t^iZctmy—J^ 

QDd: 

cog(:riOs^2cos7C08a — cos(za;), 

90)  .  .  .  .  -^    cos(yii0^2<^*/^<^o*r — ces(yj), 

€os(taO  ^  casäf'. 


I 
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Also  ist: 

91)  (^y')  =  (y^'),    (y*0  =  (*y)>    («r0  =  (^O. 

Die  Gleichungen  der  Azen  der  x'y  y'»  2^  sind: 

X y       _      2 

2A'co8a— Ä^ "~  2rco8a  ""SZcos« ' 

92)....    J_^3  =  __J^ 


2AC08/3  ""  2Fco8i3— /V""2Zco8^' 


2-X  cos  y      2  Fcos  y  *   2i? cos  y  —  iV* 
Wenn  man 

cos 2a  =  2coso*  —  1 ,    cos 2/}  =  2cos /P  —  1 ,    cos2y  =  2co8y' —  I 

setzt,   so  findet  man  sehr  leicht: 

J  cos  (xx')  +  Ccos  i^x')  +  Acos  (m:') 
=:  2  (J  cos  o -I- Ccös /} -f  jB  cos  y)  cos  a  —  { J -f  C  cos  (a?y) -I- jB  cos  (xjt)  }, 

4  cos  (ayO  +  Ccos  (yy')  +  Bco^izy') 
=  2(ilcosc  +  Ccos  ^+Äcosy)  cos /3  —  tilcos(a:y)+  C+  Ä  co6(yz)t, 

ilcos(^zO  +  Ccoaiyt')  +  £cos(220 
=  2(ilcoso-|h'Ccos/}-f  Acosy)co6y  — {ilcos(z^)  +  Cco8(yz)  +  ÄJ; 

also  liach  77)  and  11.  1): 

Mco8(xx^)  +  Ccoaiyx')  +  Bcoa^zx')  =  2Acoso — iV, 
J  cos  (ayO  +  C  cos  (^')  +  Ä  cos  (xyO  =  2Xcos  /3, 
Jcos  (xz*)  +  C  cos  (y*0  +  Acos  («')  ==  2Xcos  y ; 

und  ganz  eben  so: 

Ccos(a:ar')  +  JJcos(ya?')+-<4€os(«a;0=2Fcosa, 
Ccos  («y ')  +  »  cos  (yy  0  +  ^  cos  (ly  0  =  2  Fcos  ß-^N, 
Ccob(xz')  +)Jcos(y*0+^cos(zi')  =2Fcosy; 

so  wie : 

Bcob{xx')  -f  ^  cos  (y^)-f  Ccos  (za:0=2Z  cos«, 
Äcos  (xy')  +  ^  cos  (yyO  +  *  cos  (zy ') = 2Z  cos  j8 , 
Äcos(a:20  +  Äcosiyi^)  +  tfcos(f2')  r=2Zcosy—  2V. 
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-  Ibo  ist  offenbar  nach  2): 

93) 
iV(;r— fl)  =  (2A:co8a— 2V)^+2;ry"co8/5+2Ar2"co8y, 
A(y— 6)=2F;r^co8c  +  (2Fco8/J-2V)y''+2F2''oo8y, 
iV(i  — c)=2Zar''co8a+2Z/co8/5  +  (2Zco8y— iV)2''; 

ood 

94) 

iVi  =  (2Jrco8c— iV)ar'+2^y  co8/5+2J¥z'co8y. 

iV;v  =  2ra:'co8a+(2Fco8/J— iV)y'  +  2F2'co8y, 

Nz  =2Zar'co8a  +  2Zy'co8^+(2Zco8y— iV)*'. 

Mittelst  77)  und  I.  32)  kann  man  aus  diesen  Formeln  entwe- 
f)er  JC,  F,  Z  oder  cc,  ß,  y  ganz  eliminiren.  Dieselben  dienen, 
am  unmittelbar  von  dem  Systeme  der  xyz  zu  dem  Systeme  der 
x" ,  ^f  z"  oder  x' ,  y\  z'  überzugeben,  und  sind  ganz  allgemein 
för  alle  Coordinatensysteme  gültig.  Dieselben  können  jedoch  noch 
auf  eine  andere  Art  ausgedruckt  werden,  wie  wir  jetzt  zeigen 
wollen. 

Die  auf  der  Zwillings -Axe  senkrecht  stehenden  Ebenen,  von 
denen  man  die  durch  den  Anfang  der  xyz  gehende  besonders  her- 
vorheben und  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

^) Äa:  +  %  + 011  =  0 

charakterisiren    kann,    nennt    man    Zwillings  •  Ebenen.      Wir 
wollen  der  Körze  wegen 


=±V) 


96)  «-±\  iiÄa+»p+«tt«+26'»ir+2yl£m+2Äm« 
setzen,  so  ist  nach  §.  19.: 

97)  .    .    .    cosa  =  <ÖÄ,    cos/J  =  <5lt,    co8y  =  (5W 
and 

98) i  F=C5(C»+B£+^»l), 

Z  =  0(ÄK+i4lt+«nT). 
Setzen  wir  nun  aber  der  Kürze  wegen : 

Tbeil   XXXIV.  16 
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99)      '6=JIJP  +  »£«  +  «On«+2Cltt+2/4jntt  +  22nir«, 
so  ist  nach  93)  offenbar: 

100) 

+  2 ^ y" 

.^nt(iiit-fcg+gat) , 

+  2 ;^ y" 

Auf  diese  Weise  sind 
bloss  durch  die  Coefficienten  der  Zwillings  -  Ebenen  ausgedrückt. 

§.  31. 
Sei  jetzt 

101)  .  ..  /foC^-flo)+I'o(y-*o)  +  «o(«— Cb)  =  0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  («ofro<?o)  gehenden 
Ebene  im  Systeme  der  xyz,  welche  wir  nun  auf  das  System  der 
x^y^t"  fibertragen  wollen. 

Zu  dem  Ende  seien  a©'',  60".  Cq"  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes (Oo&o^o)  >">  Systeme  der  x'^y^z";  dann  haben  wir  nach  100) 
die  folgenden  Gleichungen : 
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«0  — o —    «^ ; 3 llflo 

+i ;§ *» 

.„M(JI»-t-Cg+^lB).. 

+  2 ;5 «„•. 

Co  —  c  —        Z  -r a^" 

also  Dach  100)  durch  Sobtraction : 

■mm±a±Bm,.     . 

+.2'-^^^^±|^±^-W-V) 
+  2Hi^^±|i±^(..-0. 

a  —Co—      /  ^ (j^  —  oo") 

£(Bn+A£+m).  .      .^ 
+  2 ;§ (»"-*o')   . 

16' 
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Setzeu  wir  nuD  der  Kflrze  wegen: 
102) H=    Äo(fl»+C£  +  finO 

+x„(C»+»ir+-4in) 

80  ist  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x'^'x" ,    wie 
leicht  erhellet^ 

103) (21W-lfo'6)(*''-0 

+  (201  -  Iv,*)  (y»  -  V')  \  -  0. 
+  (2nm-Jlfo'6)(t''-Co'') 

* 

Wenn  die  durch  die  Gleichungen  95)  und  101)  charakterisir- 
ten  Ebenen  Ebenen  den  Krystalls  oder  wenigstens  solchen  Ebe- 
nen parallel  sind,   so  ist: 

also: 

104).   :  .   .   .M=     x^(xgK  +  kCL  +  iiBM)K 

+  ko(>^CK+  l»L  +  fiA3i)L 

+  fio(xßK+kAL  +  (i(iM)M 
und 

105)  ...  *=     K^MK^  +  kV$L^  +  ii^(iM^ 

-f  2%kCKL  +  2kiiALM+2ii%ßJUi( ; 
die  Gleichung  103)  nimmt  aber  die  folgende  Form  an: 

106)  ...    .        (2xM-Xo*)X(a:''-ao'')  j 

+  (2m-Ao*)£(/-6o^)  I  =0. 

+  (2fi»-^*)Af(z''~0  ) 

Wenn   das   System  der  (a:yz)  rechtwinklig  ist,    so    ist  nach 
dem  Obigen,   weil  in  diesem  Falle 

il=l,    »  =  1,    tfz=l;    ^=0.    Ä=0,    C=0 
ist : 

also,   wie  man  leicht  findet: 


J 
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2im  -  Äo* =(«•-«*- w»)  Js^ + 2it£i^ + 2jnnafo , 

21!ni  -  ilfo'6  =  2imiJ[«  +  2nnLo  +  (»P- «*-««)  ilfo ; 
foiglieh  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x'jf't": 

107) 
U««-£«— in»)^+2M£o+2KW/tfoKar''-flo')  ) 
+  t2«£Ä<,  +  (£«-nP-Jt«)I/o  +  20Iilfol(y'-6o')  [  =0. 
+  |2«MJi;,+20rittt+(DP-««— fi»)Jlfol(2''-0  ) 
Nach  104)  und  105)  ist  in  diesem  Falle : 

11=  «*„ij:*+ AJo^'+M»*©*'.    *  =  «•JC'  +  i«!'* +  »»•**; 

also: 

2iM  —  Ao*  =  «(2Axo-*^)  iC«+ i%L»+ (t(2i,io-(tifl)Jlf«, 

2(JI  —  iH,*  =  X  (2^Xo  -  x,io)  iC  «  +  i(2^io  -  ift))  i*+f»%^ ; 
ond  folglich  nach  106)  die  Gleichung  der  Ebene: 

108) 
+  |«(2ijCo-xAo)Ä«+X«AoL*+f»(2Vo-f*Ao)itf»)i(y''— V)  H©. 


§.  32. 

Bezeicboen  wir  die  mit  den  gehSrigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  Darcbschnittopunkt^  der  durch  die  Gleichung 

109)  ..  .    li(a:-ao)  +  iö(y-6o)  +  ^o(«-co)=0 

charakterisirten  Ebene  mit  den  Axen  der  x'  ^  y' ,  z'  von  dem  ge- 
meinacbaftlichen  Anfangspunkte  der  Systeme  der  xyt  und  x'y^z' 
respective  durch  Uq  ,  Vq  ^  u>o' ;  so  haben  wir,  wenn  der  Kürze 
wegen 

110)  ....     Do  =  Äo^o  +  A)*o  +  ^0^0 

gesetzt  wird,  nach  69)  und  78),  79),  80)  die  folgenden  Formeln: 
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«o'^ 


K^Xs  +  L^T^+MoZs' 


, Pgy    . 


also  nach  86),  87),  89): 


woraiw 


^ Dolf 

"»  -2(Ä«X+I^r+il#oZ)co8«— ÄoiV' 

,__ DoN 

"*  ~2(K^,X+Lor+  JUoZ)co8ß-LJ!f' 

,_ PoN . 

*•  -2(K^X+Lor+]tloZ)cwY—jVoN* 


«0 

2(KoX+L^r+MoZ)eosß  =  (Lo  +  %N, 

»0 

2(KoX-l-  Lo  F+ JfoZ)cosy  =  (Mo  +  ^,)  üf; 


also: 


111)        co8a:coa/J:co8y=£i  +  — ?:Iö+--?:lfo  +  --7 

tlo  90  €00 

__  iTo      1  .  Xq  .  1  .  ^0      1 

'"/>o'*"uo' *  A)"*"ro' '/>©"*" tco' 
folgt 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Durchscbnittopunkte  der 
durch  die  Gleichong  109)  charakterisirten  Ebene  mit  den  Axeo 
der  X,  y,  z  von  dem  Anfange  der  xyz  and  x'^y'x'  respective  durch 
Vof  ^Of  ^''o;    so  ist: 

Eo(uo — ao)  —  Lobo^—JUoeo  =  0, 

—  Kqoo  +  Loi^ — 4o) — ÄbrossO, 

'~Koao^^L(/^+Mo(u>o — co)  ^0; 
also :  • 
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Epao  +  Lobo  -f-  Mqcq      Do 

Mo  = P" =  "F"  >  * 

Jm)  ao 

Apao  -|-  Lobo  -^  Mqcq      Do 

Kooo  -f  i^o^  -F  ilfoco      Do 
ilfo  ilfo 

folglich  nach  111): 

^  '^  '       HO       «0       »0        «o'     ICO        tPO 

Bezeichnen  wir  die  mit  den  gehörigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  Durchschnittspunkto  der  durch  die  Gleichung 
109)  charakteriftirten  Ebene  mit  den  Axen  der  x*' ,  y",  z'  von  dem 
Pankte  (abc)  respective  durch  uo",  vo" $  wo";  so  erhalten  wir, 
wenn  nur  jetzt 

113).  .  .  Do=z  Koiao—a)  -^  Loibo—b)  +  Moico—c) 

ge«etit  wird/  ganz  eben  so  wie  vorher: 

Da 

2(jroi:+LoF+iifoZ)co8«=(jro+  ^)^» 

2(KoX+Lor+MoZ)co8ß  =  (Lo  +  ^)Nr 

vo 

2(KoX+Lor+MoZ)coBY  =  (Mo+^)N; 
alao: 

114)      co8a:co8  5:co8y  =  Ib+^tfi-^-f — «:^o-f — »•• 

•^        '  •  tto  vo  wo 

Wir  sind  folglich  berechtigt, 

co8a=C?o(iro+^),    coBß=zGo(Lo+^),    coBY=Gi^Mo'¥§^); 

9k0  nach  77): 

115) 

Ä=Go\M(Eo  +  %  +  C(Lo  +  %  +  B(Mo  +  %]/ 

Mq  Vq  Wq 

«0  ^0  •«^0 

•H)  ^^0  wo 
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zu  setzen  9   so  dass 

"ö>  B— S ^ 

Uq  Vo  tO0 


2 
Mq  170  tTo 

die  Gleichungen  der  Zwillings- Aze  sind. 

Zur  Bestimmang  von   Gq  hat  man  nach  1.  34)  die  folgeade 
Formel : 

117) 

«0  "o  ,    wo 

Wo  «0 

Weil  nach  dem  Obigen: 

S7~  /)oiv 


ist;  80  ist 


J_  _  2(KoX  +  Lor  +  M„Z)coaß—  LgN 
J 2(KoX+Lo  Y■^^  MoZ)coay—Mo]!f 


A  +  JL  +  J- 

«o         t>o         •^'o 


(jroX4l>oF+JtfoZ){2(i:cosg+Fcosg+Zco8y)-^iy| 
woraus  sich  nach  I.  33)  die  bemerkenswerthe  Relation: 
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llo)    ....  —ff  -f-  ---|f  -l"  ~Ti 


tfgiebt. 


V^t^ö'^^W""  />o 


§.  33. 


Wir  kommen  nun  mit  wenigen  Worten  zurück  auf  den  in  §.24.  anf- 
{Eestellten  Begriff  eines  Krystalls.  Ob  diener  Begriff  mit  dem  Ciberein- 
kommt  and  im  Einklänge  steht,  was  man  gewöhnlich  in  der  Naturlehre 
einen  Krystall   nennt»   kann  nur  durch  an   den  Krystallen  ange- 
stellte sorgfältige  Messungen  entschieden  werden,  welche  jederzeit 
den  Zweck  haben  müssen,  die  Coeflicienten  der  Krystall  -  Flächen 
oder  wenigstens  deren  Verbältnisse  zu  einander  zu  bestimmen. 
Messen  kann  man   aber  bekanntlich  an  den  Krystallen  mit  erfor- 
derlicher Genauigkeit  nur  die  Neigungswinkel  der  sie  begränzen- 
den  Ebenen  gegen  einander.    Also  wird  sich  die  hier  zur  Sprache 
kommende  Aufgabe  dahin  näher  bestimmen  lassen,  dass  man  aus 
solchen  an  den  Krystallen  vorgenommenen  Winkelmessungen  die 
CoefScienten  der  sie  begränzenden  Ebenen  oder  wenigstens  deren 
Verhältnisse  zu  einander  abzuleiten  suchen  muss,  eine  Aufgabe, 
die  oatSrltch  nur  eine  Auflösung  in  besonderen  Fällen  und  unter 
besonderen  Bedingungen   gestattet,    also   eigentlich   nicht  in  den 
Kreis   der    von  uns    hier    beabsichtigten    Betrachtungen    gehurt 
Jedoch  wollen  wir  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen  ein  Paar 
solche  Fälle  einer  etwas  genaueren  Untersuchung  unterwerfen. 


§34. 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,    dass  es  möglich  gewesen  sei, 
die  Toh  einer  durch  die  Gleichung 

119)  .  .  .  J:o(^-ao)  +  io(2^-M  +  ^o(^-Co)  =  0 

cbarakterisirten  Ebene  mit  den  Ebenen  der  xy^  yz,  zx  einge* 
schlossenen  Winkel,  welche  wir  durch  Fo,«^,  Fo,ys,  Vq9%x  be- 
seicfanen  wollen^  zu  messen. 

Schliessen  wir  nun  alle  unsere  jetzigen  Betrachtungen    an- 
nittelba?  an  §.30.  an»  setzen  demzufolge  wie  dort: 


G.=±V 


N 


MKo^  +  »i.«  +•  €ilf  .*  +  •ICiT.Lo  +  2^L.  Jf^  +  WM,K„' 


mtd  nehmen  nach  nnd  nach  an,  dass  die  zn'eite  in  $.  20.  betrach- 
tete Ebene,  welche  dort  durch  die  Gleichang 
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Äi(a;-ai)+jL,(y-6i)  +  Jfi(«-Ci)  =  0 

charakterisirt  wurde »  die  Ebene  der  yz^  lar,  xy\    daae  ako  n&cE 
uod  nach 

Äi  =  l,  1,1=0,  ilfi=0;    J:|=0,  ii  =  l,  ilfi=0; 

iri=o,  Li=o,  iifi=i 

sei;  so  ist  nach  §.  !20.9  wenn  ohne  irgend  welche  BeziefauDg  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 

gesetzt  wird: 

cos  r  o^ys  — -  ^  > 

„      _  Co  GMCK»  +  VLo  +  AM,) 
COS  r0yxx-^  lö  > 

„„.  r      _  G.Gx»(gir.  +  /<X/.  +  giir.) . 

COS  ro^xy—  ^ ; 9 

oder  kürzer,  wie  aus  §.  20.  unmittelbar  hervorgeht: 

o>ys  =      Jf     *     cos  Po,»4r=      jy     »     cos  Po»*»  =  — ß^  y 
also: 

A„=iv???i5>!»?.   F.=iv^^^,  z.=7v"-22^; 

Nun  ist  aber  nach  I.  32),    wenn  ctq,  ^q,  /^  dieselbe   Bedeotimg 
haben  wie  in  {.  20. : 

Xf,  +  Focos  {xy)  +  Zo  cos  (xa?) 

cos  «0  =" -^ * 

^^.Ä  _XoCos(ary)  +  Fp  +  Zocos(yi) 
cospo  = ^ -^ =— > 

AoCOs(m:)  +  FoCOs(y*)  +  Z« , 
cos  yo  = 2» ^ ♦ 

und  nach  §.  20. : 

KgiL^iMo  —  costfo :  cos/^^  :cos  y«» 
also  nach  dem  Vorstehenden: 


Kai  Lt.:  Jlf «  = 


t 
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3fo+  roCos(a?y)  +  Z^,cos(«ar) 

:  Jfo  cos  (zar)  +  Y^  cos  (yx)  +  Z«, 
folgKch  Dach  dem  Obigen: 

cos  Fo.y»  COS^O ,s:r  ,       .    ,    COS  Fo,yy 

— TT h  — T^j —    cos  (xy)  +  — ^^5 ^cos  {ix) 

.  cos  Fo,y«  cos  F|>„x        COsF^jPy  ,       . 

:  S2L^.eos(^)  +  5??^eos(yx)+^2^ 

uys  ^*s  vjry 

te  Gleichungen  des   von  dem  Anfange  der  Coordinaten  auf 
die  gegebene,  durch  die  Gleichung 

ohirakterisirte  Ebene  gefüllten  Perpendikels  sind  bekanntlich 

JLq  Mo         £io 

80  dass  also,  wenn  {Xf^yot^)  ein  beliebiger  Punkt  in  diesem  Per- 
pendikel ist,  jederzeit 

^0 «yo •* Zo  =  ^o :  Fo : Zo , 
also  nach  dem  Obigen 

cos  Fo»vs  .  cos  Fo,»*  ,  cos  FoMry 

a:.:3r.:*.=  — gv^  •  —^ jj^ 

ist;  und  da  man  nun  gewiss  immer  leicht  wird  beurtheiien  k5n- 
neo,  was  für  Zeichen  die  Coordinaten  des  Punktes  (^o^o^o)  in 
dem  in  Rede  stehenden  Perpendikel  haben ,  so  wird  man  mittelst 
▼orstehender  Proportionen  immer  auch  die  Combination  der  Zei- 
chen beurtheiien  können,  mit  denen  man  die  GrCssen 

tu  nehmen  hat  Bezeichnen  wir  aber  diese  Zeichen -Combination 
durch 

(-l)a,     (-1)^     (-l)c; 

ao  k5nnen  wir,  da  es  hier  bloss  auf  Verhältnisse  ankommt,  nach 
dm  Obigen  fSr 

oliffebar  respectire 
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1  1  1 

(— 1)<».  «in  {yi) '     (-  \f .  sin  (mt)  '     (-  l)^8lii  («y) 

setzen,  und  erhalten  dann  nach  dem  Obigen  für  die  Verhälfnias« 

den  folgenden  Ausdruck: 

120) E^iLf^iMo^ 

(— l)a.co8  Fo,y%8\ü(yt)  +  (— l)*.co8  Vq^s 8iu(tx)co8(a:^) 

+  ( —  ly.  cos  Fo,«y  sin  (xtf)  cos  (z^) 
:  (  —  1)" .  cos  Fo>y» »in  (y^)  cos  (jry)  +  (—  1)^  .  cos  Vq,%x  sin  (xar) 

+  (—  1)* .  cos  Vo,x!f  sin  (ariy)  cos  (jßz) 
:(—  I)«.cos  Fo>y»8*'o(y*)cos(2ar)+(— l)^co8  Vo»zx8\n(zz)cos(^z) 

+  (—  l)c .  cos  Fo, jy  sin  (<2jr). 

§.35. 

Wir  wollen  jetzt  noch  kurz  das  in  nachstehender  Figur  dar* 
gestellte  Octaeder  betrachten ,  welches  von  acht  Ebenen  begränst 
wird,  von  denen  je  zwei  gegenüberstehende  einander  parallel  sind: 
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Die  Flächenwinkel,  welche  sich  allein  messen  lassen  und  im 
^Foi^eoden  als  gemessene  Stucke  betrachtet  werden,  bezeichnen 
«ir  durch  die  Kanten,  an  denen  sie  liegen,  indem  wir  über  die 
inung  der  betreffenden  Kante  das  Zeichen  /\  setzen. 


Fassen  wir  nun  etwa  die  Ecke  A  und  die  drei  in  derselben 
XQsam  mens  tossenden  Ebenen  SAB,  SAD,  S'AB  iii's  Auge»  so 
iberzeugt  man  sich  leicht  von  Folgendem.  Der  Winkel  zwischen 
SAB  und  SAP  ist: 

A         A 

SA^S'C. 

Der  Winkel  zwischen  S'AB  und  SAB  ist: 

A  "      A 
AB  =  CD. 

4 

Der  Wiokel  zwischen  SAD  und  S'AB  ist: 

^  _ 

A  ^         A 

180^  — S/>  =  180°  — S'R 

In  der  von  den  drei  oben  genannten  Ebenen  an  A  gebildeten 
dreiseitigen  körperlichen  Ecke  liegt  dem  Winkel  SAB  als  Seite 
der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  SAD  und  S'AB  gegenüber; 
also  ist  nach  der  sphärischen  Trigonometrie  und  dem  Obigen : , 

A  A  A 

^  ^  „      cos  (180«  -  SD)  +  cos  AB.  cos  SA 
cos  SAB  =  ■ 


oder 


'  A  A 

s\i\AB.e\nSA 


A  A  A 

^  ^ «      cos  ^^ .cos  SA  —  cos  SD 

CQ8SAB=l T T 

A  A 

sin /fß. sin  SA 


woraus  sogleich 


v^; 


A  A  A  A         A         A 

.    -,.„  i^co8SD^--co8SA*-'C06ÄB*-i-2.co»SD,cosSA.co8ÄB 

am  SAB  = r r- " 

A  A 

sin  AB .  sin  SA 

folgt,  in  welcher  Formel  man  die  Grosse  unter  dem  Wurzelzeichen, 
um  dieselbe  zur  logarithmischen  Rechnung  bequem  einzurichten, 
bekiontlich  in  vier  Factoren  zerlegen  kann,  was  wir,  als  allge* 
roeio  bekanht,  hier  füglich  dem  Leser  überlassen  dürfen.  Ganz 
auf  l(bnllche  Weise  ist 
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iT  A  A        -    A     ■  A         A         TT 

,      .gyn       ^     t-C08SA''-C0BSB*-C08AD^+2.C08SA.C08SB.C0BAD 

ainASB=^ 


sin 


SA. Bin  SB 


Ueberhaupt  hat  man  nun  aber  auf  diese  Weise  die  folgen- 
den Formeln: 

\f~~      ~/\  7\  Ä  7\  A        A 

.     ^  .„       ▼     l-C08SZ>2-CO8Ä/l«-C08i4Ä«+2.COSÄZ>.C0SÄ/I.CO«Jfi 

B\ikSABz=i , 

A  A 

sini^^.siniS/l 

\f           A[            ^            ^                Ä          A        Ä 
.    ^„  .     ▼    l-cosSÄa-co8SC>-co8^Ä«+2.cosÄÄ.co8SC.co8iB 
sm!SiSA^ -r : — — » 

sin  ^^.  sin  1^ 

\f  A  A^  A  7\         A        A 

SBC—  ^  ^  "^Q^  iS^*-cos  iSg^-co8ilZ)«-t-2.co8  SAxos  SB. cos  AD 


sinA 


ib.  Bin  SB 


t/,  A.  A  A        .        A         A       A 

.    e^o     ^  l-co8iSC«-cosÄ/>a-co8^Z>a+2.cosSC.co8ÄÄcosiO 

sini9C^= T i 

A  A 

BxnAD.Bxnl^C 
\f  7  Ä  ^  A         A        A 

•     C^Fl       ^     I-C08ÄÄ«-C08SC*-COSi4Ä«+2.COsSÄX08SCcOSiÄ 
8ini>C//:=- ■ \ : t 


A  A 

B\nAB.B\nSC 

sT.     AI     7\.      ^        Ä~   7v    A 

•     Cfir»      ^     l-C08Ä/)*-C08S/l«-.C08^Ä«+2.C08SZ>.C0S&l.C0SiÄ. 

A  A 

sin^^.siniSD 

\f\         7^  AI  Ä  Ä         A         A 

•    ^w\A    ^   l-cosÄC«-oosSZ)«-co8^Z)«+2.cosÄC.cosiSD.cosifl 
8in«9l/ifl=  — -— •  I 

A  A 

Bin  AD. Bin  SD 


sin5/ID= 


V   I-C08i$il*->C08i^~C08ilO*-f2.C08iSil.C0S^.C0s//> 


A  A 

sin  AD,  sin  SA 


und: 
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mASB= 


t/  7s  A  Ä  Ä  Ä  a' 

V   l-C08SJ«-COsS.ß«-CO«^/>«+2.C08Äii.C08ÄÄ.C08ilZ) 


A  A 

8in  SA .  8111  SB 


mBSCr= 


V   l-C08Si?«-C08  SC^^C08ÄB^+±C09Sh.C08Sb.COsAB 


^inSB.s^mS 


(b 


cos  CÄ1)= 


V  1  '-co8S^J*-cosSD^-co»ADH2.co6sb.co8SD.cosAb 


A  A 

»in  SC.Bin  SD 


mDSA= 


V  l-C08iS^- 


A  A  A  A  A 

C08iS^*-CüS^i^*-|-2.C08iSD.C08iS^.C09ilo 


s-i). 


8iniS/>.8iniS^ 


Setien  wir  jetzt  der  Kürze  wegeo : 
Wfl»=V  1  -.C08SJ«— CO81SÄ*— cos  J/)*+2.  co8Ä^ .  cosSB.cosAD, 


A_  /^  ^  A 


Wk 


A  A  A  A  A  /. 

CO8SÄ«-C08iSC2-C0S^Ä«+2.C08ÄÄ.C08ÄC.C0Si4Ä, 


fF^=V  1  -C0Bdc^'-'C06Si)^'^0HAl}^+2.C08SC.C08Sh.C0BAjD, 

t 

Wd^y  l-^co8SD^'-co8S%-co8AB^i'2,eosSD.co8SA.coBAh ; 

so  bt: 


«nd 


sin  Sil  S  = 

IFrfa 

/n 

8111^1^.8111 

A' 

mSBC  = 

w^ 

A 

A' 
iSB 

mSCD  = 

mc 

A 

8tn  AB. Sit 

\ic 

8in  SDA  == 

1 
1 

Wed 

A 

8in/l/>.siii 

SD 

•iDi4$B  = 

»T,» 

A 

^' 

mnr.«fl  — 

Wcä 

sin  SBA  = 


Wb, 


A  A' 

Bin  AB.  8in  SB 


Bin  SCB  =  — 


Wcd 


sinS/>C  = 


Ä        TT' 

ain AD. sin  SC 

Wda 
.8111  SO 


sin  SilZ)  = 


BinAB 


A  A 

BinAD.ainSA 


sin  i?SC  = 


IFfte 


A  A 

siniSCsioiS/} 


sin  DSA  = 


BinSb. sin  SC 

Wda 

sinS/>.8in<$^ 
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Hiernach  und  oach  der  ebenen  Trigonometrie  ist  non : 

A 

Wbo  A 

sin  SA 

^^,      Wob  sin  SC   op_  Wah.Wda  sinSC   ^^ 

sinjS^  sin  SA 

A 

^^     W^  sin  SD 

sin  SA 
._      Wai  ainAB    _  .        ._       Wda  B\a  AD 

^*=m; — K'^"*'  '*'^=w^ — Ä"  *^= 

sin  SA  sin  SA 

folglich  offenbar: 

SAiSBiSC:SD:AB:AD 

A  A  A 

=  Wbc  Wcd.BinSAi  Wcd.Wda^smSBiWda.Wab.BinSC 

^  A  A  A 

:  Wob»  Wbe'SinSD:  Wob*  Wed-sioAB:  Wbe*  Wdu'»inAD, 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  die  Verhältnisse  der  Lioieo 
iS^,  SB,  SC,  SD,  AB,  AD  berechnen,  und  findet  dann  aoeb 
leicht  die  Verhältnisse  der  Halbaxen  AO,  BO,  SO,  ueil  nach 
einem  bekannten  Satze: 


und 


A.AO^  +  A.BO*=z2,AB^^2.AD^, 
4.JO«  +  4.SO«=2.äZ«  +2.SC«. 


ist,   iroraus  sich  ferner  leicht  ergiebt: 

A.ÄO^z=ÄB^+Ä&  +  SÄ*'-SB^  +  'SC^''SD*, 
4 .  ^Ö«  =  i^ß«  +  ^iS«  -  S2«  +  SÄ«  -  ÄC« +"55», 

Die  von   den  Azen  eingeschlossenen  Winkel  kann  man  nun 
aber  offenbar  auch  leicht  berechnen. 


Berichtigaog.    S.  188.  Z.  13.  und  14.  t.  u.  ttatt  »iGleichang'*  ••  m 

,,Gleichangen.*^ 
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XII. 

Privatleistnngen  aof  astronomischem  Gebiete.  Ein  Vor- 
trag gehalten  bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Mai  1859. 

Von 

Herrn  Karl  v.  Littrowy 

wirklichem  Mitgliede  der  kaiterl.  Akademie  der  Wiatentchafcen. 


Wenn  eines  unserer  ausgezeichnetsten  Mitglieder  im  Auslande 
etnual  mit  vollem  Rechte  hervorhob^  dass  die  Astronomie  mehr 
ab  irgend  eine  Wissenschaft  der  Unterstützung  von  Seite  der 
HSchtigen  der  Erde  bedarf»  dass  glänzende  Epochen  In  der  Ge- 
schichte der  Sternkunde  sich  grossentheils  auf  den  besonderen 
Sehatz  zuröckfuhren  lassen »  den  Fflrsten  ihr  geschenkt,  so  kann 
nan  andererseits  auch  behaupten,  dass  solcher  Schutz  keinem  an- 
dern Fache  iii  gleichem  Maasse  wirklich  zu  Theil  wurde  und  dass 
die  Regenten,  deren  ausnehmender  Gunst  die  Astronomie  dank- 
bar zu  gedenken  hat,'  den  regsten  Antheil  nahmen  an  den  von 
ibnen  hervorgerufenen  Fortschritten.  Fragt  man  nach  der  Ursache 
dieter  Erscheinung,  so  findet  hian,  dass  dieselbe  eben  nur  die 
cinzeloe  Aeusserung  eines  überhaupt  weit  Aber  die  Mlinner  des 
Berufes  hinaus  verbreiteten  Interesses  ist,  welches  unsere  Wis- 
seoachaft  von  jeher  kennzeichnete  und  eines  ihrer  wirksamsten 
Furderungsmittel  war.  Gestatten  Sie  mir  heute  diese  Ansicht  zu 
b^rQoden,  und  den  wohlthätigen  Einfluss  nachzuweisen,  den  völ- 
lig freiwillige  und  unabfiängige  Pfleger  der  Astronomie,  die  in 
dem  Fache  eben  nur  eine  Lieblingsbeschäftigung  suchten,  durch 
ibre  eigenen  und  die  Arbeiten  ihrer  Gehülfen  auf  die  Entwickelunf; 
dieser  Wissenschaft  genommen  haben. 

Die  socialen  Verhältnisse  der  älteren  Vorzeit  sind  so  ver- 
schieden von  den  unseren,  dass  es  oft  grosser  Schwierigkeit  un- 
terliegen würde  zu  entscheiden,  ob  ein  Gelehrter  Privatmann  in 
der  heutigen  Bedeutung  des  Wortes  war.  Die  Biographien  be- 
v^lhmter  Männer  jener  Epochen  gehen  überdies  selten   aof  ihre 
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LebeusumstSnde  näher  ein  und  enthalten  gewöhnlich  eben  nar 
die  Geschichte  ihrer  Leistungen.  Endlich  bilden  diese  Leistun- 
gen nur  zu  häufig  Glieder  aus  der  Kette  menschlicher  ForscbuDg, 
die  zum  Ganzen  erforderlich  ivarcn,  aber  längst  ihren  Werth  an 
sich  beinahe  verloren  haben.  So  wollen  wir  denn  unsere  Bücke 
zunächst  der  neueren  Zeit  zuwenden  und  auf  frühere  Jahrhunderte 
nur  gelegentlich  oder  insoferne  RGcksieht  nehmen,  als  es  der 
Zosammenhang  unserer  Betrachtungen  erfordert. 

Zu  den  Hauptstfltzen  unserer  heutigen  Annahmen  Sber  die 
Dichte  des  Erdkurpers  gehören  die  Experimente  von  Henry 
Cavendish^  dem  Sprussling  eines  der  edelsten  und  begötertsteo 
Geschlechter  Englands,  der  sein  ganzes  Leben  der  Wissenschaft 
gewidmet 9  ohne  je  eine  öffentliche  Stellung  anzunehmen,  ,,der 
reichste  unter  allen  Gelehrten,  und  wahrscheinlich  auch  der  ge- 
lehrteste unter  allen  Keichen'%  wie  Biot  ihn  bezeichnet  Die 
Apparate  und  Methoden  aber,  welche  Cavendish  in  Anwendung 
brachte,  waren  ebenfalls  von  einem  Volontär  der  WissenscbaA 
Rev.  John  Michell  erdacht.  Was  Cavendish  noch  allenfalls 
zu  wünschen  übrig  gelassen  hatte,  lieferte  Francis  Baily»  sei- 
nes Zeichens  ein  Geldmakler,  durch  eine  wahre  Musterreihe  von 
Versuchen,  die  mit  bewunderungswürdiger  Ausdauer  und  Unsickt 
Jahre  lang  fortgesetzt  wurden  bis  sie  die  nüthige  Genauigkeit 
erreichten.  EUnige  Jahre  früher  hatte  gleichfalls  F.  Baily  auf 
äusserst  mühsamem,  aber  allein  untrüglichem,  experimentetem 
Wege  die  richtige  Methode,  durch  Penflelbeobachfungeu  die 
Schwere  zu  bestimmen,  festgestellt,  und  durch  Berechnoog 
der  Messungen,  die  der  unglückliche  Capt.  Foster  nach  Baily's 
Vorschriften  am  Bord  des  Chauticieer  im  Jahre  1831  ai^estellt 
hatte,  einen  wicht'^en  Beitrag  zu  diesem  Zweige  der  Astro- 
nomie geliefert.  —  Die  ersten  gelungenen  Fall  versuche  rüfa* 
ren  von  einem  wohlhabenden  Dilettanten  —  ich  nehme  dieseu 
Ausdruck  im  ursprünglichen,  etymologischen  Sinne  -—  von  J.  F- 
Benzenberg,  der  zwar  später  durch  wenige  Jahre  eine  Pr^ 
fessur  versah,  bald  aber  seine  Freiheit  dem  Berufsleben  wieder 
vorzog. 

Die  an  sich  nicht  glückliche,  aber  immerhin  sinnreiche  wd 
als  Anregung  zu  wichtigen  Arbeiten  folgenschwere  Idee,  deo 
Dimensionen  des  Erdkurpers  das  Grundmaass  der  Längen  zu 
entnehmen,  ging  zu  Ende  des  siebzehnten  Jahrhunderts  fob  Ga- 
briel Mo u ton,  Chormeister  in  Lyon,  ans.  Rev.  Richard 
Sheepshanks,  ein  Liebhaber  der  Astronomie,  stellte  nach  Bes- 
sei's  berichtigenden  Ansichten  über  diesen  Gegenstand  89600 
mikronietrische  Messungen  an,  um  die  englische   LängeneinlieH 
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28  bastimnieii.  Das  Standard -Tard,  welches  onaere  Akademie 
for  Karzen  Fon  der  eoglischen  Regierang  zam  Geachenke  erhielf, 
ist  eioe  Frucht  dieaer  viele  Jahre  langen  Arbeit. 

An  Beobachtnngen  von  Verflnsterungen  der  Sonne,  des  Mon- 
4m  and  der  Jupitersatelliten,  von  Sternbedeckangea,  Berechnungen 
geographischer  Längen  und  Breiten  verdanken  wir  Laien  so  vieles, 
dass  wir  hier  nur  einiger  hervorstechenden  Leistungen  Erwäh- 
Dong  thun  kunnen.  Rev.  Thomas  Catton  in  Cambridge  über- 
wadbte  bios  aus  Liebe  zur  Sache  den  Himmel  in  Bezug  auf  die 
eb«n  genannten  Phänomene  durch  einen  Zeitraum  von  vierzig 
Jahren  so  sorgfaltig ,  dass  der  k.  Astronom  G.  B.  Airy  die  grosse 
Arbeit 9  diese  Beobachtungen  zu  sammeln  und  der  Rechnung 
xagänglicb  zu  machen»  unternahm ,  und  die  k.  astronomische  Ge- 
seUscbaft  in  London  die  Kosten  der  Publication  bestritt.  In 
ikslicher  Weise  wirkten Üofgeriehtsrath  von  Heiligenstein  in 
MiDoheim,  Colonel  Beaufoy  in  Bu^^hey  Heath,  Consistorialrath 
Hfilsmann  in  Elberfeld,  Amtmann  Bayer  zu  Hradiscb»  Ferd. 
Frnberr  von  Ende  zu  Celle,  Erblandmarschall  Graf  von  Hahn 
ia  Keroplir),  Professor  Hallaschka  in  Prag  und  unzählige  andere 
Liebhaber  der  Astronomie.  —  William  Galbraith,  Privatlehrer 
itf  Mathematik  zu  Edinburgh  gab  im  Jahre  1837  den  Anstoss  zur 
Wiederaufnahme  der  Vermessung  von  Schottland  durch  genaue 
f^eegraphische  Bestimmungen,  die  er  an  seinen  Feiertagen  vor- 
Hahm,  und  durch  die  er  bewies,  dass  die  bis  dahin  existirenden 
Karten  Fehler  von  I  bis  1  Va  Meilen  hatten  —  ein  Verdienst,  das 
dsrcfc  die  R.  Society  of  Sciences  ehrenvoll  anerkannt  wurde. 

Die  Topographie  des  Mondes  beruht  in  ihren  Grundlagen 
fait  ausschliesslich  auf  Leistungen  von  Privaten.  Die  ersten  ge- 
•aoeren  Mondkarten  mit  einer  fdr  solche  Anfänge  bewunderungs- 
irfrdigen  Naturtreue  lieferte  JohannHevel,  der  gelehrte  Ratbs- 
kerr  von  Danzig«  auf  seiner  prächtigen  Sternwarte  im  Jahre  1640. 
Ke  ersten  bedeutenden  Detailzeichnungen  einzelner  Mondgegenden 
«riiieUeu  wir  um  den  Anlang  des  neunzehnten  Jahrhunderts  von 
Oberamtmann  Seh  rot  er  zu  Lilienthal.  Den  Schlussstein  dieses 
Za^es  unserer  astronomischen  Kenntnisse  bilden  bisher  die 
Süisen  Arbeiten  von  Mädler  und  Beer  an  des  letzteren  Stern- 
iurte  in  Berlin.  Ihnen  schlössen  mit  besonderen  Beiträgen  sich 
riUuaHcb  an:  der  Mechaniker  James  Nasmyth  in  Patricroft  bei 
Vascbester  durch  sehr  gelungene  Studien  einzelner  Theile  der 
ÜMdoberfläcbe;  Hofräthin  Witte  u.  a.  durch  plastische  Darstel- 
hageo  dieses  Himmelskörpers;  Warren  de  Ia  Rue  in  Cranford 
datch  Stereos  kapische  Bilder  des  Mondes  vermöge  einer  sinnrei- 
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cheo  BenQtzang;  der  Libratiooen.  —  Die  räthselhafle  CrBcbeioang, 
dass  Sterne^  vor  welche  der  Mond  tritt ,  kurz  be?or  sie  von  ihm 
bedeckt  werden^  zuweilen  mehrere  Secunden  lanf;  auf  ihm  sich 
firojiciren,  ist  am  grOndlichsten  von  einem  Liebhaber  der  Astro- 
nomie, Sir  James  South,  behandelt;  alle  Erfahrungen,  die  wir 
btsher  darüber  besitzen,  darunter  v.iele  Beobachtungen  von  DHet- 
tanten,  sind  durch  ihn  sorgfältig  gesammelt  und  discutirt.  < —  Ein 
genialer  Liebhaber  der  Wissenschaft,  Jeremias  Horrox,  wen- 
dete 1638  zuerst  die  Kepler*schen  Gesetze  auf  die  Mondbewe- 
gung  an,  und  machte  die  ersten  fortgesetzten  Beobachtungen  Ober 
Ebbe  und  Fluth. 

Auf  eine,  wie  das  eben  erv^  ahnte  Phänomen  bei  Stembe- 
deckungen  bisher  unerklärte,  bei  Vorübergängen  des  Mondes  oder 
der  unteren  Planeten  vor  der  Sonne  stattHndende  Erscheinung^ 
die  aus  einem  eigenthünilichen  Zerbrechen  des  ersten  und  letztes 
Lichtfadens  der  Sonnenscheibe  in  eirizelne  Perlen  besteht  und 
desshalb  unter  der  Bezeichnung  der  „beads"  bekannt  ist,  hat  uns 
lauerst  der  schon  genannte  astronomische  Freiwillige  F.  Baily 
aufmerksam  gemacht  und  mit  einer  classischen  Arbeit  darüber 
beschenkt.  —  Zur  Kenntniss  der  Sonnenflecken  und  Fackeln  ha- 
ben bei  weitem  das  bedeutendste  Material  Dilettanten  »eliefert. 
Nicht  nur  verdanken  wir  dem  astronomischen  Volontär  Job.  Fa- 
bricius  die  erste  Entdeckung  der  Flecken  (1611),  sondern  aidi 
den  Nachweis  der  R&tation  des  Sonnenkörpers  an  diesen  merk- 
würdigen Erscheinungen.  Die  längste  überhaupt  bekannte  Reibe 
solcher  Aufzeichnungen  aus  den  Jahren  1749  bis  1790  rührt  vod 
einem  Liebhaber  Joh.  Staudache  in  Nürnberg.  Von  einen 
anderen  Volontär  der  Astronomie,  Rev.  J  T.  Hussey,  wurden 
nicht  weniger  als  1100  Zeichnungen  gesammelt,  die  eine  vollstän- 
dige Geschichte  dieser  Erscheinungen  aus  den  Jahren  1826  bis 
1837  darstellen.  Hofrath  Schwabe  in  Dessau  hat  durch  mehr 
als  zwanzig  Jahre  durchschnittlich  an  300  Tagen  des  Jahres,  die 
Sonnenscheibe  untersucht,  von  182Ö  bis  1857  an  etwa  4700  Grop- 
pen  von  Flecken  und  Fackeln  beiläuflg  9000  Beobachtungen  ge- 
macht, die  an  Genauigkeit  und  Umsicht  alles  in  diesem  Gegen- 
stände bis  dahin  Geleistete  übertreffen  und  uns  zuerst  die  grosse 
Wahrscheinlichkeit  einer  Periodicität  dieses  Phänomens  keooep 
lehrten.  Von  Domherr  Stark  in  Augsburg  besitzen  wir  ähnlicfae 
Beobachtungen  von  1813  bis  1836;  in  der  neuesten  Zeit  hat  ein 
ausgezeichneter  Volontär  der  Astronomie,  R.  Gh.  Carrington, 
der  mehrere  Jahre  an  der  Durhamer  Sternwarte  Dienste  leistete» 
blos  um  mit  dem  Fache  genau  bekannt  zu  werden,  auf  seinem 
Observatorium  Redhill  eine  fortlaufende  Reihe  von  ähnlichen  sehr 
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$€«iaeii  BestiiDinungeu  unternommen.    Aber  nicht  nur  solcbe  ge- 
treue und  reichhaltige  Aufzeichnungen  über  den  Zustand  der  Son- 
nenoberfläche, sondern   auch   tief  blickende  Untersuchungen    der 
Natur  jener   Erscheinungen    verdanken    wir   freiwilligen   Pflegern 
des  Faches^  und  hier  habe  ich  einen  Namen  zu  nennen,  der,  von 
doppelter  Glorie  umstrahlt,  mit  der  Geschichte  der  Wissenschaft 
1^  alle  Zukunft  eng  verflochten  ist.    Sie  errathen,  dass  ich  von  den 
beiden  Herscbel  spreche.    Sir  William,  der  Vater,  zählt  als 
Organist  zu  Bath  in  seinen  astrononiischen  Anlangen  entschieden 
tu  den  Liebhabern   der   Astronomie,  aber  auch  die  spätere,  bei- 
nahe vierzigjShrige  Staunens wiirdige  Thätigkeit,  ivelche  er,  in  die 
Nähe  seines  Königs  nach  Slough  bei  Windsor  berufen,  ganz  der 
Stemkonde   zuwenden  konnte,  gehört  auf  das  Gebiet  von  Privat« 
leistnngen,    wenngleich   so   Sir  William  aus  der  Reihe  der  Frei- 
willigen in  die  der  Verpflichteten  übertrat;  denn  Georg  III.  von 
England   versah    Herscbel   mit    den    nutbigen   Mitteln   nicht  als 
Monarch,  sondern  aus  personlichem  Interesse  für  die  Astronomie, 
das  wir  durch  des  Königs  wohl  ausgerflstete  eigene  Sternwarte 
ZI  Richmond  und  von    ihm   angestellte  Beobactungen   bewiesen 
finieo;   Sir  William  war  des  Königs  Privatastronom.    Sein  Sohn, 
%  John,  hat  immer  nur  aus  ganz  freiem  Antriebe  der  Wissen- 
schaft gedient,   und  entschloss  sich  überhaupt    erst  am  Abende 
«etaes  Lebens  für  einige  Zeit  eine  öffentliche  Stellung  mit  dem 
Amte  eines  „Master  of  the  mint''  anzunehmen ,  womit  auch  Newton 
belohnt  ward.     Von  den  eben  so   zahlreichen  als   grossen  Ver- 
dienst!»  dieser  beiden  trefflichen  Männer  um  die  Kenntniss  des 
Hionaels  haben  wir  vorerst  anzuführen,  dass  man  ihnen  eingehende 
Begrfindungen  und  Ausführungen  unserer  heutigen  Ansichten  aber 
^  Wesen    der  Sonnenflecken  verdankt.  —  Der   erste  und   bis 
zma  Jahre  1842  einzige  vollständige  Bericht   über  die  merkwür- 
digen Erscheinungen,  welche  sich  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
onveren   Blicken  bieten,  gründet  sich  auf  die  Bereitwilligkeit,  mit 
weicher  schwedische  Landgeistliche  der  Aufforderung  entsprachen, 
^  von  der  R.  Society   of  Sciences  für  die  Finsterniss  von  1733 
erfassen  war;  in  unseren  Tagen  aber  haben  bei  solchen  Gelegenheiten 
•ine  grosse  Zahl '  von  Privaten  aus  allen  Ständen  sorgfältige  Beob- 
aditongen,  zum.Theile  auf  entfernten,  erst  nach  langen  Reisen 
zveneicfaenden  Stationen  geliefert.  —  Die  erste  Beobachtung  eines 
Vennsdorcbganges  im  Jahre  1639  verdanken  wirHorrox  und  sei- 
UMB  Freunde  Crabtree,  einem    vermögenden  Privatmani|e  bei 
Ninchester.  —  Die  grosse  Entdeckung  der  Bewegung  des  gan- 
M  Sonnensystems  ih  de^  Richtung  auf  iL  Herculis  ist  Sir  Wtl- 
lUin  Herscbel's  Werk,  und   die   entscheidendste  Bestätigung 
derielbeii,  nämlich   durch  die   Eigenbewegungen  der  Sterne  des 
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«Üdltchen  Himmels,  verschaffte  ons  der  Actuar  einer  Lebensfer- 
sichenings- Gesellschaft,  Thomas  Galloway  in  London. 

Nachdem  nuin   Jahrhunderte  lang    nicht  mehr  Planeten  ge- 
kannt, als  deren  eben  jeder  Schäfer  am   Himmel  sich  ergrffbelt, 
xeigte  Sir  William  Herschel  uns  an   Uranus  im   Jahre  1781 
den    ersten    tel es  kopischeu    Planeten,    dessen    Bahn    tuerst 
Jostizprfisident  Jean  B.  de  Saron,  eine  wahre  Stütze  der  Pari- 
ser Astronomen,  richtig  erkannte.    Wenn  der  nächste  Fund  dieser 
Art  im  Jahre  1801  einem  Astronomen  von   Profession,    Ptaui  iu 
Palermo,   an  der  Ceres  gelang,  so  war  dieses  ein  blosser  Zufall» 
und  die  Folge  sollte  lehren,  dass  die  Liebhaber  der  Wissenschaß 
dieses  Üominiom  sich  vorzugsweise  ausersehen  haben.     Olbers, 
der  berühmte   Arzt  in  Bremen  und  nebenher  astronomischer  Vo- 
lontär, bei  dem  aber  die  Meister  vom  Berufe  sich  Raths  erholten, 
der  durch  einen  seltenen  Reichthum  an  herrlichen  Gedanken  wie 
keiner  seiner  Zeitgenossen  auf  astronomischem  Gebiete  anregend 
wirkte,  eröffnete   im  Jahre  1802  mit  der  Pallas  die  Bahn  zu  den 
zahlreichen  planetarischen  Entdeckungen  unserer  Tage;  denn  damit 
war  die  seither  so  glänzend  bestätigte   Vermuthung  einer  Miilti- 
^licität  von  Planeten  an  dieser  Stelle  des  Weltalls  gegeben.    Der 
nächste  Fund   gelang  an  Schroter's   Sternwarte   in   Lilieiithal 
durch  Harding,  der  vierte  neuerdings  durch  üibers.     Beioai^e 
vierzig  Jahre  verflossen  ohne  weitere  Bereicherung  unserer  Keänt- 
nisse  in  dieser  Hinsicht,  bis  ivieder  ein  Dilettant,  der  k.  preüsi- 
sehe  Postbeamte  K.  L.  Hencke  in  Driesen,  nach  fönfzehnjähriger 
Bemöbuog  sich   Detailkarten  von  einzelnen  Theilen  des  Himiaels 
zu  verschaffen,  wie  sie  damals  niemand  besass,  durch  Auffindung 
von  z%vei  neuen  Planeten  den*  Anstoss  gab   zu   den  vielseitigei 
ähnlichen  Bestrebungen  der  neuesten  Zeit.    Von  dem  halben  Hun- 
dert seitdem  bekannt  gewordener   Asteroiden   verdanken  wk  eilf 
dem  Observatorium  des  Herrn  Bisbop  in    London,   die  gleiche 
Zahl  dem  Maler  Goldschroidt  in  Paris,  je  einen  dem  Observa- 
torium  des  Herrn  E.  Cooper  in  Markree,  das  an  reicher  Aas* 
stattung  viele  Staatsanstalten  übertrifft,  und  der  Privatsternwarte 
von  Valz  in  Nismes.     Im  Ganzen   also  sind  von  den  sechstad- 
ftinfzig    bis  heute  gelungenen  Entdeckungen  dieser  Art  mehr  ak 
die  Hälfte  dem  Liebbaberthume  entsprossen,  wobei  der  mittelbare 
Antheil   der  Dilettanten  auch  an  den  übrigen  Funden  durch  ikre 
an  anderer  Stelle  zv  erwähn^ende  Hilfe   bei  ABfertigong  der  B•^ 
liner  Sternkarten  wohl  zu  beachten  kommt,  so  wie  dass  jetie  «Bi- 
er warteten  Erfolge  nicht  etwa  blos  emsigem  Suchen  zu  verdaabeii 
sondern  dass    dazu   der   an    Bishop's   Observatoriam  von  HiiHl 
zuerst  ausgcfährte  leitende  Gedanke,  die  Nachforschungen  aof  die 
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Gcgead  der  Ekliptik  zu  bescbräDken ,  wesentlich  beitrog.  —  Zwei 
Satellitep  des  Saturn  wurden  von  Sir  William  Heracbel«  ein 
anderer  Satornsatellit,  zwei  Trabanten  des  Uranus  und  der  Nep- 
tuBsmond  ven  W.  Lasseil  auf  seinem  Observatorium  zu  Starfield 
M  Liverpool  entdeckt« 

Was  wir  von  der  physischen  ßeschafenheit  der  Planeten 
«rissen,  haben  wir  grossentheils  von  Schroter,  Beer,  Hussey. 
iostizrath  Kunowsky  in  Berlin  oder  von  ihren  GehOiren.  Ins- 
liesondere  ist  das  in  seiner  Art  einzige  Aeussere  Satum's  durch 
solche  freiwillige  Astronomen  durchforscht  worden,  wie  denn  der 
Dilettant  W.  Ball  in  Mainhead  (1665)  zuerst -erkannte,  dass  der 
Ring  aus  zwei  concentrischen  Reifen  bestehe,  der  Liebhaber 
Short  gegen  Ende  des  voris^en  Jahrhunderts  eine  mehrfache  Thei- 
long  des  Ringes  zuerst  wahrnahm,  die  Captain  Kater  und  Las- 
seil  fipXter  bestätigten  ;  Schwabe  die  schon  Ton  Propst  J.  C.  Gal- 
tet in  Avignon  (1684)^  später  von  W.  Herscbel  und  South 
erwähnte  merkwfirdige  Excentricität  des  Ringes  zuerst  constatirte, 
der  räthselhafte  dunkle  Ring  durch  den  seit  fünfundzwanzig  Jah- 
re« ununterbrochen  auf  astronomischem  Gebiete  tbfitigen  Rev. 
W.  R.  Dawes  unabhängig  von  anderen  Entdeckern  zu  unserer 
Kesntniss  kam.  Dawes  bemerkte  auch  in  Europa  zuerst  die 
Durchsichtigkeit  dieses  dunklen  Ringes.  —  Olbers  erklärte  die 
b^  Verschwinden  des  Ringes  und  an  dessen  Stelle  sich  zeigen- 
den bellen  Punkte,  über  deren  Bedeutung  man  lange  im  Zweifel 
war,  ans  optischen  Gründen.  —  WarrendelaRue  ist  bei  seinen 
pbotograpfaischen  Untersuchungen  auf  eine  merkwfirdige  chemische 
Verschiedenheit  des  Lichtes  der  einzelnen  Planeten,  so  wie  ein- 
leher  Gegenden  der  Mondscheibe  gekommen. 

Es  sind  jetzt  eben  hundert  Jahre,  dass  J  oh.  GeorgPalitzscb, 
eis  Landmann  in  der  Gegend  von  Dresden,  der  sieb  auch  in  an- 
deren Naturwissenschaften  bervorgethan,  den  Halley 'sehen  Kome- 
tea  zuerst  auffand,  obschon  die  Astronomen  aller  Länder  nach 
djfsem  ersten  in  seiner  Wiederkehr  vorausgesagten  Himmelskör- 
per soJcber  Art  seit  länger  als  einem  Jahre  umsonst,  weil  wahr- 
scheinlich zu  sehr  nach  vorgefassten  Meinungen  über  seinen  Ort 
gebäht  hatten.  Von  den  anderthalbbundert  nicht  erwarteten 
Kflneten^  die  seit  jener  Zeit  zu  unserer  Kenntniss  kamen»  ver- 
dttken  wir  nicht  weniger  als  etwa  ein  Viertel  Liebhabern  der 
Aiftroaomie,  ungerechnet  etwa  zwanzig  Fälle,  wo  spätere,  aber 
laihhängige  Entdeckungen,  demselben  Boden  entsprossen,  wenn 
nA  siebt  die  neuen  Gestirne  uns  zuerst  kennen  lehrten,  so  doch  * 
diese  Kenntniss  sicherten  und  häu6g  den  grossen  Vortheil  allge- 
oeinerer  früher  Beobachtung  verschafften.    Unter  jenen  Ursprung- 
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liehen  FaDden  aber  haben  viele  hohen  koroetographiseben  Werth. 
Der  Komet  von  1772«  entdeckt  von  Montagne  in  Limogen»  des- 
sen Hilfsmittel  in  einem  18  Zoll  langen  Femrohre  von  Rarosden 
bestanden  9  envies  sich  im  Jahre  1826,  wo  ein  anderer  Dilettaat, 
Hauptmann  Biela,  den  berOhmten  nach  ihm  benannten  KomelBn 
auffand ,  als  die  älteste  uns  bekannte  Erscheinung  dieses  letsteo» 
und   zeigte  uns  zu  grossem  Vortheil  der  Rechnung  diesen  Hiiii- 
melskurper«  der  später  durch  seine  Spaltung  in  zwei  .Gestirne  uns 
in  Erstaunen  setzte»  als  einen  fönfzigjährigen  Bekannten.    Ja  vrir 
konnten  hier  noch  einen  dritten  Liebhaber  der  Wissenschaft  nen« 
uen,    der  in  Bezug  auf  diesen  Kometen    sich    zu  Biela  ganz  in 
gleicher  Weise  verhält  wie  in  Bezug  auf  Neptun   Le  Verrier  zu 
Galle,    wenn  es  eben  jenem  Liebhaber,    den   wir  hier  noch  an 
anderer  Stelle  anzufahren  haben,  gefallen  wollte,  aus  seinem  be- 
scheidenen Dunkel  zu  treten.  —  Als  Encke  den  ersten  Kometen 
von  1819,   der   in   gerechter  Anerkennung  seiner  unvergänglichen 
Arbeiten  ober  denselben  seinen  Namen  ffihrt»  als  periodisch  er» 
kannt  hatte,   %vusste  man  den  Dienst  erst  zu  schätzen,  den  Mi«< 
Caroline  Herschel,  die  unermödliche  Gehülfin  ihres  Bruders 
Sir  William,    durch   Entdeckung  des    im   Jahre  1795   sichtbares 
Kometen  der  Wissenschaft  geleistet  hatte,  der  sich  eben  auch  «I« 
eine    frohere  Erscheinung    des  Encke*schen  Kometen  erwies.  — 
Der  grosse  Komet  von  1807,   dem  eine  für  alle  Folgezeit  Isbr- 
reiche   Musterarbeit    Bessel's    gewidmet    ist,     wurde    von    dsn 
Augustiner  Paris i  ;zn  Castro  Giovanni  in  Sicilien  zuerst  aufgeGn- 
den.  —  Der  berühmte  Komet  von  1811,  der  bishet  für  Europa  aad 
in  unserem  Jahrhunderte  nur  an  dem  glänzenden  Gestirne  des  eben 
abgelaufenen  Jahres  einen  ebenbürtigen  Rivalen  fand,  wurde,  und 
zwar  teleskopisch,    von  Honore  Flaugergues,    einem  elfrigeo 
Liebhaber  der  Astronomie  in  Viviers  entdeckt,    4^r  über  vierzig 
Jahre  im  Fache  thätig  war  und  uns  noch  in  seinem  71.  Lebens* 
jähre  (1826)  mit  einem  zweiten,  nur  von  ihm  beobachteten  Kome- 
ten beschenkte.  —   Den  merkwürdigen  Kometen  von   l81Ö,  deo 
wir  1887  wieder  zu   erwarten  haben,  verdanken  wir  Olbers.  -* 
Der  VI.  Komet  von  1847  wurde  von  vier  verschiedenen  Beobacb' 
lern  unabhängig  entdeckt,   darunter  zweimal   von  astrononiiseben 
Freiwilligen  (Rev.  Dawes  in  Cranbrook,  IVlad.  Rümker  in  Ham- 
burg) ;    den  IL  Kometen  von  1850  fand  man  an  Hlnf  Orten  orspräog* 
lieh  auf,  darunter  zwei  Privat-Sternwarten  (Senftenberg,  Maricree); 
unter  den  vier  Entdeckern  des  grossen  vorjährigen  Kometen  kommt 
ebenfalls  ein  Dilettant  (Parkhurst  in  Perth  Amboy,  New-Jersey) 
vor,  was  gewiss  rühmliches  Zeugniss  gibt  für  eine  Wacbsamkeiti 
um  picht  zu  sagen  Eifersucht,  die  man  sonst  nur  bei  Liebhabern 
anderer  Gattung  zu  vermuthen  geneigt  ist. 
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VieHeidit  Terroissen  Sie  einen  bei  solcher  Gelegenheit  oft  und 
«gerade  aU  Dilettant  genannten  Mann:  den  glOcklichen  Kometen* 
Jäger  Pens»  der  trotz  seiner^  wie  er  selbst  sagte,  ,, paralytischen^' 
statt  ,,parallactischen''  Instrumente  Gber  dreissig  Kometen  ent- 
deckte :  aber  Pons  war  von  allem  Anfange  seiner  astronomischen 
Lanfbahn  an  bei  Staats -Sternwarten,  wenn  auch  durch  viele  Jahre 
nur  als  Concierge  beschäftigt.  Wollte  man  den  Umstand,  dass 
er  seine  ganze  Thätigkeit  auf  das  Dnrchspfiren  des  Himmels  nach 
neuen  Gegenständen  beschränkte,  geltend  machen,  uip  ihn  den 
Dilettanten  einzureihen,  so  mOsstc  dasselbe  z.  B.  mit  seinem  Riva- 
len, dem  Director  des  Pariser  Observatoriums,  Mes.sier,  ge* 
schehen,  den  Lodwig  XV  das  ,, Kometen frettchen'*  nannte,  und 
der  sich'  nach  der  Schwierigkeit  seiner  Leistungen  keinem  irgend 
namhaften  Liebhaber  gegenOber  Qberheben  durfte ,  wenn  er  gleich 
mit  Ehren  überhäuft  wurde,  ja  einige  Jahrzehende  hindurch  als 
Sterahild  am  Himmel  glänzte. 

Aber  nicht  blos  auf  die  Existenz  vieler  dieser  Gestirne  fiber- 
hanpt  wurden  wir  durch  Dilettanten  geführt,  sondern  auch  in  der 
Kenntniss  ihrer  Bahnen  verdanken  wir  den  astronomischen  Volon« 
tiren  einen  grossen  Theil  des  Fortschrittes,  dessen  wir  uns  heute 
rttmen.  G.  P.  Durfei,  Pastorin  Plauen,  föhrte  im  Widerspruche 
mit  gewlegten  Fachmännern  der  damaligen  Zeit  an  dem  grossen 
Kometen  von  1680  zuerst  die  richtige  Ansicht  durch,  dass  die 
Cfscheinungen  dieser  Himmelskörper  durch  ihre  Vorübergünge  an 
der  Sonne  häufig  in  zwei  Abschnitte  zerfallen,  die  man  bis  dahin 
gewSbnIich  als  verschiedenen  Gestirnen  angeh5rig  auftasste,  und 
stellte  zuerst  mit  der  Sicherheit  inniger  Ueberzeugung  die  kurz 
vor  ilim  schon  von  Borelli  gemuthmasste ,  der  Wahrheit  sehr 
nahe  liegende  Hypothese  auf,  dass  die  Kometen  sich  in  Parabeln 
ktwegen.  Olbers  gab  uns  unter  dieser  bei  den  meisten  Kome- 
ten unvermeidlichen  Voraussetzung,  eine  Methode  der  Bahnbe- 
stiromung,  die,  so  oft  man  auch  versucht  hat,  an  ihr  zu  bessern, 
beute  noch  in  ihrer  ursprCniglichen  Gestalt  die  Grundlage  beinahe 
aller  kometarischen  Rechnungen  bildet.  Es  muss  ferner  die  Lieb- 
haber der  Wissenschaft  immerhin  mit  gerechtem  Stolze  erfüllen, 
weoa  sie  in  unseren  Kometenverzeichnissen  als  beste  Berechnun« 
gei  der  Kometen  des  eben  abgelaufenen  Jahrhunderts  nicht  wen!» 
ftf  als  etwa  ein  Sechstel  ihrer  Mitte  entnommen  sehen.  —  Die 
Kemitniss  dfr  physischen  Beschaffenheit  der  Kometen  hatte  von 
}tber  hl  den  Arbeiten  von  Dilettanten  eine  Hauptstütze,  Von 
Hevel,  dem  Vater  der  heutigen  Kometographie,  bis  zu  den  wahr- 
bift  unzähligen  Beobachtungen  der  grossen  Kometen  von  1843  und 
NB  müssen  wir  in  dieser  Beziehung  uns  allenthalben  auf  Zeug- 
nnse  astronomischer  Liebhaber  oder  ihrer  Anstalten  berufen. 
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Von  den  beiläufig  300,000  Fixsteroeii »  deren  Exktenx  coosta- 
tiri  i«t,  verdanken  wir  reichlich  ein  Drittel  Volontären  der  Wis- 
senaebaft.     Wir  wollen  wieder  nur   einige   der   Bauptleiatungen 
namhaft  machen.     Lord   John  Wrottesley  lieferte  an   «einen 
Sternwarten   Blackheath   und   Wrottesley- Hall   mit  John  Bart- 
aap,  Richard  Philpott  und  Frederic  Morton  ala  Gehilfen 
17,000  Bestimmungen  der  geraden  Aufsteigung  von  2327  Sternen. 
Ebenfalls  zu  Blackheath  hatte  1806  Stephen  Groombridge, 
von  Berufswegen  ein  Tucbbändler,  in  einem  Alter  von  zweinnd* 
fiinfzig  Jahren  sich  die  eben  so  nützliche  als  schwierige  Aufgabe 
gestellt»   die  bis  dahin  wenig  explorirte  Gegend  um  den  Nordpol 
so  beobachten.  Während  eilf  Jahren  angestrengter  Arbeit  bestimmte 
er  an  Instrumenten»  wie  sie  von  gleicher  Vorziiglichkeit  damals 
keine  Sternwarte  besass,  den  Oi:t  von  mehr  als  4000  Sternen  in 
etwa  20,000  Beobachtungen,  deren   hoben  Werth  man  daraus  er- 
sehen mag,    dass   das  Board  of  Longitude  nicht  nur  sofort  die 
Kosten  der  Reduction  und  des  Druckes  zu  bestreiten   beschlos«, 
sondern,  als  sich  zeigte,  dass  bei  dieser  Bearbeitung  sich  Fehler 
eingeschlichen,   die  erstjs  Publication  verwarf,  um  das  Ganze  io 
völlig  geänderter,   des  Inhalts  wfirdiger  Form  erscheinen  zu  las- 
sen.   Dieselbe  besonders  mühsame,  weil  nur  mit  ungewuhnlichen 
Vorsichten  ausfuhrbare,   daher  auch  von  Fachmännern  gern  ver- 
miedene Aufgabe  luste  in  noch  rühmlicherer  Weise,  sowohl  wai 
die  Genauigkeit  der  Bestimmungen,   als  die  NShe  der  beobeci- 
teten  Sterne  am   Pole  betrifft, -in  der  neuesten  Zeit  Richard 
G.  Carrington  mit  seinem  Gehülfen  G.  U.  Simmonds  und  lie- 
Certe  in  mehr  als  13,000  Beobachtungen  gegen  4000  Positioneo 
der  trefflichsten  Art.     Endlieh  hat  Edward  J.  Cooper  mit  sei- 
nem Gehülfen  A.  Graham   den  Ort    von  zwar  nur  50  Sternen 
gegeben,  von  denen  aber  keiner  über  2  Gra,de  vom  Pole  absteht, 
und  deren  Bestimmung  immerhin  eine  zweijährige  Arbeit  forderte. 
Unter  den  eben  Genannten  führte  Carrington  die  ganze  Arbeit 
am  vollständigsten  durch ,  indem  er  nicht  blos  selbst  einen  wohl- 
geordneten   Katalog    aus    seinen    Messungen    ableitete,    sondern 
überdies  auf  Grundlage   desselben  zehn  Sternkarten    herausgab, 
die  alles,    was  wir  bis  dahin  dieser  Art  von  der  Umgebung  de0 
Poles  kannten,  weit  hinter  sich  zurück  lassen.    Speciell  zu  die- 
sem Zwecke  reichhaltiger  Sternkarten,  aber  für  eine  andere,  nicht 
weniger  wichtige  Zone,    nämlich  die  der  Ekliptik,  und  mit  eine' 
Genauigkeit,   die  weit  über  jenes  Ziel  hinausreicht,    hat  Mr,  E* 
J.  Cooper  zu  Markree  In  den  Jahren  1848—1856  mit  seines  Ge- 
hülfen Graham  und  Robertson  uns  über  60,000  Sternpositioneo 
geliefert,  von  denen  zum  wenigsten  acht  Neuntel  vullig  neu  sM 
und  die  auf  Kosten  der  englischen  Regierung  seither  in  vier  Bfin* 
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rfe*  ▼erCffetttficbt  virarden.    Eine  ähnliobe  Betrbeltnnfc  iea  Zodia- 
kM  in  Karten .  die  alle  Sterne  bis  einsebliesslicb  10.  jGrusse  be* 
gr^feD,  ging  fon  Mr.  Bishop's  Obsorvatorinm  durch  Hind  aas. 
Ab  der  groMen  Cntemebmung  der  Berliner  AJcademie,  einen  Gflrtel 
von  30  Grad  Breite. am  den  Aequator  zu  mappiren,  nabmen  meh* 
rere  Liebhaber   (Regierangs- Beamter  J.  J.  Morstadt   in  Prag» 
Thomas  J.  Hussey  in  Chi^lehurst,   Hencke  in  Driesen  u.  a.) 
Theil   und   lehrten  uns  so  viele  Tausende  von  Sternen   kennen. 
Sir  Thomas   Brisbane«   der  als  (lOiiverneur  von  New-Soutfa- 
Wales  aus  ei<;enen  Mitteln  eine  der  ersten  Stätten  fQr  beobach- 
tende   Astronomie   auf  der   südlichen    Hemisphäre   in   Paramatta    * 
in^ndete,    brachte  mit    seinen  Geholfen  Rfimker  und    Dunlop 
einen  Katalog  von  7385  Sternen  jener  Himmelsgegenden  zu  Stande, 
der  Haliey*s .  spärliche  Bestimmungen   in  St.  Helena,    sowie  La 
C«Ule*s  unvollkommene  Messungen   am  Cap  der  guten  Hoffnung 
aäd  auf  Isle  de  France  völlig  verdrängte.  —  Aheir  nicht  hios  durch 
eigene  Beobachtungen,  sondern  auch  durch  Ordnung  und  Sichtuqg 
des  von  Anderen  gesammelten  Materiales  ernarben  sich  Private 
grosse   Verdienste   um    unsere    Kenntniss    des    Fixsternhimmels. 
VRe  einerseits  zu  Anfang  des  siebzehnten  Jahrhunderts  der  Pastor 
Joh.  Bayer  die   seitdem  allgemein    angenommene   Bezeichnung 
der  helleren  Sterne   (ein   früherer  ähnlicher  Versuch  von  Alex. 
Piecoloniini   war   unbeachtet  gebliehen)   auf  seinem  Atlas  ein- 
fflhrte^   und    Sir   John   Herscbel    der  bis  dahin  herrschenden 
Verwirrung   auf  den   südlichen  Sternkarten   durch  eine   eben  so 
sehar&innige ,   als  mühevolle  Sichtung  ein  Ziel  setzte,    so  rührt 
andererseits  der  erste  brauchbare  Katalog  von  Hevel,   und  lie- 
ferte Francis  Baily  das  erste  allgemeinere  Verzeicbniss  genauer 
PosItSoneii  von  2881  Sternen  in  neuer  und  so  zweckmässiger  Form, 
dasi  spätere  ähnliche  Arbeiten  auch  von  Fachmännern  sich  die- 
aan  Moster  anschlössen.    Von  Baily  besitzen  wir  überdies  sorg* 
AUf  redigirte  Ausgaben    der   älteren   Kataloge  von  Flamsteed, 
Ph>k>Riaeus,    Ulogb  Beigfa,    Tycho  Brabe,    Halley»    Hevel,   La 
CttUe  und   Tob.  Mayer,    eine  riesige  Leistung,  die  allein  hinge« 
reicht  hätte,    Baily 's   Namen  zu  verewigen.     Haben  die  eben 
genannten    Quellen    nur   fSr    seltenere    Untersuchungen   Wertb, 
99  jst  die  Katalogieirnug  der  gegen  50,000  Sterne  enthaltenden 
Liiande'aclien    Histoire  Celeste    ein    Werk,    dessen    imnerwäli* 
fiiider     Gebraucli     den     praktischen     Astronomen     täglich     an 
den  Dank   erinnert,   den   er  Baily  daßlr  schuldet.    Aber  auch 
Mei  Hess  es  dieser  anermüdliche  Freund  unserer  Wietsenschaft 
Mk  bewenden,  und  bewog  die  Britiab  Association  den  von  ihm 
oigearbeiteten  grossen  Katalog  von  etwa  10,000  Sternen  heraus* 
xigeben,    der    ein    Grundwerk    der  heutigen   Astronomie   bildet. 
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Neben  solchen  bewonderangsviilrdigen  Leistungen  wCre  es  Ober- 
flfissig«  unserer  Thesis  zu  Liebe  kleinere  Arbeiten ,  so  Terdiesst- 
lieh  dieselben  an  sich  auch  sind,  wie  die  Ergänzungen  tod 
Planisteed*s  Katalog  durch  Miss  Caroline  Herscbel,  das  Ver- 
zeicbniss  von  Zodiakalsternen ,  die  Pearsou  an  seinem  Ob- 
servatorium in  South  KÜHortb  beobachtete  etc.,  hier  weiter  in- 
zuRlhren. 

Die  merkwürdige  Erscheinung  der  Veränderlichkeit  des  Lich- 
tes von  Fixsternen  ist  in  ihren  ersten  Spuren  zu  Ende  des  secb 
.    zehnten  Jahrhunderts  an    o   des  Walfisches  von   David   Fabri- 
cius,  einem  Pastor  in  Ostfriesland ,  aufgefunden.    Von  den  etwa 
ßinfzig  Veränderlichen,    die  wir   heute  kennen,    ist   ein   grosser 
Theil  von  Dilettanten  oder  an  ihren  Sternwarten  erkannt,  darun- 
ter an  Bishop's  Observatorium  von  Hind  etwa  das  Viertel  der 
Gesammtzahl.     Die  erste  genauere  Bestimmung   der  Periodicitüt 
des  Lichtwechsels  wurde  an   Mira  Ceti  von    Ismael  Boulliau, 
einem  privatisirenden  Gelehrten,    die  zweite  an  Algol   von  Job« 
Goodrike,  einem  englischen  Edelmanne  in  York,  und  dero  scboo 
erwähnten  astronomischen   Bauer  Palitzsch  vorgenommen.    Die 
eben  genannten  V^eränderlicben  geboren  wohl  mit  i/\  Argus  zu  den 
merkwürdigsten,    und  dieser  letztere  wurde  von  Sir  John  Her- 
scbel zuerst  näher  erforscht.     Joseph  Baxendell,  ein  Prirat* 
mann  in  Manchester,  hat  neuerlich  sfch  einer  regelmässigen  Beob- 
achtung dieser  interessanten  Erscheinungen  unterzogen. 

Als  vor  etwa  achtzig  Jahren  der  ältere  Herscbel  sich  mit 
den  Doppelsternen  zu  beschäftigen  anfing,  fand  er  vier  notorisch 
vielfache  Sterne  und  die  allgemeine  Meinung  vor,  solche  gegen* 
seitige  Nähe  von  Fixsternen  rühre  nur  daher,  dass  sie  beiläaßi; 
in  derselben  Richtung,  wenngleich  durch  ungemessene  Räume  von 
einander  getrennt  sich  beflBnden.  Bis  zum  Jahre  1804  hatte  Sir 
William ,  nicht  nur  über  800  solche  Gruppen  einander  sehr  naber 
Sterne  entdeckt,  sondern  auch  die  Zusammengehörigkeit  der  Com* 
ponenten  in  vielen  Fällen  nachgewiesen  und  so  eines  der  herr- 
lichsten Wunder  der  Schöpfung  uns  kennen  gelehrt:  Sonnensysteme 
höherer  Ordnung,  in  denen  leuchtende  CentralkOrper,  jeder  viel- 
leicht von  zahllosen  Kometen,  von  Planeten  und  Satelliten  beglei* 
tet,  um  einander  kreisen.  Diese  Arbeiten  Sir  William*»  nabn 
zuerst  um  das  Jahr  1820  Sir  James  South  anfangs  allein  ind 
mit  sehr  massigen  Werkzeugen  wieder  auf;  später  standen  Him 
„nirstüche''  Mittel  zu  Gebote,  die  er  in  Gemrinschaft  mit  Sir 
John  Herscbel  zu  gleichem  Zwecke  benutzte.  Im  Ganzen  er- 
fuhren so  nahezu  alle  von  Sir  William  entdeckten  VieHacben 
eine  wiederholte  Untersuchung,  die  eine  Menge  der  merk^ilrdig' 


fr.  Ifitrow:    Priffotieistungen  aufasironomiacAem  Gebiete.   2ffl 

Sien  Resultate  zu  Tag«  forderte.     Sir  John  #etzte  einige  Jahre 
später  diese  Messungen  in  noch  grosserem  Maassstabe  fort  und 
▼ermehrte  die  Zahl  der  bekanfiten  Doppelsterne  unserer  HemisphBre 
un   nahe  dreitausend.      Eine  andere  grosse  Leistung  in    dieser 
Beziehung  rührt  von  seinen  vierjährigen  Beobachtungen  in  Feld- 
hauj<en  am  Cap,    deren  Gcdächtniss  von  seinen  dortigen  Mitbilr 
gern   durch    ein    Denkmal  geehrt    wurde  und  durch  die  er   nicht 
weniger  als  2095  vOllig  neue  Gestirne  dieser  Art  entdeckte.    Sir 
John    fand  dabei  eben  nur  die  Arbeiten   von  Dunlop  vor,    der 
zuerst    an    Brisbane's    Observatorium    und    später'  mit    eigenen 
Hiirsmitteln  in  Paramatta  sich  mit  diesem  Gegenstande  beschäf- 
tigt hatte.    Eine  besonders  iverthvolle  Reihe   von  ähnlichen  Be- 
9&nmnogen   führte   Da^^es,    den   Sir  John  Herschel    fllr  den 
besten  heutigen  Beobachter  auf  diesem  Gebiete  hält,    zuerst  mit 
«ehr  dürftigen  Hilfsmitteln  von  )834  bis  1844  an  seiner  Sternwarte 
zaOrmskirk,  dann  an  Bishop's  Observatorium  aus,  von  welchem 
letzteren  wir,  so  wie  von  seinem  anderen  Assistenten  Hind  eben- 
falls zahlreiche  Messungen  dieser  Art  besitzen.     Adroiral  W.  H. 
Smyth,  der  berühmte  Hydrograph  des  Mittelmeeres,  lieferte  an 
sdner  Sternwarte  in  Bedford  von  1830  bis  1843  Messungen  von 
68D  Vielfachen  und   begleitete  dieselben   wie  Bishop   mit  sehr 
interessanten   Erläuterungen,    die   uns  gleichsam  die  Geschichte 
jedes   diei^er    merkwürdigen    Gestirne    erzählen.      W.  S.   Jacob, 
spiter  Director  der  Sternwarte  in  Madras,  beobachtete  als  Captain 
der  Bombay  Engineers  244  Doppelsterne  in  Poona;  Isaac  Flet- 
eher,  dessen  Ausrüstung  in  einem  einzigen  Fernrohre  von  nur 
4'  Oeffnung  bestand,  lieferte  zu  Tarnbank  (Cumberland)  Messun- 
gen von  282,  John  Miller  in  ähnlicher  Weise  zu  Whitehaven 
Beobachtungen  von  einer  nur  wenig   geringeren  Anzahl   Doppel- 
«tefoe.    Beer  und  Mädler,  Dembowski  in  Cremano  bei  Nea- 
pel, der  mit  grosser  Beharrlichkeit  in  etwa  vier  Jahren  gegen 
200  dieser  Gestirne  roass,    AI  van    Clark  in  Boston,    der  uns 
zwar  nur  zwulf  neue  Doppelsterne,    aber  der  schwierigsten  Art, 
kennen  lehrte  und  so  viele  Volontäre  wären  hier  noch  zu  nennen, 
wie  denn  in  der  That  nur  W,  Struve  auf  diesem  Felde  die  Ehre 
4er  Berufsmänner  glänzend  rettete,  das  sonst  in  seinem  prakti- 
idien  Theile  allein  von  Privaten  bebaut  wäre.    Diese  haben  es 
fiUgens  anch   in   der  Theorie  nicht  an  sich  fehlen  lassen:    wir 
besitzen  vfin  Sir  John  Herschel  eine  sinnreiche  Methode  der 
Ssbnbestimmung  physischer  Doppelsterne.     Sir   James  South 
nigto  bei  61  Cygni,  dass  die  umliegenden  Sterne  an  der  Eigen- 
bewegung dieses  Sternes  nicht  Theil  nehmen,   somit  ferner  von 
OB«  stehen  als  dieser;    ebenso  wiesen  Sir  James  und  der  jün- 
gere Herschel  nach,  dass  der  kleine  Begleiter  von  a  Lyrae  nur 
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aptlBch  mit  diefl^m  vefband^n  sei  und  trugen  bo  wMeBtiid 
SU  dem  grossen  Schritte«  der  uns  auch  ausser  den  Greaxen  v- 
eeres  Sonnensystems  Entfernungen  besümmen  halt 

Von  Nebelflecken  und  Sternhaufen  waren  vor  Sir  William 
Herschel  etwa  anderthalbhundert  bekannt  Sir  William  f&hrte 
wunderbar  genug  während  derselben  Jahre»  in  denen  er  ans  die 
Doppel^terne  nach  Tausenden  zählen  lehrte,  uns  beiläufig  1800 
auch  solcher  Objecte  vor,  deren  Positionen  von  seinet  Schwester 
gerechnet  sind  und  denen  sein  Sohn  später  noch  etwa  500  bei- 
fägte.  Auf  der  südlichen  Hemisphäre  begrCndete  Dunlop  In 
Paramatta  nach  Brisbane's  Abgang  von  New -South -Wales  Bit 
sehr  geringen»  zum  Theil  von  ihm  selbst  verfertigten  Mitteln  £c- 
sen  Tbeil  der  Astrognosie  durch  Entdeckung  von  beiläufig  000 
solcher  Gestirne»  deren  nur  etwa  50  bereits  von  Lacallle  beob- 
achtet waren.  Sir  John  Herschels  Caprei^e  steigerte  £ete 
Zahl  auf  1708  und  verbreitete  über  eine  Menge  wichtiger,  firfibtr 
sehr  unvollständig  bekannter  Gegenstände  wie  die  Capwolkeo, 
den  Kohlensack,  den  grossen  Nebel  bei  17  Argus^,  den  Lauf  der 
Milchstrasse,  die  Sternhaufen  00  Centauri  und  %  Crucis  etc.  klar«« 
Licht  Den  beiden  Herschel  reihen  sich  neuester  Zeit  wflrdig 
an:  W.  H.  Smyth  mit  einer  ebenso  gediegenen  als  anzieheadeD 
Beschreibung  von  170 Nebeln  und  Haufen,  W.  Lassei I  bei  seisen 
Aufenthalte  auf  Malta  mit  Untersuchungen  des  Orionnebels  ai<l 
ähnlicher  Gegenstände.  Eine  neue  Epoche  aber  durch  Auf- 
Schliessung  hCchst  überraschender  Details,  die  in  Hinsicht  auf 
den  Bau  dieser  Himmelskörper  alles  Vorangehende  eben  nur  als 
Anfönge  erscheinen  lassen,  begrOndete  Lord  Rosse  mit  seinen 
riesigen  Instrumenten  in  Parsoostown.  Dass  unsere  heutigen 
Vorstellungen  von  den  Fixsternen,  diesen  eigentlichen  BCIrgera 
des  Weltalls,  einigermassen  hinanreichen  an  die  för  uns  nie  ganx 
zu  ergrundende  Herrlichkeit  der  Schöpfung,  verdanken  wir  in  erster 
Reihe  den  beiden  Herschel  und  Lord  Rosse;  denn  wenn  jene 
uns  von  ihren  Hiromelsaichungen  berichteten,  dass  sie  durch  das 
kaum  eine  halbe  Vollmondsbreite  messende  Feld  Ihres  Femrohrsa 
während  einer  Viertelstunde  116.000  Sonnen  ziehen  sahen,  ja  dass 
sie  mit  ihren  Teleskopen^)  auf  dem  ganzen  Himinel  zum  wea^- 
sten  gegen  sechs  Millionen  Sterne  ausnehmen  kdnnten,  so  zerfflHte 
hinwieder  Lord  Rosse  in  tausend  und  aber  tausend  Mittelpunkte 
von  Planetensystemen  Nebelflecke,  denen  gegeniiber  jene  Werk- 
zeuge der  beiden  Herschel  eben  so  unzureichend  sind  wie  das  fteic 
Auge  fiir  die  Milchstrasse.    Lord  Rosse  lehrte  uns  die  anflSaÜend 
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qfimne€H«4ien  Bitdaagen,  dte  wir  tnslier  an  diesen  KOrpeni  aii- 
«aliiBen»  als  TMuscbnngen  kennen,  die  von  nun  an  weniger  regel- 
missigeii ,  aber  darum  nor  am  so  staunenswertheren  Gestattungen 
weieben  mfisaen  und  sich  zi  diesen  Ferbalten  wie  die  gerundete 
Si^e  cur  verborgten  Geschiebte. 

Icli  konnte  Ihnen  noch  Proben  die  Hülle  und  Fülle  bringen 
von  dem  Antheile,  den  Liebhaber  der  Astronroniie  an  deren  För- 
dening  hatten,  könnte  daran  erinnern,  das«  die  gesaromte  heutige 
Nainr Forschung  auf  den  lichtvollen  Ideen  eines  Lord  Kanzlers  von 
England  beruht,  dass  von  den  52  wohlverdienten  Auszeichnungen, 
die  Ton  der  R.  Astroaomical  Society  seit  1823  bis  beute  verliehen 
wwden,  nicht  wepiger  als  19  auf  Private  fielen;  konnte  Ihnen  in's 
Gedicbtniss  rufen,  dass  zwei  der  wichtigsten  Entdeckungen,  die 
der  Aberration  des   Lichtes   und   der  Nntation   von  Bradley  mit 
&Hfsmitteln  gemacht  wurden,  die  Dilettanten:  Molyneux  in  Kew 
tfttdEarl  Macciesfield  in  iShirburn- Castle,  ihm  zu  Gebote  stell- 
ten; kSnnte  anführen,  dass  wir  die  merkivürdige  Erscheinung  der 
Sternschnuppen   näher   zu  erforschen,  durch  a^ttronoroische  Lieb- 
haber:  Benzenberg,   den   noniadisirenden   Akustiker  Chladni 
ete«  zuerst  veranlasst  wurden,  dass  ein  Dilettant,  George  Lynn 
ia  Sootfawick,  uns  schon  im  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts 
Idirte,  diese  flüchtigsten   aller  Himmelsphänomene   zur  Fixirung 
der  gegenseitigen  Lage  von   Punkten    der  Erdoberfläche   zu   be- 
niilzen;  konnte  erwähnen,  dass  Josuah    Cbildrey,   Pfarrer  zu 
Gpway,  uns  1661  der  Erste  mit  dem  Zodiakallichte  bekannt  machte 
etc.;  aber  ich  will  Ihre   Geduld  nicht   über  Gebühr  in  Anspruch 
neimen,  und  mich  begnügen,  Ihr  Augenmerk  nur  noch  auf  ein  Ge- 
biet zu  richten,  das  einerseits  zu  wichtig,  auf  dem  andererseits 
die  Leistungen   von   Volontären  der  Wissenschaft   zu  bedeutend 
sind,  als  dass  ich  es  hier  mit  Stillschweigen  übergeben  dürfte. 

Wir  sprachen  bislier  nur  von  eigentlichen  Forschungen  und 
fitssen  die  dazu  nothigen  Hilfsmittel:  Instrumente  und  Stemwar* 
tea  an  «icli  ausser  Acht,  und  doch  ist  die  Thätigkeit,  welche 
iolche  Hilfsmittel  schafft,  noch  wichtiger  als  ihre  unmittelbare 
Anwendung,  denn  sie  setzt  nicht  den  Einzelnen,  sondern  die 
Ibiscbheit  im  Grossen  und  Ganzen  in  den  Stand,  an  dem  |^ 
fliriosamen  Werke  der  Bildung  sich  zu  betheilen. 

Was  zuerst  die  Instramente  betrifft,  so  haben  wir  an  einem 
Nvahnaone  Jacob  Metius  In  Alkmaar  einen  der  nnabb&ngigen 
Briader  des  Fernrohres  zu  verehren,  der  steh  aus  Liebhaberei 
Bit  Construction  von  Spiegeln  und  Brenngläsern  beschäftigte,  und 
ao  dabin  gelangte,   unser  Auge  in, das  eines  Seraphs  zu  verwan- 
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ikln.    Es  war  ein  junger  Maon  ofaoe  Amt  and  Wflrdea»  Wilüani 
Gattcoigne  in  Middleton,  der  das  Teleskop  zuerst  als  Messwsrk- 
zeug  verwendete  y    der    in  dieser  Beziehung    zuerst  den  grossen 
Vorzug  des  Kep|er*schen  Oculares  vor  dem  Galilei'scben  erkasate, 
der    das    Mikrometer    erfand    und    schon    am    die    Mitte   des 
sechzehnten  Jahrhunderts  Resultate  damit  erzielte»  die  sich  selbst 
mit  heutigen  Bestimmungen  vergleichen  lassen.     Wir  danken  ei- 
nem Manne,  der  als  armer  Bauernknabe  am  Pfluge  seine  mathe- 
matischen Studien  begann»  später  in  der  Uhrmacherkunst  seinen 
Erwerb  suchte,  David  Rittenhouse  in  Philadelphia»  die  licht- 
volle» iq  ihrem  seitherigen  Nutzen  kaum  hoch  genug  zu  schätzende 
Idee»  durch  zwei  mit  den  Objectiven  einander  gegenüber  gestellte 
Ternr5hre  eine  fixe  optische  Linie  zu  bezeichnen»  so  wie  auch 
Rittenhouse    uns    (gleichzeitig    mit   Abbate  F.  Fontana)    die 
wichtigen  Vortheile  zeigte,  die  der  Spinnenfaden  vor  allen  kfinst- 
liehen  Erzeugnissen   voraus  hat,  wenn  es  gilt»  gewisse   Punkte 
des  Sehfeldes  festzuhalten.     Thomas  Godfrey»   ein  Glaser  io 
Philadelphia,  erdachte  unabhängig  von   J.  'Newton   den   Spiegel* 
Sextanten,  und  brachte  durch  Hadley  dieses  Instnim*ent  za  allge- 
meiner Anwendung,  das  fSr  die  nautische   Astronomie   eben  so 
wichtig  ist  wie  die    Bussole.     Die    eigentliche  Einführung  eioer 
der  nutzlichsten  Vorrichtungen,  des  Kreismikrometers,  verdaaken 
wir  Olber^    Die  Uhrmacher  Dent  und  Bloxam  ersannen  ciae 
buchst  einfache  .Vorrichtung   zu    der  wichtigen    Bestimmung  der 
Durchgangszeit  eines  Gestirnes  durch  einen  bestimmten  Vertical. 
Captain  Kater  brachte  das  durch  ihn  unabhängig  von  dem  frühe- 
ren Erfinder  Bohnenberger  erdachte  Reversionspendel  in  die  Praxii^ 
und   leistete  dadurch   den   Pendelbeobachtungen  wesentlich  Vor- 
schub.    Ein    Liebhaber    der  Wissenschaft,    der   erst  in  spitea 
Jahren  in   öffentliche  Stellungen  trat»  Abb^  Rochon»  lehrte  uns 
doppelt  brechende  Krystalle  zu  Mikrometern  benutzen.     Pearsoo, 
dem  wir  das  vollständigste  Werk  über  astronomische  Instromente 
verdanken»   erfand  ein  astronomisches  Ocular  von  veränderlicher 
Stärke,  das  für  gewisse  Fälle  von  grossem  Nutzen  ist     Dawe« 
gab  uns  eine  Vorrichtung»  mit  der  eine  tiefere  Einsicht  io  die 
Sonnenflecken,  wie  Airy  sagt,  im  geometrischen»  nicht  im  nie* 
taphorischen  Sinne  des  Wortes  gewonnen  wurde.    Von  F.  Billy 
erhielten  wir  eine  gründliche  Behandlung  des   Mercurialpendelf' 
Das  Spiegelteleskop  gelangte  in  den  Händen   der  beiden  Her- 
schel,   von    Oberamtroann    Schröter»   W.  Lassei  und  Lord 
Rosse  zu  einer  Mächtigkeit»  die  das  dioptrische  Fernrohr  bisher 
nicht  erreichen  konnte.    Lassei  und    Dawes  fanden  zuerst  die 
Mittel»  katoptrische  Instrumente  parallaktiscb   zu  montiren»  nn<I 
erhöhten    dadurch    sehr   die    Anwendbarkeit    dieser  Werkzeuge. 
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Sheepsfianks  brachte  eine   ittchtige  Verbesserung  an   den  Be- 
wegungsubren  der  Aequatoriale  an^  etc. 

Von  Privatsternwarten  haben  wir^  durch  besondere  von  solchen 
Anstalten  ausgegangene  Leistungen  veranlasst,  bereits  viele  ge- 
nannt; die  Bedeutung  derselben  aber  liegt  nicht  allein  in  hervoi'- 
ragenden,  der  Wissenschaft  erwiesenc^n  Diensten,  sondern  ist 
dflie  selbststSndige :  sie  bilden  an  sich  mehr  o<ler  weniger  dauernde 
StStton  der  unmittelbaren  Förderung  unseres  Faches,  die  durch 
fortlaufende  Beobachtungen  der  verschiedensten  Art  öberall  in  die 
astronomischen  Bestrebungen  ihrer  Zeit  eintreten,  und  bieten  über- 
dies Talenten,  die  auf  diesem  Wege  ollt  ganz  der  Astronomie 
erhalten  werden,  Gelegenheit  sich  zu  entfalten,  gehen  endlich 
fcSufig  zu  bleibendeiii  Gewinne  der  Wissenschaft  in  Landesinsti- 
tdte  über.  Erlauben  Sie  mir  den  Belegen  hiefOr,  die  sich  aus 
dem  eben  Gesprochenen  von  selbst  ergeben,  noch  einige  That- 
«adien  anzureihen,  die  bisher  keine  Erwähnung  fanden. 

Die  AusrSstnng  der  Lilien  thaler  Sternwarte  kam  durch 
Kaaf  von  Seite  der  englischen  Regierung  an  das  k.  Observatorium 
10  GOtttiigen. 

In  gleicher  Weise  bildeten  die  Instrumente  des  Grafen  von 
Hahn  zu  Remplin  die  erste  Ausstattung  der  KHnigsberger  Stern- 
warte, 

Graf  Moritz  von  Brühl,  chursächsischer  Gesandter  am  eng- 
lischen Hofe,  hatte  zu  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  zwei  treff- 
lieh ausgerüstete  und  mannigfaltig  thätige  Sternwarten,  die  eipe 
zu  London,  die  andere  zu  Harfield.  Bibliothek  sowohl  als  Instru- 
mente legten  später  durch  Schenkung  an  die  Universität  Leipzig 
dea  Grund  zum  dortigen  Observatorium. 

Die  Bilker  Sternwarte  wurde  1846  von  ihrem  Erbauer  Ben- 
zeaberg  der  Stadt  Dösseidorf  vermacht,  welche  sie  fortan  un- 
terhielt. Brüunow  und  Luther  leisteten  an  dieser  Anstalt  dec 
Wisseoscbaft  %vichtige  Dienste. 

Karl  Nagy  sammelte  in  einem  von  ihm  zu  Bicske  bei  Pcsth 
enicbteten  Gebäude  einen  prächtigen  Instromentenpark,  der  nun, 
dareh  Schenkung  in  öffentlichen  Besitz  übergegangen,  grossen 
Nilzen  zu  stiften  nicht  verfehlen  wird: 

Die  Observatorien  des  Herrn  Prälaten  von  (Jnkrechtsberg 
zu  Oimfitz  und  von  Baron  Paris h  zu  Senftenberg  wetteiferten 
ene  geraume  Zeit  hindurch  mit  öffentlichen  Instituten  in  astro- 
nlschen  Arbeiten ;  an  jener  konnte  Julius  Schmidt,  jetzt  k.  Astro- 
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Dom  zn  Athen^  an  dieser  Tb.  Broraea  steh  dem  Fauche  wufnea 
Die  Aasruatungen  beider  Anstalten  kamen  bei  deren  Auflusmig 
grSsstentheils  ständigen  Sternwarten  zu. 

Die  Sternwarten  des  Karomerberrn  v.  Reedtz  za  Palagwd, 
de«  Prof.  Habicht^  zuerst  zu  Bernburg»  dann  «u  Gotha,  Kis- 
ten zu  wiederbol^en  Malen  werthyolle  Beobachtungen, 

Colonel  Mark  Beaufoy's  Instrumente  gingen  durch  Legat 
an  die  k.  astronomische  Gesellschaft  in  London  ober  und  fitodeo 
dort  treflTliche  Verwendung.  Dieselbe  Gesellschaft  überkam  dorcb 
Legat  eine  grosse  Anzahl  von  kostbaren  Instrumenten^  die  Sheeps« 
h^pks  mit  seltenem  Kennerblicke  gesammelt  hatte. 

Die  scbunie  Ausrüstung  von  Smyth's  Slerawarte  in  Bedibrd 
uit  jetzt  im  Besitne  eines  anderen  ausgezeichaeteu  Freundes  der 
Astronomie»  Doctor  Lee  in  Hartwell»  wo  Epps»  Pogsao  v.  a. 
regelmässig  Beobachtungen  aiv&tellten. 

Aus  Lord  Brisbane* s  Sternwarte  in  Paramatta  entstand  das 
erste  Staats« Observatorium  auf  neubolländischem  Boden. 

Rear-Admiral  Shireff  in  Gibraltar,  dessgleicben  John  [>rew 
in  Southamptop,  Rev.  U.  ti.  Jones  in  Manchester  errichteten 
anf  ihre  Kosten  in  den  genannten  Häfen  Sternwarten  zur  Reg«« 
llrung  der  Schiffschronometer,  und  wirkten  so  buchst  wohlthätig 
f&r  die  Nautik. 

Anne  Jean  Duc-la-Chapelle  gründete  zu  Montai^ban 
im  Jahre  1792  mitten  unter  den  Schrecken  der  Revolution  ewe 
Sternwarte»  der  wir  eine  Reihe  schöner  Bestimmungen  verdanken, 
v»A  an  welcher  Pierre  Bernier,  der  Schiffsastronom.  bei  Bau- 
din*s  Weltumseglung ,  sich  ausbildete. 

Darquier  de  Pellepoix  beobachtete  nahe  um  dieselbe  Zeit 
durch  mehrere  Decennien  an  einem  von  ihm  in  Toulouse  erbau- 
ten Observatorium»  aus  dem  später  die  jetzt  dort  bestehende 
Regierungsanstalt  hervorging. 

Oe  la  Nux»  das  gelehrte  Mitglied  des  Conseil .  sup^em  suf 
lale  de  Bourhon»  de  Garipuy  in  Toulouse»  J.  P.  Loya  <1^ 
Cb^seaux  auf  seinem  Gute  gleichen  Namens»  entwickelten  Jahr 
zehnde   lang  eine  sehr  erspriesslicbe  Tbätigkeit  aJs  Beobachter. 

In  den  vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  rief  der  Wanseh, 
auch  in  astronomischer  Beziehung  unabhängig  von  Europa  zu  wer 
den»  von  1836  bis  18SM»  also  in  achtzehn  Jahren,  nicht  weniglv 
a|a  vierondzwanzig  grusstentheils    sehr  bedeutende  Sternwarten 
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io'fl  Leben,  imter  A&men  wieder  nicht  weniger  als  ateben  v^n  Pri^ 
r«(en  (John  Jackson  in  Sbaron  bei  Oarby^  Lewis  Gibbe^  in 
Charlestoo,  van  Arsdale  in  Newarlc,  W.  Tan  Duzee  in  Bafii^e« 
Cimpbell  and  L.  M.  Rutherford  in  New*Yorfc,  Friend  in 
PhtlaMphia)  ge^Qndet  wufden.  Wfire  mir  hier  gestaltet,  das 
MicenaCenthofli ,  welches  eben  nur  materiellen  Vorsehnb  leislet, 
oboe  sieh  an  der  Arbeit  selbst  zu  betheilen»  in  den  Kreis  roeinnff 
Bemerkungen  an  ziehen,  so  mOsste  ich  neun  weiterer  nordameti« 
baiseher  Observatorien  erw&hnen,  die  ihr  Entstehen  ans  soiebef 
Qaelle  herleiten» 

Die  Wärme  aber,  mit  der  gerade  ich  mich  des  aatrono9ii* 
sehen  Liebhaberthumes  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  an- 
oehrae,  mugen  Sie  mir  zngute  halten;  denn  die  erste  Sternwarte 
hl  Wien  wurde  zu  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  von  einem 
Privatmannes  dem  vielseitig  gelehrten  udinesischen  Patricier  J,  J, 
Marinopi  gegrSndet  Sie  diente  dem  Observatoriiun  zum  Muster 
qn4  zur  HUfe^  das  bald  darauf  in  den  Räumen^  wo  wir  jetzt  den 
grossen  Th^il  unserer  Collegien  halten,  errichtet  wurde,  und  ihre 
reidie  Ausrüstung  ging  nach  dei|i  Tode  des  Besitzers  als  Schei>- 
koDg  der  um  das  Jahr  1753  erbauten  Staatsanstalt  zu.  / 

E)ocb  ieb  will  zum  SeMnaae  eilen. 

So  weit  entfernt  das,  was  ich  eben  sprach,  von  allem  An- 
«pmche  auf  Vollständigkeit  ist,  so  niag  es  doch  hier  immerhin 
genügen,  und  Sie  erlauben  mir  nur  noch  einige  Betrachtungen 
darao  <■  knüpfen. 

Wir  verfnbcen  bisher  ganz  9)»  getreue  Baconianer  indoctiv, 
uHlei»  wir  ans  der  ^Erfahrung  nacliwiese.n,  welche  aus$er^dentlj- 
ebM  ßienate  das  Liebbsberthum  iwiserer  Wissenschaft,  erwiescm 
hat  aad  eben  4aran  waren  dep  Schhiss  zu  ziehen,  dass  man  fo^t 
wd  (nt  von  4peser  Seite  wichtige  Forderungen  4er  Astr^^mie 
enimten  darf.  M^p  lAngt  nachgerade  an,  uns  Naturfprscbero^ 
waschen  diese  jjiductio.n  betrifft,  eine  gewisse  Einseitigkeit  y<Mr* 
zavrsrfen  -*-  v^^teiqht  nicht  mit  Unre^t;  denn  es^  liegt  in  4fir 
«d^ehUeben  INafoir,  dem  Pendel  gleich  keine  Buhe  ip  der  rieb** 
%pa  Mtfte  zu  findeUi  und  dann  erst  sich  /zu  h^iuneo  pud  m» 
(faikebr  zu  denken,  wenn  man  in  xlieaer  oder  jener  Ricbtung  ^u 
^  gsgangen.  Pen  Philosophen  m  £»e/#lli9n  also  wollen  wir 
jeW  annh  neteb  in  allnr  Kürze  4en  de4«ctivwn  W^  beti^aten  nnd 
Qia.«a^  den  inn^ien  Gfüfiden  fra,gee,  die  dem  l^iebhaberthnme 
is  fBesew  Pecbe  noiches  Gf^/^ühim  un4  so)cbe  Bedeutiing  ver- 
•dwften. 

1dl  sage:  in  diesem  Fache,    denn   ich  bin  der  hoffentlich 

18» 
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Hiebt  irrigen  Meinung,  dass  keine  andere  Naturwissenschaft  sidi 
solcher  ergiebigen  Unterstfitzung  von  Seite  der  Laien  erfreut.  Ffireh- 
ten  Sie  nicht»  dass  ich  damit  zu  einer  Schilderang  der  oft  be* 
sprochenen  Erhabenheit  des  Gegenstandes  aushole,  mit^  weldiem 
die  Himraelskunde  sich  befasst;  denn  diejenigen,  die  in  astroiio* 
mischen  Beschäftigungen  nur  das  Vergnügen  suchen  sich  aa  der 
Schönheit  einer  sternhellen  Macht  zu  weiden,  sind  nicht  die  H&o* 
n^r,  denen  die  Wissenschaft  ein  dankbares  Andeukeo  weiht;  nur 
die  mühevolle  Vertiefung  in  Einzelnheiten  nützt,  bringt  Rubin  mil 
Ehre,  im  Detail  aber  ist  die  Natur  nach  jeder  Richtung  bewun- 
derungswürdig und  fesselt  überall  den  sie  Verstehenden.  Ortds 
schone  Worte: 

Os  faomini  sublime  dedit,  coelumque  tueri 
Jussit,  et  erectos  ad  sidera  tollere  vultus 

haben  ihren  bildlichen  Sinn  nahezu  verloren,  seit  das  Mikroskop 
uns  die  Wunder  der  Schöpfung  so  gut  erschliesst   wie  das  Fem* 
robr.    Ich  finde  vielmehr  die  Ursache  der  Erfolge  des  Liebfaabe^ 
thumes    der  Astronomie   zunächst   in    der    Zugänglichkeit   diesfr 
Wissenschaft.     Welche  andere  Doctrin  kann  sich   einer  gleichen 
Anzahl  trefflicher  populärer  Schriften  rühmen?    von  Fonteaelle, 
Lambert   und    Laplace    bis   auf  unsere   Tage    bilden    diesefbeo 
»achgerade  eine  setbstständige  Literatur,  und  es  würde  schwer 
halten,  irgend,  einen   bekannteren   Namen  unter  den  Astronom^ 
des  eben  abgelaufenen  Jahrhunderts  anzuführen,  der  sich  in  die* 
ser   Richtung  nicht  auch  versucht  hat.      Glauben    Sie  ja  nicht, 
dass  diese  Häufigkeit  solcher  nichts  weniger  als  leichten ,  gemein- 
fasslichen  Darstellungen  von  einer  besonderen  Liebenswürdigkeit 
der  Astronomen  rührt;  die  Männer  des  Berufes  sind  überall  ge* 
neigt,  der  innungsstolzen  und  bequemen  Maxime:  „arcere  vulgos" 
zu   huldigen   und    dieselbe   so   zu    deuten,   dass   im-  Allgemeinee 
eben  nur  wer  zur  Gilde  gehört,  zu  den  ihrigen  zählt.    Eis  ist  hier 
die  Wesenheit  des  Faches,  welche  den  Gelehrten  gestattet  ood 
eben  desshalb  sie  zwingt,  aus  ihrer  Studirstube  herauszutreten 
und  den  Kern  der  Wahrheiten,  die  sie  oder  Andere    gefiindeo» 
möglichst  entkleidet  vom  Nimbus    der  Kunstsprache,  dem  Laien 
mitzutheilen ;  ihren  Absperrun^sgelüslen  fröbnen  hiesse  sich  eines 
der  schönsten  Vorrechte  ihrer  Wissenschaft  begeben,  das  dieselbe 
zu  einem  Hebel  höherer  Bildung  macht,  das  ihrer  Filrderung  Hun- 
derte von  helfenden  Händen  gewinnt.     Solchen  jedem  Gebildeten 
verständlichen  Behandlungen  fögen  sich  nämlich   bloss  jene  Wb* 
senschaften,  die  sich  eines  obersten   Grundsatzes  erfreuen,  mid 
daher  in  ihrem  eigentlichen  Gerippe  eben  nur  eine  ununterbrochene 
Kette  von  Schlüssen  bilden.    Die  Astronomie  rühmt  sich  dieser 
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Bescbaffenbeit  seit  Jahrhunderten;  dadurch   bat  sie  irf  jener  Be- 
aebuog  eo  grossen  Vorsprung  Tor  den  anderea  Natur irissensobaf- 
teii  gewonnen ,  die  neuester  Zeit  in  demselben  Maasse  ähnliches 
fitrebcD  nach  gemein fasslichen  Darstellungen  zu  äussern  beginnen, 
it  welchem  sie  der  Periode  des  Mystischen  oder  der  blossen  An- 
biofang  von  Thatsachen  sich  entwinden.     Derselben  Richtung  des 
Populartsirens  begegnen  wir  in  anderer  Weise  auf  streng  wissen- 
tdtaftlicbera   Gebiete:    der    Astronom   hat    so  viele   mechanische 
Operationen   im  Rechnen  wie  im  Beobachten  auszuführen,  bevor 
er  zu  Resoltaten  gelangt,  dass  er  von  jeher  darauf  bedacht  war, 
dorcb   Kunstgriffe   aller  Art  jene  Vorarbeiten  abzukürzen;  er  hat 
überdies  für  Praktiker   im    eigentlichen  Sinne    des   Wortes:   für 
den  Kautiker,    den  Feldmesser,   den  Geographen  zu  sorgen,,  die 
sich  nicht   damit  begnögen,   wenn  man   ihrer    Wirksamkeit  Gber- 
Ikanpt  Deue  Wege  zeigt;  dieselben    müssen  so  bequem  als  mug« 
Heb  sein,  sollen  sie  Oberhaupt  beschritten  werdend    So  kommt  es, 
data  an  sich  sehr  verwickelte   Arbeiten   in  einer  Weise  verein- 
£icU  werden,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt,  dass  Instrumente 
son  Gebrauche  einladende  Formen  annehmen,  auch  den  weniger 
Benittelten  erreichbar  werden.    Unsere  Methoden,  unsere  Epbe- 
metiden  und  Tafeln  fiihren  die  meisten  Aufgaben  auf  elementare 
aiidbraetische  Verfahren  zurück.    Eine  heitere  Stunde  gibt  heute 
die  geographische  Lage   eines  Ortes  mit  grösserer  Präcision  als 
friber  Monate    lang    fortgesetzte  Beobachtungen.     An  die  Stelle 
der  uobehilf liehen   astronomischen    Werkzeuge,    die    z.  B.    noch 
Karstens  Niebuhr  auf  Kameelen  fortschaffen  musste,  sind  kleine, 
den    Reisenden    kaum     beirrende    Instrumente    getreten,     ohne 
der  Genauigkeit  irgend  Eintrag  zu  thun,  ja  mit  bedeutendem  Ge- 
wiproe  fär  dieselbe.    Die  Errichtung  einer  Sternwarte  fordert  nicht 
mehr  wie  ehemals  nothwendigerweise  einen  dem   Einzelnen  nur 
selten  möglichen  Aufwand,  die  Anstalt  ist  also  auch  nicht  mehr 
an  die  Scholle  gebunden,  wo  sie  eben  entstand:   als  Lassei I 
von  Stirfield    bei   Liverpool   durch    den  Kohlendampf  vertrieben 
worde,  ff  änderte  er  mit  seinem  Observatorium  zwei  Meilen  weiter 
Bach  Broadstones;  Dawes  wohnte  zuerst  in  Ormskirk,  dann  zu 
Crasbrook,  später  zu  Wateringbury,  endlich  zu  Haddenham,  aber 
überall   bin  begleitete  ihn   seine  Sternwarte;  ja  man  kann  heute 
«ogir  an    portative   Observatorien    denken,    wie    denn  Thomas 
Dell  ein  solches  von  sehr  zweckmässiger  Einrichtung  ersonnen 
bat   E^n  gutes  Fernrohr  und  eine  verlässige  Uhr  in  freier  ruhiger 
Life  können  richtig  gebraucht  oft  zu  den  schönsten  Ergebnissen 
Itibroi.     Kein  Fach   ferner  gewährt    vielleicht  so    sehr   wie  das 
nnsr^  die  Befriedigung,  die  im  Fordern,  im  Erzielen   von  Erfol- 
gen liegt;  kein  Fach  bietet  so  oft  wie  dieses  die  Erfrischung  der 
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uiibefltrritbareo  Bestdtigaiig  unBefer  AnBi^hted;  kein  Fach  IfaBt 
ivie  da0  iinsrlge  die  Natar  fast  immer  selbet  und  im  CrrosaoB  ex- 
peHnkentireiiy  erspart  uns   beinahe  gan2  die  störenden  Mfihaelig- 
keiten,  iveiche  eigentliche  Versuche  unausweichlich  begleiten;  die 
Astronomie  fordert  von  ihren  Jfingern  nicht»  dass  sie  ein  oM  an- 
geborn^^  Graun  vor  Leichen  überwinden,  dass  sie  abentenerBcbej 
Reisen  untei'nehmen,  dstss  sie  leben^eföhrliche  ExperimoDte  an* 
sIeUen«     Vor  Allem  aber  hat  die  Astronomie  einth  Vortheil  ge- 
genäber  den  übrigen  Naturwissenschaften,  der  hier  von  grosser 
Bedeutung   ist:  die  viillige  Freiheit  Von  der  Caiamität  d*r  Ter- 
tniholegien  und  Classificationeti.     Während  andere  Natvrforscher 
unter  der  Wucht  dieses,  ich  mOchte  sagen,  administrativen  Theils 
ihrer  Thätigkeit  beinahe  erliegen  und  eben  desshalb  hänfig  hi  der- 
seihen  aufgehen,  ist  dem  Astronomen  diese  deprimirende  Aafglihe 
gaue  und  gar  abgenommen.    Der  Begriffe:  Classe,  Ordnung»  Fa- 
milie» Gattung,   Art  und   wie   dife  unsähligeh    Abtheilungee  alle 
heissen,  deren  andere  Fächer  tut  die  Instandhaltung  Ihres  wissea- 
schafUichen  Haushaltes  bedürfen,  kann  der  Astronom  sich  vSttig 
entschlageiK     Die  Sorglosigkeit  des  Astronomen  in  Feststelhmg 
genertscher  Unterschiede,  ja  der  Knnstausdrücke  überhaupt  die 
ergötzliche  Verwirrung,  welehe  in  dieser  Beziehung  in  uasercr 
Wissenschaft  mitunter  herrscht,    aeigen,   wie  wenig  dem  Aälfs- 
men  an  diesen   Dingen   liegt     Wenn   heute   Jemand   behaopieo 
wollte,  die  Sternschnuppen  des  August  und  November  seien  Ko- 
meten, oder  Kometen  seien  Meteor^,  so  werden  wir  uns  Icaam 
die  Mähe  geben,  die  Gründe  filr  uhd  wider  erst  s^r  genau  ab- 
Bttvl^ägenw    Delambre  nennt  irgendwo  die  Kometen  Planeten  einer 
besonderen  Art^    er   hätte   eben   so   gut  die  Planeten   eine  be- 
Blindere  Gattung  von  Kometen  nennea  können,  ohne  wdter  Wi- 
derspruch an  finden.    Wir  kennen  selbstleuchtende  Planeten  und 
faah<0n  alle  Ursache,  die  Existehz  dunkler,  stiHstehender .Cendnl- 
kbrper  axizunehmen.    Für  den  Astronomen  hat  nicht  die  Gattung 
sondern  nur  das  Individuihm  Bedeutung*    Dieses  aber  kenntdcb* 
nel  er  durch  den  Ort,  an  welchietti  er  es  zu  einer  hestimnteB  2eit 
(araf.    Er  hat  ein  grossl^s  Fachwerk  angelegt »  das  ihn  das  gaau 
linerroessliehe    Himmelsgewölbe    repräsentirt,    hi  welchem  jtdei 
heohaohtete  Object  seinen  bestonderen  Platz  erhält ,  den  es  zwar 
im  L^ufe   der  Jahre  ändert,  aber  nach  bestimmten,  uns  genau 
bekannten  Gesetzen,  so  dass  nie  Unordnung  entsteht.    Der  Aitro^ 
nom  bedarf  also  auth  der  Myriaden  vrni  Namen  nicht,  die  andere 
Wissenschaften    zu    ihren  Plagen    zählen.     Wenn  wir   eis  Paar 
Dutzend  Gestirne  mit  besonderen  Titeln .  beehren,  so  ist  das  ebei 
e4n  HeHcommen,  das  Mir  schnell  verfassen  werden,  wenn  es  nat 
«etwa  durch  die  Zahl   dieser    Uimmelskiirper   unbequ4em   werden 


r.  nur  Ott:    PrivatleitiuHffen  auf  astronomischem  GtÜitte.    271 

V 

Mite,  wie  wir  Iftngst  nahezu  alle  Betiennuhgeti,  tvelche  die  Alten 
dea  Sternen  gegeben,  der  Geschichte  Oberantvrorteten ,  seitdem 
es  eben  galt,  Tausende  und  aber  Tansende    von  Gestirnen   zu 
tanfen.    Dieser  wie  mir  scheint  wichtige  Unterschied  der  Astro- 
Bomla  von  anderen  naturhisterischen  Fächern  begründet  nicht  etwa 
einen  geringeren  Omfang  der  Aufstabe,  welche  ihr  ?orliegt,  denn 
gerade  dadurch,  dass  sie  die  Individuen   kennen  zu  lernen  hat, 
«ird  ihr  Gebiet  ganz  eigentlich  unObersehbar,  und   wir  können 
Alt  Sicherheit  einer  nicht  eben  fernen  Zukunft  entgegensehen,  wo 
eise  Zahl  von  Himmelsobjecten  in  den  Bereich  der  Untersuchung 
{otogen  sein  wird,  welche  weit  über  die  der  bekannten  Arten  von 
Tbicren,  Pflanzen  n.  s.  w.,  so    riesig   diese  letztlich  auch  ange« 
wachsen   ist,  hinausgehen  wird;  aber   dieses   Kennenlernen   der 
lodiTiduen  ist  ein  den  Geist  anregendes,  unmittelbares  Besch&f« 
ü^  mit  der  Natur;   yAt  Astronomen  sammeln   so  zu  sagen  nur 
DQd  kammern  ans  um  das  ermfldende   Nonienkliren  nicht.     Die 
Freade,  die  der  Botaniker,  der  Zoologe  etc.  hat,  wenn  er  endlich 
laob  langwierigen  Bestimmungen  den  Namen  seines  Objectes  er- 
DÜirt,  geht  bei .  uns  ganz  ober  in  die  Freude  zu  wissen,  wo  das 
Object  am  Himmel  aufzusuchen  ist.    Jenes  Bestimmen  aber  setzt 
inaer  ein   Eingehen  in  die  Natur  4ter  Dinge  voraus,  das  dein 
Henscben   nur   in  sehr   geringem  Maasse   gestattet,   dessen   der 
Astronom  im  Allgemeinen  gans^  enthoben  ist.    Diese  Frage  nach 
den  letzten  Gründen  durchzieht  überhaupt  das  ganze  Gewebe  an- 
derer Naturwissenschaften  und  erlaubt  dort  nicht  wie  in  der  Astro» 
nomit  einzelne  Theile  des  Faches  völlig  abgesondert  von  andern 
lu  behandeln.     Desshalb  stehen  denn  auch  jene  trockenen,  kei- 
netwegs  anziehenden  Einleitungen  in  das  Studium  anderer  Zweige 
der  Raturforscbung  überdies  auf  schwankendem  Boden ,  während 
&  analoge  Beschäftigung  des  Astronomen  auf  onverbrüchlichen,  flir 
iamer  feststehenden  Normen  fusst,  und  so  helsst  es  im  Gegen- 
Mtie  zu  sonstigen  Aussprüchen  hier:  „die  Gattung  vergeht,  das 
hrffriduam  besteht'*  —  eine  Seite  unseres   Faches,    die'%vieder 
nicht  wenig  dazu  beitragen  muss,  ihm  Liebhaber  zuzuführen ;  denn 
nirgends  sonst  ist  die  Palme  der  Unsterblichkeit  so  sicher  und 
ilH  verhftitnissmässfg  so  leichter  Mühe  zu  gewinnen.    Das  dank- 
^  Feld  der  Entdeckungen  ist  das  eigentliche  Gebiet  des  Dl- 
Mtaotisroas.     Der  Astronom  von  Profession  soll   nur,    wenn  er 
iHitoadere  Gründe    dazu   hat,   sich  aufs  Entdecken    im   engsten 
Sooe  des  Wortes  legen,  denn  es  sind  ihm  Helfer  und  Mittel  zur 
Verffigong  gesteht,  die  ihm  schwierigere  Aufgaben  zuweisen.    Der 
IKWltant  kann  nach  Lust  und  Liebe  den  Gegenstand  seines  Stre- 
^Mii  wählen;   welches  Ziel  er  immer  mit  Ausdauer  verfolgt,  wir 
Verden  die  Früchte  seiner  Mühen  willkommen  heissen.    Eine  an 
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sich  sehr  vvuuschenswerthe  Ueberwachoog  des  ganzen  HimmeU 
z.  B.  nach  allem,  was   Neues  und  Unerwartetes  sich  zeigt,  wie 
sie  vordem   Hevel  und   in   unseren   Tagen    Biela  durchgeföbrt, 
ist  die  Sache  des  Liebhabers,  der  allein  dazu  die  nutbige  Masse 
haty  während  der  Fachgelehrte  seine  Zeit  nicht  aufs  Gerathewohl 
verwenden  darf,  sondern  völlig  bestimmte  Zwecke  sich  vorstecken 
muss.     Das  Corps  der  Dilettanten    hat  wie  alle   Freicorps  mehr 
Schwung  als   die  Männer    des   Berufes.     Dieser  bringt  einen  ge- 
wissen  Schematismus  mit  sich   im   Verbalten  der  Gelehrten,  wie 
im  Reglement  des  Militärs,  einen  Schematismus,  der  nothwendig 
und  die  Grundlage  des  ganzen  Wesens  ist,  von   dessen  Scbatleo- 
Seiten  freier   zu  sein    der    Volontär    aber   immerhin    sich   rühmen 
kann.     In  dieser  Ungebundenheit  liegt  indessen  auch  die  Gefahr 
der  Zügellosigkeit,  die    dort,  wo  sie  ungehindert  wuchert,  den 
Dilettanten  zur  Qual  der  Astronomen    macht.     Das  Heer  derer, 
die  da,  wie  Sir  John   Her  seh  ei  sich  einmal  sehr  treffend  aus* 
drückte,  jede   Wissenschaft,  welche  sie  nicht  kennen,   für  eine 
neue,  eben  entstehende  halten   und  sich  z.  B.  sofort  anschicken 
den  Grundbau  der  Astronomie   durch   von   ihnen  erdachte  Welt- 
systeme   zu    legen,    die    da  glauben,  astronomische  Wahrheiten 
Hessen  sich   eben  auch  ohne,  alle  Vorkenntnisse  erratben»  dat$ 
Heer  dieser  Freiwilligen  hat  es  zu  verantworten,  wenn   manche 
Leute  vom  Handwerk  die  Berührung  mit  Dilettanten  scheuen.    Wo 
aber  viel  Korn   geerntet  wird,  muss  es  auch  viel  Spreu  geben, 
und  in  det*  That  verleitet  die  Astronomie,  obschon  gerade  sie  die 
erste  unter  ihren   Schwestern  den  richtigen  Weg  der  Forschung 
betrat,  mehr  als  irgend  eine  andere  Wissenschaß  die  Geister  in 
eitlen  Träumen,  zu  aristotelischen   Anticipationen,  —  ein   Weg» 
den  heute  zu  betreten  geistig  noch  eben  so  bedenklich  ist,  als  es 
einst  auch   leiblich  gefährlich  war  davon  abzuweichen.    Die  Be- 
strebungen  der  Dilettanten  sind  der  grossen  Mehrzahl  nach  rie- 
selnden Gewässern   zu  vergleichen,   die  nicht  beachtet  und  sich 
selbst  überlassen   im  Sande  verrinnen,  ja   Schaden  bringen  ond 
das  Land  versumpfen,  gesammelt  und   geregelt  den  berechtigten 
Strumen  an  Mutzen  um  nichts  nachstehen.     Daraus  ergibt  sich 
von  selbst  die  Richtschnur  des  gegenseitigen  Verhaltens  zwjschen 
Profession  und  Liebhaberthuro,  das  unter  günstigen  V^erbältnissen 
wie  in  England  ganz  eigentlich  zur  Pflanzschule  für  jene  werden 
kann.     Wofern    dem    Dilettanten   Ernst   und  Beharrlichkeit  nicht 
fehlen,  soll  und  darf  ihm  die  Hilfe  des  Mannes  vom  Berufe  nicht 
entgehen.     Erfüllt   er  diese  Forderung,  so  kann  er  auch  des  Er- 
folges gewiss  sein,  denn  die  Schachte,  die  es  hier  zu  bearbeiten 
gilt,    sind  unerschöpflich,    und   der   aufmerksame   Forscher  kann 
immer  auf  das,    was  wir   Glück    nennen,   zählen;    hätte  Kepler 
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fijch  nicht  zuHillig  an  Mars  gehalten,  dessen  Ungleichheiten  auch 
den  damaligen  Beobachtangsmitteln  schon  zugänglich  waren^  hStte 
William  Herschel   Cranus   eilf  Tage  früher  erblickt,   wo-  dieses 
(lestiro   stationär  und   folglich  kaum  als  Planet  zu  erkennen  war, 
hätten  Le  Verrier's  Arbeiten  ihr  Ziel  nicht  gerade  uro   das  Jahr 
1846«  wo  die  yon  ihm  sup'ponirte  Bahn  Neptuns  mit  der  wirkli* 
chen  zusammentraf,  erreicht,  so  wGrden  die  glänzenden  Entdeckun- 
gen, ftelche  sich  an    diese  Namen  knüpfen,    wahrscheinlich  auf 
lange  Zeit  verschoben  worden  sein;    ßradley  und  W.  Herschel 
bemühten  sich  umsonst   die  Parallaxe    der  Fixsterne   zu  finden, 
allein  die  grossen  Arbeiten,  welche  sie  zu  diesem  Zwecke  unter- 
nommen,  wurden  gekrßnt  durch   die  unerwarteten  Entdeckungen 
der  Aberration    des   Lichtes  und    planetarischer  Sonnen.     Wem 
aber  ein  astronomischer  Fund  von  auch  nur  einiger  Erheblichkeit 
gelang,  der  mag  sich  der  sorglichsten  Theilnahme  versichert  hal- 
ten und  darf  das  Unbeachtetbleiben  nicht  furchten,  das  ihm  viel* 
leicht  in  anderen   Wissenschaften  droht;  denn  nirgend  sonst  ist 
die  Gemeinsamkeit  aller  Leute  vom  Fache  an  Arbeiten  jeder  Art 
M>  eingebürgert.    Die  Gefahr  Im  Verzuge  auf  der  einen,  die  Mög- 
lichkeit,  dasselbe   Object  von  tausend   Orten  zugleich  zu  unter- 
iQcben,  auf  der  anderen    Seite,  setzen  in  der  Astronomie  immer 
eloe  Hemisphäre  auf  die  Fährte  alles  Neuen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Darlegungen  sei  mir  gestattet  den  Wunsch 
auszusprechen,  dass^  wenn  dermaleinst  mein  heutiges  Thema  wie- 
der aufgenommen  werden  sollte,  man  nicht  wie  jetzt  nur  englische 
Namen  in  fiberwiegender  Zahl  zu  nennen,  dass  man  insbesondere 
aof  österreichischem  Boden  statt  der  schonen,  vor  kurzem  leider 
flämmtlicb  eingegangenen  Privatsternwarten  zu  Olmütz,  Senften- 
berg  and  Bicske  reichen  Ersatz  anzuführen  habe.  Wenden  Sie 
nickt  ein,  dass  die  Zeit  zu  ernst  für  solchen  Mahnruf  sei.  Die 
Wissenschaft  ist  eine  Zufluchtsstätte,  in  der  die  Geister  sich  err 
Meo,  erstarken  können  zum  Kampfe  des  Lebens;  gerade  die 
Storni-  und  Drangperioden  weisen  oft  die  wichtigsten  Errungen- 
schaften menschlicher  Erkenntniss  auf. 
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XUff. 

Neuer  Vorschlag  zur  Aufsuchung  des  Luflfviderstands- 

gesctzes« 

Voo 

Herrn  Brenner^ 

LehramU  -  Gsadidaton  tat  höhere  Mathematik  imd  Meohaaik  sa  Ta  ti- 
li ttgen  im  Könlj^reieh  Wärtemberg. 


Es  ist  befremdend,  dass,  in  Betracht  der  gleich Hirmigen  Ver- 
theilttng  der  atmosphärischen  Luft  in  einer  so  kleinen  Regton 
irad  in  der  kürten  Zeit»  wie  sie  unsere  geworfenen  Projektile  io 
Anspruch  nehmen,  bis  jetzt  noch  nicht  das  wahre  Lufbftder- 
standsgesets  hat  entdeckt  werden  können.  Bei  der  Wichtigkeit 
der  Sache  hat  es  an  vielfiütigen  Versuchen  zur  Auffindung  dieses 
Gesetzes  allerdings  nicht  gefehlt;  allein  alle  Bemühungen  wareo 
bis  jetzt  fruchtlos. 

Diese  Versuche  aber  thcilen  sich  von  selbst  in  zwei  Gattun- 
gen, nämlich  in  rein  analytische  und  empirische.  Die  erstero 
gehen  zwar  wohl  davon  aus,  dass  dem  Projektil  unaufhuiiich 
eine*  Masse  —  die  Luft  —  im  Wege  steht;  allein  es  wird  hier 
öfter  nicht  einmal  die  Elasticität  der  Luft  in  Betrachtung  geso- 
gen, oder  nicht  die  Art  und  Weise,  wie  die  ausweichende  Luft  auf 
die  vorwärts  und  seitwärts  liegenden  Luftschichten  einen  Druck 
ausübt,  wovon  offenbar  der  Gegendruck  auf  das  Projektil  abhängt 
Wohl  wird  auch  einp  verdichtete  Luftroasse  vor  dem  Projektil 
und  eine  verdünnte  hinter  demselben  «angenommen ,  wobei  es  eich 
darum  handelt,  auf  welche  Weise,  oder  in  welcher  Gradation  sich 
diese  Verdichtung  und  Verdünnung  vertheilt,  wie  weit  sich  die- 
selbe erstreckt  etc.  Diese,  offenbar  richtigere  Behandlung  der 
Sache  bat  aber  Ihre  bedeutenden  Schwierigkeiten  und  hat  dess- 
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W0§tfi  giaiob&ll^  nicht  booi  gewilnachten  Ziele  geführt  Aas  die* 
«eoi  Groncte  eiod  daher  auch  zahlreiche  einpirii^che  Wege  einge* 
•dilagen  ivbrdeB«  Alle  jedoch  leiden  an  dem  UebeUtande^  das» 
dae  Projektil  etele  mit  einer  Maschinerie  oder  fiberhaupt  mit  än- 
derte feeien  Körpern  in  VerfoiiiAing  »tebt»  wodui^oh  bei  dieser 
fitthtileo  Frage  die  Bewegungen  so  alterirt  werden,  dass  das  ge* 
SBchte  Geineta  nicht  zu  Tage  treten  kann.  Gleichwohl  scheint 
der  empirische  Weg  der  sicherste  zu  sein^  und  der  einzig  richtige 
ist  nur  der»  wo  das  Projektil  in  seiner  Bewegung  gänzlich  unab« 
bSngig  Uoibt  von  der  Berührung  mit  festen  Körpern»  und  so  wer^ 
den  irir  Mtn^der  auf  den  Wurf  oder  auf  den  freien  Fall  geführt» 
Der  Wurf  aber  ist  «chon  darum  verwerflich,  weil  hiebet  der  erste 
b»pmlsi  dessen  genaue  Bestimmung  sehr  unsicher  ist,  in  Recli- 
wuif  gecogen  wenden  muss.  Somit  bleibt  uns  nur  noch  dar  freie 
Fall  übrig. 

Kein  in  fVeier  Bewegung  befindlicher  Körper  lässt  die  Lage 
seiner  Oberfläche  gegen  die  Bewegungsrichtung  gänzlich  unver- 
ändert, und  diese  im  Voraus  nicht  genau  zu  bestimmende  Rotation 
modificirt  die  Widerstandskraft  der  Luft  im  Allgemeinen  we^ent- 
Heb.  Hievon  macht  allein  die  Kugel  eine  Ausnahme,  und  so  sind 
wir  gezwungen,  unsere  Untersuchungen  rein  auf  die  Kugel  zu 
beschränken.  Doch  Ist  es  ein  Trost,  dass  gerade  dieser  spe- 
cielle  Fall  der  wichtigste  und  deijenige  ist,  der  in  der  Ballistik 
ZQ1U  Vorschein  kommt. 

Der  Luftwidefstand  ist  eine  Fauktton  der  Geschwindigkeit  des 
Projektils;  allein  die  Beobachtung  der  Geschwindigkeit  ist,  w« 
nicht  geradezu  unmöglich,  doch  jedenfalls  sehr  unsicher.  Hinge- 
gen sind  Zeit  und  Raum,  aus  denen  sich  Kraft  und  Geschwindig- 
lieit  ableiten  lassen,  einer  sehr  scharfen  Bestimmung  föhig,  und 
es  handelt  sich  jetzt  nur  darum,  wie  die  erforderlichen  ExpeH* 
nente  am  zweckmässigsten  veranstaltet  werden. 

Bei  dem  Umstände,  dass  der  Luftwiderstand  bei  geringer 
Fallhöhe  und  bei  bedeutender  Dichtigkeit  des  Projektils  zienriich 
oder  doch  so  gering  ist,  dass  die  Sicherheit  des  Resultates  da- 
durch gefährdet  Ist,  können  wir,  da  wir  nie  über  grosse  Fallhöhen 
gebieten  können,  bloss  die  llicbtigkeit  vermindern,  und  am  besten 
bt  es  wohl,  eine  sehr  genaue  Uobikugel  von  dünnem  Blech  und 
entsprechender  Grösse  anzufertigen,  sie  von  verschiedenen  Höhen, 
bis  zu  ansehnlicher  Thurmhöhe,  fallen  zu  lassen,  und  sowohl  Fall- 
leit  als  Fallhöhe  genau  zu  beobachten  und  aufzuzeichnen.  Jede 
Beebachtwig  «rerde  mehrmals  wiederholt  und  bei  etwa  stcfa  er- 
gebenden DiSerenzeB  das  Mittel  geaommeiL    Die  Fallztit  müsste 
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darch  zwei  genaue,  vermittelst  der  Elektricität  vollkomnieD  gleich 
regulirte  Chronometer,  die  io  der  Nähe  des  Abgangs*  und  Auf- 
(allpunktes  aufzustellen  wSren,  beobachtet  werden;  und  würde  der 
Zeitpunkt  des  Auffallens  zwischen  die  zwei  Grenzpunkte  einer 
Sekunde  fallen,  so  konnte  man  den  Fallraum  so  lange  vermindern 
oder  vergrossern,  bis  ein  Klappen  auf  einen  Grenzpunkt  der  Zeit 
erfolgte.  Die  Kugel  selbst  werde  vermittelst  eines  Fallnetzes  von 
Drath  mit  möglichst  weiten  Litzen  oder  Vierecken  aufgefangen, 
um  nicht  heschädigt  zu  werden.  Zu  genauer  Herbeiführung  des 
Zusammentreffens  des  Abgangspunktes  mit  einem  Sekundenan- 
fang kennte  folgender  Apparat  dienen.  AB  (Taf.  II.  Fig.  1;)  ist 
ein  auf  einem  anzuschraubenden  Fuss  stehender  vertikaler  Stän- 
der mit  einem  Schlitz  am  Ende  B,  In  diesen  Schlitz  passt  ein 
Träger  CG,  durch  welchen  sammt  den  Schenkeln  des  Schlitzes 
ein  eiserner  Bolzen  geht,  um  welchen  der  Träger  drehbar  ist.  In 
das  Ende  G  des  Trägers  ist  ein  etwas  starker  Drath  GD  ge- 
steckt, der  einen  Drathkreis  D  trägt.  Vermittelst  der  Feder  F 
wird  der  Träger  in  horizontaler  Richtung  gehalten.  Auf  den  Drath- 
ring  D  aber  wird  die  Fallkugel  ~£  gelegt  Indem  man  nun  den 
Sekundenzeiger  des  Chronnmeters  beobachtet,  übe  man  sieb,  im 
Moment  eines  Sekundenanfungs  den  Träger  durch  einen  unter  C 
nach  aufwärts  geführten  Hammerschlag  plötzlich  nach  unten  za 
bringen,  so  dass  der  Drathring  />  schnell  unter  der  Kugel  weg- 
geht, ohne  den  Anfang  des  freien  Falles  im  mindesten  zu  alteri- 
ren.  Der  Beobachter  am  Falltuch  wird  sich  ebenfalls  einüben 
müssen,  um  den  Moment  des  Auffallens  der  Kugel  genau  bestim- 
men zu  können. 

Setzen  wir  nun  den  Fallraum   =«  und  die  Zeit  in  Sekunden 
=  <,  so  können  wir  aufstellen 

Jede  Beobachtung  gibt  einen  Fallraum 

mit  der  zugehörigen  Zeit 

*i »  ^  >  ^ »  '4  •  •  •  •  > 

wodurch  sich  die  Constanten  a,  6,  c,  d,  e....  bestimmen.  Dabei 
ist  zu  vermuthen,  dass  diese  CoefBcienten  rasch  abnehmen,  worauf 
sich  eine  Methode  zu  ihrer  Bestimmung  gründen  lässt. 

Setzen  wir  nun   die   Geschwindigkeit  =v,    die   retardirende 
Kraft  =9  und  die  Gravitation  der  Erde  =:i/,  so  ist 
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Wir  musseo  aonehmen^  dass  r  mit  /  zugleich  gleich  Null  ist»  und 
£•  ist  a  =  0  zu  setzen.  Da  wir  ferner  wissen,  dass  im  Anfang 
der  Bewegung,  von  wo  an  wir  die  Zeit  t  zählen,  9)=0  ist,  so  ist 

5F  =  2&     und      6=|. 
Dadurch  verwandeln  sich  unsere  drei  Gleichungen  in 

r  =  ^^+3c(*  +  4d<8+5e<*  +  ...., 

9)  =  —  6c<  —  12d<«— 20€<H . . . . ; 
wofflr  wir  aber  nunmehr  annehmen : 


\ 


2)  v  =  gt  +3a^  +  ibfi  +  5c/*  f  6*«  +  ...., 

3)  9  =  — f)a<-I26(5^-20c«»— 30rf«*+.... 

Will  man  nun  die  Kraft  q>  als  eine  Funktion  von  v  darstellen, 
so  eliminire  man  t  zwischen  2)  und  3),  oder  hesser,  man  setze: 

g?  = -4» +  Ä»«HCi>8  +  />c* +  ...•, 

ersetze  hier  tp  und  v  durch  ihre  Werthe  au^  2)  uiid  3),  setze,  da 
alsdann  eine  identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen  muss, 
alle  Coeflficieoten  der  verschiedenen  Potenzen  von  t  gleich  0,  wo« 
doreh  sich  A,  B,  C,  />....  hestimmen.  Nachdem  daher  die 
Beobachtungen  gemacht  und  notirt  sind,  so  theilt  sich  das  Ge- 
schäft des  Calculs  in  die  Bestimmung  der  CoefBcienten 

a,     6,    c,     ds     «..••  und  der  CoefBcienten 
21,    JD,    Cf   Z/,    £...•, 

womit  sich  noch  die  Vermuthung-der  etwaigen  geschlossenen  Form 
der  Funktion  des  Luftwiderstandes  verbinden  mag,  nebst  einigen 
praktischen  Scblnssbemerknngen. 
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1.    Bestimmung  der  Coeffieienteii  a,  6»  c,  d,.,. 

Indem  wir  unserer  oben  ausi^esprochenen  Vermuthung  Raum 
geben,«  so  führen  vrir  unsern  Caicul  in  der  Hypothese,  dass  die 
Coefi&cienten  a,  by  c,  rf.«..  eine  fallende  Reihe  bilden.  Bietet 
hierauf  dieser  Caleel  keine  Widersprüche  dar,  so  ist  die  Hype- 
tbese  richt'^,  im  eotgegengesetzten  Falle  aber  unricbüg. 

Noch  nie  ist  es  beobachtet  norden,  dass  ein  Körper,  der 
schwerer  ist,  als  die  atmosphärische  Luft,  bei  Windstille  nach 
einigem  Fallen  wieder  gestiegen  wäre.  Daraus  folgt,  dass  9  stet9 
nur  positiv  sein  kann  und  auch  nie  durch  Null  gehen  wird.  Glei- 
cherweise kann  auch  tp  nur  positiv  sein.  Da  jedoch  das  Zeichen 
von  (p  vom  Zeichen  von  e  abhängt,  so  ist  ersichtlich,  dass  c  nar 
negativ  sein  wird.  Im  Uebrigen  machte  der  beste  Weg  zur  Be- 
stimmung der  Coefficienten  a,  6,  c,  </....  der  folgende  sein. 

Man  richte  die  Beobachtungen  so  ein,  dass  die  erste  gilt  fSr 
<i  =  1  Sekunde ;  die  zweite  für  ^  =;  2  Sekunden  u.  s.  w.  Alsdann 
hat  man  aus  1)  folgende  Gleichungen: 

ß)  i«-2ör=:=8a  +  166  +  32c+64rf  + 

ö)  «8— %==27a  +  816  +  243c+729rf  +  ...., 

7)  *4-8(7  =  64a  +  2566+1024c+409fW+.... 


Bricht  man  nun  die  Reihen  der  rechten  Seiten  gerade  so  ab,  wie 
sie  stehen,  und  multiplicirt  die  Gleichung  4)  nach  einander  mit  8, 
27,  64,  so  hat  man: 

2r*.2-13J^  =  ^a+276+27c+27rf, 
64i^  ^  3^  1::=  64a -f  64^  4  ödcf  04i{. 

Zieht  man  jetzt  diese  letzteren  Gleichungen  nach  einander  von  5) 
6)  und  7)  ab,   so  ergibt  «ich: 

*a-8*i+2^  =  86  +  24c  +  66rf, 
i,-27f,  +  9(7=54*+216c+702rf, 
«4-Mj8+24^=:I92*  +  9We+4a92rf; 
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woraus  man  6,  c  und  d  naeh  den  bekannten  allgenieiüien  Formeln 
für  drei  Unbekannte  bestimmen  wird.  Zuletzt  ergibt  sich  dann 
Q  leicht  aas  4).    Ihre  Werthe  seien  Ai,  6|,  C|»  <2|. 

Dm  sodann  eine  weitere  Constante  e  zu  bestimmen  and  die 
erst  erhaltenen  zu  corrigiren,  so  decken  wir  uns»  a^^  bi,  C|  und  di 
erhalten  die  Zuwachse  a,  ß,  y,  6  und  ziehen  hierauf  von  den  auf 
den  rechten  jSetten  auf  fiinf  Glieder  gebrachten  Gleichungep  4), 
5),  6)  und  7)  der  Ordnung  nach  je  diejenigen  ab^  die  nur  vier 
Glieder  haben  and  in  denen  wir  uns  a,  b,  c  und  d  die  Werthe 
a|,  A|,  C|  und  di  habend  denken.    Hiedurch  erhalten  wir  dann: 

0  =  a  +  ^  +  y  +  d+u, 

0-Sa  +  Wß+32y+Md  +  l2be, 

0  =  27a+81/J+243y  +  729d+2l87«, 

0=:Qia  +  '2S6ß  +  }m4y  +  400M  +  l638i€. 

«  ß 

Difidiren  wir  jede  durch  €y  setzen    —  =  «1,     — =/J|,  u.s.w.  und 

rereinfachen  noch^  so  erhalten  wh*: 

0  =  ai+2A+4yi+Mi  +  16, 
0  =  ßi+%+9yi  +  27«,+81, 
0  =  ofi  +  4ft  +  I6yi  +  64«!  +256, 

welche  sehr  leicht  aufgelust  werden  kunnen.  Denn  man  ziehe 
jede  Torhergehende  von  der  nachfolgenden  ab,  wodurch  sich  drei 
Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  ergeben.  Ton  diesen  drei 
Glelchangen  siebe  man  wieder  je  die  vorhergebende  von  der  nacb- 
folgeaden  ab  und  hat  dann  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekann- 
ten. Die  uneinsletzte  aber  ziehe  man  endlich  von  der  letzten  ab, 
wodurch  sich  dg  ergibt,  und  rflckwärts  gehend  auch  ag,  ßi  und  yg. 
Anf  solche  Weise  findet  sich: 


«1 

=  24 

\ 

a  =  24e 

=  -60 
=  35 

>    und  sodann 
* 

ß  =— 50e, 
y=35«. 

«1 

=  -10 

4=10e. 

BHden  wir 

Don 

die  nichste  Gleichung: 

/ 

»ft 

-1%= 

6»«  +  5*4 + 6»c + ö»</ + 5'c , 

sohabeh  \ 

irir, 

o=«i  + 

a,   bssbi+ß.  u 

,  SLw.  seftiaBd, 
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welches  gibt: 

^ ""  53.24 

Zum  Kebuf  der  ßeatinimuiiß  des  CoefBcienteo  f  und  der  Cor- 
rektioii  der  vorangegangenen  Constanten,  schlagen  wir  durchaus 
dasselbe  Verfahren  ein  und  finden,  wenn  wir  die  neuen  Correktio* 
nen  durch  a,  ß,  y^  d  und  e  bezeichnen: 

«=-15/-,   ' 
^  =  +  85/-, 
y  =  -225/, 
Ä  =  +274/, 
t=— 120/", 

t 

I 

woraus  sich  durch  Uebergang  zur  nächsten  Gleichung  ergibt: 

^fl-  I8^~6»(fl,  +  6&t  +  6^ci  +6^d^  +6^e,) 
^""  -~6».96165 

wofern  wir  die  durch  die  erste  Correktion  erhaltenen  Werthe  von 
a,  b,  c...  aufs  Neue  durch  a^  bi,  C|  ....  bezeichnen.  Auf 
gleiche  Weise  fahrt  man  fort,  die  nächsten  Coefßcienten  ^,  A....  and 
die  Correktionen  der  vorangegangenen  CoefBcienten  zu  bestimmen. 

Anstatt  diese  CoefBcienten  je  durch  die  vorangegangeaen 
genäherten  Werthe  «i ,  6| ,  C|  u.  s.  w.  darzustellen ,  konnten  wir 
dieselben  auch  rein  in  Funktion  von  den  verschiedenen  Wertben 
von  s  und  von  g  darstellen.  Allein  die  auseinandergesetzte  Me- 
thode scheint  zweckmässiger  zu  sein,  weil  hier  immer  die  Cor- 
rektionen a,  ß,  /....  zum  V^orschein  kommen,  welche  endlich  die 
Grenze  anzeigeo,  bei  der  man  abbrechen  kann. 

2.    Bestimmung  der  Coefficienten  A,  B,  C,  /).•.. 

Nachdem  auf  solche  Weise  die  Constanten  a,  b,  c,  d..- 
bestimmt  sind,  so  finden  sich  die  CoefBcienten  A,  B,  C,  /)•..•> 
dadurch,  dass  man  in  die  Gleichung 

6al  +  126^  +  20c(H3(W<*+42u<»+..,. 

statt  V  den  Werth  gt  +  Zat^+4bfi-^6ct^  ^Mt^+ ....  einseUt> 
und  die  CoefBcienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  t  gleicb 
Null  setzt    Dadurch  erhält  man: 
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I26+3<iJ+Ä^«=:0, 

m\^cA  ^ffd^B + SgbB+Qg^aC+fi*D= 0 , 

42«+ WJ+  %ci?  +  24ÄaÄ+J29«6C+27^a«C+%a»l>+^»£  =  0, 


<roran«  «ich  ergibt: 

.1  —  —  —  » 

t= ^ > 

._     42e  +  6€i24  f  Ä(lOj7C  +  24ba)  +  C(12^26  +  27ga^  +  l-Jo^aD 

"^—  -, ! 


<>•  Hypothesen  über  die  geschlossene  Form  der  Funk- 
tion des  Luftvviderstandes. 

Man  darf  wohl  annehmen,  dass  es  bei  den  Betrachtungen 
über  den  Luftwiderstand  einerlei  ist,  ob  sich  die  Luft  gegen  einen 
^C9teii  und  rubigen  Gegenstand,  oder  ob  sich  der  feste  Kurper 
'0  der  ruhigen  Luft  bewegt.  Nun  kann  man  hSufig  die  Beobach- 
^g  machen ,  dass  ein  selbst  gleicbmässiger  Windzug  Baumäste, 
Zweige^  Blätter  in  eine  Art  von  vibrirender  Bewegung  versetzt. 
^IM  das  unelastische  fliessende  Wasser  bringt  eishängende 
Baoniztreige  in  eine  solche  Bewegung.  Dieselbe  Bemerkung  kann 
">3n  machen , .  wenn  man  den  Widerstand  des  ruhigen  Wassers 
3iif  e'me  bewegte  Kugel  bestimmen  will.  Ueberhaupt  sind  vibri- 
fcnde  Bewegungen  weit  häufiger,  als  man  es  gewöhnlich  dafür 
^  Aufmerksame  Artilleristen  behaupten  sogar,  dass  eine  auf 
«iiea  ebenen,  bäum-  und  häuserlosen  Terrain  abgeschossene 
Kanonenkugel  grosseren  Kalibers  anfanglich  eine  Art  ungleich- 
nilssigen  Geräusches,  ähnlich   einem  rollenden  Donner,  hervor- 
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bringe,  ein  Donner»  der  von  dem  ersten  Knall  ganz  anaMiftagig 
ist.  Üiess  lässt  auf  einen  abwechselnd  stärker  und  schwitcber 
werdenden  Luftwiderstand  scbliessen,  so  dass  die  Vermatbimi^ 
nahe  liegt,  der  Luftwiderstand  muchte  vibrirend  sein.  Ohne  Zirei- 
fei  aber  bleibt  der  Haupttheil  des  Luftwiderstandes  das  Prodokt 
einer  Constante  mit  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  und  so 
liesse  sich  vielleicht  setzen: 


oder 


oder 


wo 


q)  =  r/ir*  +  w  sin  tf;(r) 

tp  =  ?nr*  +  9irsint/;(r) 

9  =  mp  +  r*(m  +  n  sin  t^(r)) 
u.  s.  w. 

i\){p)  =  /?  +  (yr  +  rr^+  *p'  +  u.  s.  w. 


Die  Bemerkung,  dass  bei  geringerer  Geschwindigkeit  sich  nichts 
von  vibrirendem  Widerstand  zeigt,  widerspricl^t  diesen  Formeb 
nicht.  Denn  gesetzt,  es  sei  n  ein  sehr  kleiner  Coefficieut,  so 
können  die  Glieder 

nsintf;(r)  und  namentlich  iit7sin^(r),  7ir^sint^(r) 

bei   geringerer   Geschwindigkeit  unmerklich    sein,    bei    grösseren 
jedoch  sich  fühlbar  machen. 

Es  wäre  möglich,  schon  nach  geringer  Mühe,  vielleicht  aber 
auch  erst  bei  grosser  Anstrengung  eine  geschlossene  Form  aof- 
zufinden.  Eine  spfiter  folgende  Bemerkung  möchte  einige  Erleich- 
terung verschaffen. 

4.    8c1ilussbemerkungen. 

a)  Da  der  absolute  Luftwiderstand  unter  anderm  auch  von 
der  Luftdichtigkeit  abhängt,  so  ist  es  noth wendig,  die  Beobach- 
tungen hei  möglichst  gleichem  Barometer-  und  Thermometer- 
stand, also  in  möglichst  kurzer  Zeit  abzuschliessen,  und  sie  daher 
etwa  zur  Herbstzeit  bei  trockener  Witterung  Nachts  von  9—12 
Uhr  vorzunehmen. 

b)  Indem  jeder  Luftzug  abzuhalten  ist,  so  wähle  man  als 
Ort  der  Beobachtung  einen  derartig  hohlen  und  jedenfalls  red- 
lichst hohen  Thurm,  dass  man  in  demselben  einen  Körper  frei 
fallen  lassen  kann,  wobei  naturlich  alle  Oeffnangen  zu  verschlies- 
seu   sind.     Um   die  Fallhöhen  in  raöqifchst  kurzer  Zeit  absoroes- 
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m»  kaoo  man  scbon^  vor  Begloa  der  Experimeote  die  Tharmwand 
wA  Theilstrichen  von  fünf  zu  fünf  Fuss  versehen,  so  daas  man 
■it  einem  Massstab  von  fünf  Fnss  die  jeweilige  Fallhohe  vollends 
ichoell  abmessen  kann. 

c)  Besser  mochte  es  sein,  an  der  Wandung  des  Thurmes 
€men  etwa  vier  Zoll  starken  Rahroschenkel  die  ganze  Hohe  bin* 
iorch  zu  befestigen,  den  man  von  Fuss  zu  Fuss  mit  Theilstrichen 
rerseben  konnte.  In  diesem  Falle  wSre  der  Ständer  ^A  Entbehr- 
lich, und  konnte  mittelst  einer  Stellschraube  —  wie  bei  Nähkis- 
8eo  —  eine  Vorrichtung  an  den  Rahmschenkel  befestigt  werden, 
die  denselben  Arm  CD  trflge.  Eine  Leiter,  die  man  auf  den  vor- 
bacdenen  BOden  oder  Ruhebänken  aufstellte  und  an  der  man  anf- 
and absteigen  konnte»  wOrde  dazu  dienen,  die  Vorrichtung  an 
die  verschfedensten  Stellen  des  Rahmschenkels  hinzubringen. 
Ueberhaupt  aber  wird  die  Oertlichkeit  dieses  Verfahren  iromer- 
iiiii  modificireii. 

d)  Bewegte  sich  die  Kugel  zu  nahe  an  einer  Wand,  welche 
der  in  Bewegung  gesetzten  Lnftmasse  theilweise  ein  Uinderniss 
In  den  Weg  zu  legen  im  Stande  wäre,  so  mOsste  dieser  Umstand 
ein  gutes  Resultat  in  Frage  stellen.  Am  schädlichsten  aber 
musste  der  Durchlass  durch  einen  Boden  wirken,  wenn  die  Rän- 
der dieses  Durchlasses  nicht  weit  genug  zurückträten.  Ueber- 
haapt  ist  ein  nach  unten  sich  erweiternder  und  in  seiner  Abgren« 
zung  rooglichst  glatter  Raum  am  günstigsten.  Es  fragt  sich  nun 
bloss,  ob  es  der  Kosten  nicht  werth  wäre,  eine  zweihundert  Fuss 
höbe  hölzerne  mit  Brettern  beschaalte  Pyramide  oder  Kegel  in 
der  Nähe  eines  Thurmes  oder  zwischen  hohen  Gebäuden  aufzu- 
fOliren,  und  seine  Befestigung  durch  Verkettung  an  die  hohe  Um- 
^bong  zu  bewerkstelligen!  Das  Auf-  und  Niedersteigen  könnte 
vermittelst  Leitern  an  der  Aussenseite  geschehen  und  die  Ver- 
bindung mit  dem  Innern  durch  angebrachte  Oeffnungen  herbeige- 
führt werden. 

e)  Ohne  Zweifel  verhält  sich  der  Widerstand,  den  eine  Ku- 
gel erfahrt,  direkt  wie  das  Quadrat  ihres  Durchmessers  und  um- 
gekehrt wie  die  Masse  oder  das  Gewicht,  wie  diess  alle  Physiker 
beweisen.  Um  jedoch  auch  diesen  Satz  empirisch  zu  bestätigen 
und  überhaupt  über  eine  grössere  Anzahl  von  Beobachtungen  ge- 
bieten zu  können^  ist  es  gut,  die  Experimente  mit  zwei  Kugeln 
▼•Ronehmen,  und  zuletzt  die  Coefücienten  des  Widerstandes  mit 
«iaaoder  zu  vergleichen.  Geset?tt,  die  Coefficienten  der  zweiten 
Kn^el  seien  J|,  i?|,  Ci, ....,  welche  den  Coefficienten  A,  B,  C.... 
der  ersten  entsprechen,  die  entsprechenden  Durchmesser  aber 
I^i  and  I),  die  Gewichte  Gg  und  G,  so  müsste  sein  : 
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BG_B^Gx 
/)2  —  /)ja  ' 

CG      C,  Gl 

woraus  noch  folgt 

wofern  die  Beobachtungen  unter  übrigen»  gleichen  UmstSoden, 
und  also  namentlich  bei  gleichem  Barometer-  und  Tbermoroeter- 
stand  gemacht  worden  sind. 

Die  Proportionalität  der  obigen  Coefficienten  wird  zugleich  die 
Schärfe  der  Beobachtungen  controliren.  Zeigen  sich  aber  Abwei- 
chungen von  solcher  Grüsse,  dass  man  annehmen  darf,  sie  falleo 
ausserhalb  der  gewühnlichen  Beobachtungsfehler,  so  ist  zo  ver- 
muthen,  dass  sich  die  Kugeln  io  Ihrem  Falle  zu  nahe  der  be- 
treffenden Wandungen  befanden.  Ist  es  daher  nicht  moglicii, 
diese  Entfernung  zu  vergrSssern,  oder  eine  besondere  Pyramide 
zu  erbauen,  so  suche  man  eine  andere  Oertlichkeit  auf,  oder  ver- 
kleinere man  die  Kugeln,  so  dass  die  in  Bewegung  gesetzten 
Luftmassen  die  Wandungen  nicht  mehr  berühren. 

Die  Gleichungen 

AG     A,Gi 

möchten  im  Stande  sein,  die  Aufsuchung  der  vielleicht  geschlos- 
senen Form  der  gesuchten  Funktion  zu  erleichtern.  Denn  daraus 
folgt,  dass  das  Gesetz  des  Luftwiderstandes  noch  dasselbe  blei- 
ben muss,  wenn  man  statt 


setzt: 


oder 


oder 


AM  C*  Th 


.p  =  r  +  ^t«  +  ^r!'+2r»+.... 


D 


<p=  «r+c*  +  »r'+»»*  + 


oder 
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0  Das  Schwierigste  muchte  die  Anfertigung  sehr  genauer 
Eageln  sein.  Dabei  ist /jedoch  zu  bemerken,  dass  es  nicht  als' 
aotfairendig  erscheint,  dass  Schwerpunkt  und  geometrischer  Mit- 
tdpankt  vollkommen  genau  zusammentreffen.  Durch  Schwimmen- 
bssen  der  Kugeln  im  Wasser  konnte  man  leicht  auf  der  Ober- 
fiche  einen  Punkt  bezeichnen,  welcher  niH  dem  Mittelpunkt  und 
Schwerpunkt  in  einer  geraden  Linie  liegt.  Bringt  man  hierauf 
itu  bezeichneten  Punkt  der  Oberfläche  stets  oben  hin,  so  ist 
aan  versichert,  dass  der  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt  und  dass 
beim  Fall  keine  Drehung  vorkommen  kann.  Und  gesetzt  sogar, 
die  Kugel  drebte  sich  und  wQr^e  dadurch  von  ihrer  Richtung 
etwas  abgelenkt,  so  würde  solche  Ablenkung  die  Fallzeit  und 
FaHhuhe  um  eine  Grösse  andern,  die  man  mit  dem  Wachsthum 
des  Cosinus  eines  sehr  kleinen  Winkels  vergleichen  kSnnte,  wo- 
fern dieser  kleine  Winkel  selbst  um  eine  sehr  kleine  Grosse  ge- 
wachsen wäre. 

g)  Anlangend  die  Dimensionen  und  das  Gewicht  der  Kugeln, 
so  lässt  sich  hier  nichts  Bestimmtes  aufstellen.  Jedenfalls  soll- 
Ud  sich  die  Durchmesser  in  dem  Rahmen  von  Va  ^*>s  1  Schuh 
bewegen  und  das  Gewicht  derartig  sein,  dass  durch  den  Luft- 
widerstand in  der  ersten  Secunde  eine  Retardatioo  von  I  bis  2 
Schah  herbeigeführt  würde,  so  dass  statt  ]5V5  Par.  F.  nur  deren 
13  oder  14  durchlaufen  wurden.  Allein,  bevor  man  kostspielige 
Proben  anstellt,  konnte  man  etwa  durch  einen  Kupferschmied  eine 
aogefahre,  getriebene  Kupferkugel  anfertigen  lassen,  versehen  mit 
einer  kleinen  verschliessbaren  Oeffnung.  Vermittelst  verschie- 
dener Gewichte,  die  man  durch  die  Oeffnung  In  die  Kugel  ein- 
legte, konnte  man  endlich  das  richtige  Gewicht  erfahren,  um  nach 
demselben  die  Fallkugel  anfertigen  zu  lassen.  Gesetzt,  es  sei 
dieses  Gewicht  =  G  Pfunde  und  es  wiege  ein  Cubikzoll  des  an- 
zuwendenden Metalls  g  Pfunde;  ferner  sei  der  äussere  Halbmes- 
ser der  Kugel  =  r  Zolle  und  der  innere  =  or ,  so  ist 

woraos  folgt   v 

4/   3     :^G 

h)  Man  konnte  vielleicht  die  Probe  machen  wollen,  vermittelst 
eines  am  Hebel  CG  angebrachten  Drathzuges  den  Gebrauch 
zweier  Chronometer  auf  den  eines  einzigen  zu  reduciren.  Allein 
lueraof  ist  nichts  zu  halten,  da  der  Anzug  des  Drathes  —  zumal 
^eoo  er  lang  ist  —  kein  präcises  Abkommen  der  Kugel  herbei- 
föbreu  kann.  Besser  ist  ein  Hammerschlag  an  C  aufwärts,  am 
besten  aber  ein  solcher  Ober  F  oder  G  abwärts. 
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Lehrsatz  über  den  Flächeninhalt  eines  geraden  Cylio 
dermantels,  welcher  von  einem  andern  senkrecht  ge- 
schnitten wird. 

Von 

Herrn  *£u5fen  Lommei 

in  Mannheim. 


Wenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreiscylinder  sieb 
rechtwinklig  durchschneiden ^  so  ist  der  im  dickeren  Cylinder  ein- 
geschlossene  Theil  der  Mantelfläche  des  dünneren  Cylinders  gleicb 
der  Mantelfläche  eines  schiefen  Cylinders ,  welcher  den  kreisfur- 
migen  Querschnitt  des  duntieren  Cylinders  zur  Basis,  den  Durch- 
messer des  dickeren  Cylinders  zur  Seitenlänge,  und  zur  Hohe  die 
Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  hat,  dessen  andere  Kathete 
und  Hypotenuse  beziehlich  die  Durchmesser  des  dünneren  und 
dickeren  Cylinders  sind. 

Beweis.  Legt  man  durch  jede  der  heiden  in  O  (Taf.  U.  Fig. 2.) 
sich  rechtwinklig  durchkreuzenden  Cylinderaxen  OZ  und  OK  eioe 
Ebene  senkrecht  zur  andern,  so  werden  dieselben  sich  in  der  zu 
OZ  und  OX  senkrechten  Geraden  OYV  durchschneiden  und  die 
kreisförmigen  Querschnitte  ZV  und  XY  des  dickeren  und  des 
dffnneren  Cylinders  enthalten.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  M 
des  Kreises  XT  ziehe  man  MP  parallel  und  gleich  4eni  Halb- 
messer OX,  lege  durch  ihren  Endpunkt  PM'  parallel  zu  OZ  (ako 
senkrecht  zur  Ebene  XOY)  und  mache  MM'::^OZr=:^  dem  Halb- 
messer des  dickeren  Cyliuders,  so  ist  PM'  die  Höhe  und  MJf 
eine  Seitenlinie  des  oben  erwähnten  schiefen  Cylinders,  währeoii 
der  bis   zur  Kreislinie  ZV  verlängerte  Durchschnitt  der  Ebene 
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WMP  mit  der  Ebern  ZOV ,  d.  h.  die  Gerade  NL,  der  Seiten- 
feie  des  dünneren  Cy linders  gleich  ist,  welche  sich  im  Punlcte  M 
idoos  Querschnitts  bis  zar  Oberfläche  des  dickeren  Cylinders 
flrhebt.  Da  die  ans  P  aaf  die  Tangente  MK  gefüllte  Senkrechte 
km  Radios  OM  parallel,  und  desswegen  Winjcel  MPK  gleich 
Winkel  OMN  ist,  so  sind  die  bei  K  und  N  rechtwinkligen  Drei- 
ecke MKPw^  OiV^  einander  congruent.  Folglich  ist  MK=ON 
wd  Dreieck  MKM'  congruent  Dreieck  ONL,  weil  ihre  Winkel 
bei  K  und  N  Rechte,  ihre  Hypoteousen  MJU*  und  OL,  und  ihre 
Katheten  3§K  und  O/V  einander  gleich  sind ;  also  ist  auch  KM^ 
=.NL,  Ist  aber  itf  der  Mittelpunkt  eines  Bogeos,  der  klein  genug 
ist,  um  als  geradlinig  betrachtet  werden  zu  können  (d.  h.  eines 
„unendlich  kleinen"  Bogens)  und  zieht  man  von  seinen  Endpunk- 
ten parallel  OZ  zwei  Seitenlinien  des  dünneren  Cylinders  bis  zur 
Oberflache  des  dickeren,  so  enthalten  diese  zwischen  sich  einen 
schmalen  trapezförmigen  Streifen  der  Mantelfläche,  dessen  Inhalt 
gleich  ist  demjenigen  eines  Rechtecks  aus  dem  kleinen  Bogen 
Qod  der  Mittellinie  NL  des  Trapezes;  zieht  man  femer  durch 
die  Endpunkte  desselben  kleinen  Bogens  parallel  und  gleich  M3t' 
zwei  Seitenlinien  des  schiefen  Cylinders,  so  ist  das  zwischen  ihnen 
enthaltene  schmale  Parallelogramm,  welches  3t'K=cNL  zur  Höhe 
und  den  kleinen  Bogen  zur  Grundlinie  hat,  dem  Ober  demselben 
Bogen  stehenden  Streifen  des  geraden  Cylinders  an  Inhalt  gleich. 
Dann  ist  aber  auch  die  Summe  aller  Streifen  des  geraden  Cylin- 
ders, welche  einem  beliebig  grossen  Bogen  des  Kreises  XY  an- 
gebureo,  d.  h.  das  auf  diesem  Bogen  stehende  Stück  der  geraden 
Mantelfläche,  dem  entsprechenden  Stöcke  der  schiefen  Cylinder- 
fli^he  gleich;  folglich  auch  der  vom  ganzen  Kreis  XY  bis  zur 
Oberfläche  des  dickeren  CyHnders  emporreichende  gerade  Cylin- 
deraantel  gleich  der  schiefen,  ober  demselben  Kreis  sich  erhe- 
benden Cylinderfläche.  Da  nun  die  beiden  eben  genannten  Cylin- 
dennintel  die  Hälften  derjenigen  sind,  von  welchen  der  Lehrsatz 
bändelt,    so  ist  die  Behauptung  desselben   vollkommen  erwiesen. 

Der  eben  bewiesene  Lehrsatz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die 
beiden  sich  durchdringenden  CyRnder  einander  gfeich  sind.  Der 
schiefe  Cylinder  f^Ut  jetzt  mit  seinen  beiden  kreisförmigen  End- 
flächen und  allen  seinen  Seitenlinien  in  die  Ebene  XOY,  und 
leine  Mantelfläche  besteht  jetzt  aus  ^wei  ebenen,  von  geraden 
Laden  und  Halbkreisen  begrenzten  Figuren ,  deren  jede  dem  Qua- 
lmte des  Durchmessers  an  Inhalt  gleich  ist. 

Wendet  man  auf  den  schiefen  Cylinder  unseres  Lehrsatzes  ein 
▼an  Brinkley  (Irisb  transact.  IX.  1803.  A  theorem  for  fin- 
diBg  the  surface  of  an  oblique  cylinder)  aufgestelltes  und 
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leicbt  za  beweisendes  Theorem  *)  ain^  wodurch  die  Mantelfläche  eines 
schiefen  CyliViders  mit  kreisförmiger  Basis  agf  die  MantellUiebe 
eines  geraden  Cylinders  zuräckgefährt  wird»  welcher  den  Darcfa- 
messer  jenes  Kreises  zur  Hohe,  und  dessen  eMiptiscfae  Basis  die 
Seitenlänge  und  die  Hohe  des  schiefen  Cylinders  zu  Axeo  hat; 
so  erkennt  man  unmittelbar  die  Wahrheit  des  folgenden 

Zusatzes.  Wenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreis- 
cylinder  sich  rechtwinklig  durchschneiden,  so  ist  der  im  dickeren 
Cylinder  eingeschlossene  Theil  der  Mantelfläche  des  dfinneren  Cylin- 
ders gleich  der  Mantelfläche  eines  geraden  Cylinders ,  der  den 
Durchmesser  des  dünneren  Cylinders  zur  Huhe»  und  dessen  ellip- 
tische Basis  den  Radius  des  dickeren  Cylinders  zur  grossen  Halbaxe 
und  den  Radius  des  dünneren  Cylinders  zur  Excentricität  bat 


XV. 

Zur  Theorie  der  Gleichungen. 

* 

Von 

Herrn  Johann  Karl  Becker^ 

Privatlehrer  in  Zürich. 


I. 

Herr  Baurath  Dr.  Scheffler  hat  die  Algebra  unter  andenn 
um  eine  eihfache  Formel  bereichert  **),  vermittelst  der  man,  wenn 
eine  Wurzel  einer  Gleichung  vom  dritten  Grade  gefunden,  sofort 
auch  die  beiden  andern  erhalten  kann. 

Heisst  nämlich  die  Gleichung  >  deren  eine  Wurzel  r  gefunden) 


*)  Mit  teinem  Beweite  miCgetheilt  von  mir  im  Archiv.  Theil  X* 
Seite  222.  G. 

*')  Die  Auflösung  der  algebraischen  und  transzendenten 
Gleichungen  etc.  von  Dr. Hermann  Scheffler.  Braunschweig 
1859.    Siehe  pag.  ^2.  und  93. 
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ar»  +  Oia:*+aaJ:  +  aB=0, (1) 


10  hat  man  für  die  beiden  andern :, 


Da  diese  Formel  sowohl  von  praktischem  Werthe»  indem  sie 
schneller  zum  Ziele  führt,  als  die  Division  durch  x — r  nach  der 
i^wBhnlichen  Methode,  als  auch  von  wissenschaftlichem  Interesse  ist, 
80  mochte  auch  die  folgende  hOchst  einfache  Uerleitung  derselben 
eiuiger  Beachtung  werth  sein,  um  so  mehr,  da  Herr  Dr.  Sc  he  ff- 
1er  sie  auf  grossem  Umwege  gefunden  hat,  während  der  näher- 
Hegende,  viel  kürzere  Weg  ihm  entgangen  zu  sein  scheint. 

Wird  ar^+ai^r^  +  Oa^r+ag  durch  x — r  dividirt,  so  erhält  man 
einen  Quotienten  von  der  Form:  x^+px+q,  in  welchem  p  und 
9  zu  bestimmen  sind.  Da  nun  — p  die  Summe  und  g  das  Pro- 
doct  der  Wurzeln  der  Gleichung  x^+px-{'q=^0,  also  der  zu 
Suchenden  der  Gleichung  (1),  so  hat  man  unmittelbar: 

—  p  +  r=  — Ol, 

^  =  — fli; 
also: 

SeUt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

x*  +  px  +  q^^O 

«io,  80  erhält  man  als  deren  Auflösung  die  Formel  (2),  so  dass 
dieselbe  nun,  ohne  zu  weit  zu  führen,  in  die  Elemente  der  Alge- 
bra aufgenommen  werden  kann. 

IL 

Wenn  man  von  der  Gleichung  vom  4ten  Grade 

x^  +  aiX^  +  a^x^  +  a^x  +  a^=:0    ....    (3) 

2wei  Wurzeln  Vi  und  r^,  die  entweder  reelle  oder  conjugirte  com- 
pWxe  Wurzeln  sein  können,  kennt,  so  ergeben  sich  die  beiden 
aadern  aus  der  Formel : 
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Zur  BestiminnDg  der  Coefficienten  p  «nd  q  der  Gleichang 

deren  Wurzeln  die  Formel  (4)  darstellt,   gibt  nämlich  wieder  die 
Theorie  der  Gleichungen : 

—  «1=— p  +  ri  +r,» 

04=qrira; 
also : 

p=:aj -f  r| -f  r«» 


Man  kann  leicht  fthnliche  Formeln  fiir  die  beiden  letzten  War- 
zeln  jeder  beliebigen  Gleichung  höheren  Grades  herleiten»  deren 
übrige  Wurzeln  bekannt  sind.  Wenn  rj,  rj»  r^,.».,rm^%  die  be- 
kannten Wurzeln  der  Gleichung  vom  nten  Grade 

a:" +Oiar»-*  +  aa:r«-* +  ....  + a»  =  0 (5) 

sind,   80  erhält  man  die  beiden  andern  aus  der  Formel: 

*= (6) 

Von  dem  doppelten  Zeichen  innerhalb  des  Wurzelausdrocks 
gilt  das  obere  oder  das  untere,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade. 


ScJkiechter:  Ot^miiUere  Zaklungitermfne  mit  einfach.  Zinsen.^! 


XVI. 


Ueber  mittlere  Zablungstermine  mit  einfachen  Zinsen. 

Von 
Herrn  Doctor  Sehleehier, 

Lehrer  am   GjOHiQtiirin   za   Brachtal. 


Ist  man  ein  Kapital  von  k  fl.  nach  n  Jahren  anversinslich  zu 
zahlen  schuldig  und  es  wird  die  jährliche  VergOtang  fär's  Hun- 
dert zn  p  Procent  und  der  gegenwärtige  Werth  zu  %  angenom- 
men» so  ist  k  zu  zerschlagen  tn  den  haaren»  gegenwärtigen  Werth 
X  and  den  Abzug,  Rabatt»  Disconto  Z>;  somit  ist  A  =  x-f  Z>.  D 
druckt  nun  offenbar  die  Benutzung  des  Kapitals  «  zu  fi  Procent 

(Sr  R  Jahre  aus ,  so  dass  dann  D  =  jqq    gesetzt  werden    kann. 
Hieraus  folgt:  ^  ' 

1)   A  =  K  +  ^; 

•enit 

ViOk 


2)    x  = 


lOÜ  +  jm' 


—  fl.  werden  zum  Zinsfuss  p  tu  n  Jahren  au  k  fl.   wieder 


100 +»n 

anwachsen.    Der  Discooto  Uz=k  —  .qq  ,       »  also 

*^  "-m^pn' 

Sind  folglich  ki,  k^,  k^,>»»*  kr  nach  a,  b,  c,„,.y  Jahren  un verzins- 
Kcb  zu  entrichten,  so  Ist  ihr  gegenwärtiger  Werth  W: 

*,    .„        100^1      .     100*.    ,        .     lOOA, 
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der  Disconto: 

Wird  nun  die  Aufgabe  so  gestellt»  dass  die  Kapitalien  ki ,  k%, ....  krt 
welche  man  nach  a,  b,  c,.,.,y  Jahren  an  verzinslich  schuldig  Ist, 
an  einem  und  demselben  Tage  bezahlt  werden  sollen,  so  wird 
also  der  Schuldner  bei  baarer  Zahlung  aller  Kapitalien  den  Werth 

entrichten;    der  Minäe'^betrag,  Disconto,  D  vrfire: 

'^    ^— 100 +  «/»■*■  100 +6j» ■•"••■•■  100+ yp" 

Es  muss  daher  dem  Schuldner  der  Wertb  W  so  lange  in  Hin- 
den  gelaissen  werden,  bis  durch  Verzinsung  desselben  zu  p  Pro- 
cent der  Disconto  D  erzielt  worden  ist.  Nennt  man  diese  Zeit 
x,  80  ist: 

'^    *'—    100 

oder 


-.  100£> 


also  nach  6)  und  7): 


lOO  +  np "•"  100  +  6p"*"  •  •  ^  100+ srp 

Oder,  was  offenbar  dasselbe  ist,  der  haare  Werth  W  und  der 
Zins  aus  W  zum  Zinsfusse  p  muss  gleich  sein  der  Summe  der 
in  den  einzelnen  Terminen  zu  zahlenden  Kapitalien.    Somit: 

11)      W^+§  =  Äi  +  *»+...+*r, 

woraus  man  für  x  den  Werth  in  Gleichung  10)  erhält  Es  kaoo 
somit  dieser  AuflOsungsweise  die  Richtigkeit  nicht  abgesprocbeo 
werden,  um  sp  mehr,  wenn  man  sich  überzeugt,  dass,  webn  der 
Werth  von  x  aus  10)  in  11)  eingesetzt  wird, 

sich  ergibt.  Schafft  man  in  Gleichung  10)  die  Nenner  aller  Brüche 
im  Zähler  und  Nenner  weg,  und  fOhrt  die  dann  angezeigten  Moltipli^ 
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cationen  atts»  so  erhSit  der  Nenner  und  Zähler  Posten  mit  ond  ohne 
den  Factor  p,  so  dass  jr=^  ^^  gesetzt  werden  kann.  Ffihrt  man 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichang  die  Division  aus,  so  erhält  man : 

BC 
B        — 5" 

12)  ^=ß+-c:fj^' 

Bei  Betrachtung  dieser  Gleichung  wird  in  die  Augen  fallen,  dass 
die  Zeit  x  von  p  in  der  Weise  abhängt,  dass,  wenn  p  abnimmt, 
die  Zeit  x  zunimmt  und  umgekehrt.    p=0  gesetzt  gibt: 

den  grusstmuglichsten  Werth  fßr  :r.  p=:cc  genommen,  gibt  den 
kleinsten : 

14)    *=§. 

Die  gemeinschaftliche  Verfallzeit  aller  Kapitalien  wird  also  um 
so  frfiher  fallen,  je  grosser  der  Zinsfuss  genommen  wird,  und  um* 
gekehrt.  Man  erkennt  also  aus  dieser  Entwickelung,  dass  der 
mittlere  Zahlungstermin  nicht  allein  von  der  Zeit,  nach  welcher 
die  Kapitalien  zu  entrichten  sind,  und  von  ihrer  Grosse,  sondern 
auch  vom  Zinsfuss  abhängt.  Die  gestellte  Aufgabe  ist  daher  so 
lange  eine  völlig  unbestimmte,  so  lange  nicht  der  Werth  p  gege- 
ben  oad  durch  Vereinbarung  festgestellt  ist.  Die  Richtigkeit  die- 
ser Behauptung  kann  unmöglich  bestritten  werden.  Gegen  diese 
Wabrbifit  werden  Verstösse  gemacht  in  allen  mir  hierüber  bekann- 
ten Schriften.     (Meier  Hirsch,  Oettinger  u.  s.  w.) 

Es  soll  nun  der  innere  Grund  ^  wie  man  zu  dieser  falschen  Auf- 
gabeodtellung  und  natürlich  dann  auch  zur  falschen  Losung  kam, 
"tter  erläutert  werden. 

Wir  stellen  zu  diesem  Behufe  die  Aufgabe,  wie  sie  gewöhn- 
lich gestellt  und  gelost  wird  :    . 

Man  habe  ki,  A^,....  ^r  fl*  nach  a,  6,  c,«...y  Jahren  unver- 
zinslich zu  bezahlen;   welches  ist  die  mittlere  Verfallzeit? 

Auflösung  l.  Zahlt  der  Schuldner  alle  Kapitalien  statt  nach 
seinen  vorgeschriebenen  Terminen  baar  und  man  nimmt  im  Allge- 
nteiaeo  an,  die  Verzinsung  der  Kapitalien  könne  nach  dem  Zins- 
^p  stattfinden 9  so  sind  die  Verluste  des  Schuldners: 

^_  apky  ^-bpk^  -t-  ....-{-ypkr 
14)     U^  jöö 
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Die  Kapttalieii  k^,  k%,....kr  mfiflsen  dem  SehnUner  ee  kige 
gelassen  werden ,  bis  er  zum  Zinsfusse  p  den  Disconto  D  gewos- 
nen  hat     Es  ist  also: 

*^^  iÖÖ  ""  100 

lß^      nr  —  £fi±iVLLlLl±y^ 

*  Auflösung  2.  Entrichtet  der  Natzniesser  diese  Kapitalien 
haar,  so  verliert  er  die  Benutzung  von  ki  a  Jahre,  aUo  von 
aki  l  Jahr;   ebenso  von  bk^,  von  bk^  u.  s.  w.  1  Jahr. 

Es  müssen  ihm  also  sämmtliche  Kapitalien  so  lange  gelassen 
werden,  bis  er  die  Benutzung  von  (aAr| -f  6^a  +  •  •  •  •  +  ykr)  für 
]  Jahr  genossen  hat.    Nennen  wir  diese  Zeit  x,  so  ist 


_aki+bki-i^  ....^ykr 


Es  ist  also  nach  diesen  Auflösungen  der  mittlere  Zabttag 
vom  Zinsfusse  unabhängig. 

Schon  darin  liegt  offenbar  ein  Widerspruch»  dass  man  einen 
Zinsfuss  annimmt >  durch  die  Art  und  Weise  der  Auflösung  der 
Aufgabe  aber  erkennt ,  dass  er  gar  nicht  in  Anschlag  gebracht 
werden  kann.  Diess  tritt  noch  klarer  hervor,  wenn  man  in  Glei- 
chung 10)  p~0  setzt,  d.  h.  gar  keine  Nutzniessuiig  (lir's  Rän- 
dert, also  auch  ßir  alle  Kapitalien  nimmt.  Zugleich  wird  klar 
sein,  dass  auf  diese  Weise  die  Zeit  immer  die  gross trouglicbste 
und  der  Nutzniesser  immer  im  Vortheil  ist. 

Es  soll  die  Unrichtigkeit  noch  mehr  beleuchtet  werden.  Der 
auf  diese  Weise  berechnete  Disconto  beträgt 

18)      D=z jgg  , 

daher  der  haare  Werth   W  aller  Kapitalien : 

19)      W=k,  +  k,  +  ....  +  kr-^'-£^^^±^^^ 

20)     IF=Aj(l-j^  +  ^2(l-~^)+....+Är(l-^. 

Da  aber  a,  b,  c,....y  und  p  alle  möglichen  positiven  Werthe  aoneb- 
men  können,  so  wird,  wenn  iipr=r]00,  6p=100,  u.  s.  w.,  y^=lOO 
gesetzt  wird. 
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M)     W=0. 

Der  Schuldner  oder  Nutzniesser  hat  also  gar  kein  Kapital  mehr 
in  USnden,  um  seinen  Verlust  durch  Umsetzung  zu  decken.  Dass 
der  Schuldner  aus  den  Kapitalien  ki,  k^,  ^9,  •...  ^r  den  Verlust 
in  zu  bestimmender  Zeit  wieder  gewinne,  ist  eine  beliebige  An- 
nahme und  entbehrt  jeden  Grundes,  da  die  Abzöge  so  beschaf- 
feo  sein  müssen,  dass  die  Reste,  die  haaren  Werthe  der  Kapi- 
talien, Eor  Versinsung  ausgeliehen,  zur  ursprünglichen  Summe 
wieder  anwachsen  müssen.    Es  mfisste 

Ff +^  =  ^i+^  +  ....  +  Ar 

«ein,  was  unmöglich  ist.  Diese  Lrisungsweise  ist  durch  die 
Pin ckard* sehe  oder  Carpzov'sche  Berechnung  des Interuseriums 
heryorgerufen  worden,  und  Oettinger  sagt  mit  Recht  Seite  III. 
seiner  politischen  Arithmetik,  dass  dieser  Methode  schon 
längst  kein  Denkender  mehr  beipflichte.  Er  selbst  lost  zwar 
sonderbarer  Weise  die  Aufgaben  über  mittlere  Zahlungstermine 
ebenso,  währenddem  der  Herr  Verfasser  Seite  13.  den  Wider- 
jspmch  der  Gleichung  20)  nachzuweisen  sucht  und  mit  Anwendung 
der  Zinseszinsen  ganz  analog  verßihrt. 


Einiges  über  Trisection   des  Winkels. 

Von 

Herrn  Franz  ff^altery 

^^44et  der  k.k.  Genie- Truppe  im  Militär-gcogra|>liischcn  Institute  zu  Wien. 


I. 


£s  sei  (Taf.  II.  Flg.  3.)  AB  eine  bekannte  Gerade,  C  deren 
Mittelpunkt  und  GH  senkrecht  auf  Aß,  Beschreibt  man  aus 
einem  beliebigen,    in    der   GH  liegenden   Punkte   D    den    Bogen 
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BEFA  mit  dem  Halbmesser  DB=DA,  tbeilt  diesen  Bogeo  bei 
F  und  E  \\\  drei  gleiche  Theile,  und  verföhrt  ebenso  mit  raehn^ 
ren,  aus  den  in  der  GH  liegenden  Mittelpunkten  W ,  IV'  ilciv; 
beschriebenen  Bugen,  so  liegen  alle,  auf  der  einen  Seite  hciiid 
liehen  Tbeilungspunkte  E' ,  E,  E"  n.  s.  w.,  dann  JF*,  F,  F"  d.  s.  w« 
in  einer  krummen  Linie,  deren  nähere  Untersuchung  unsere  Alf- 
gäbe  sein  soll. 

Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  O,  wen 
OC=^\AC,  die  Abscissenaxein  A'OA',  die  Ordinateuaxe in  YOV 
parallel  zu  GHt  verbindet  man  ferner  die  Punkte  B  und  E,  E 
und  F,  zieht  JE  senkrecht  auf  AB,  und  bezeichnet  endlich  die 
Länge  CB  mit  a,  so  ist: 

OJ=ar,    £J=y,    FE^EB, 

JB^+JE^=^BE^=FE^; 

da  nun 

FE=2.EK^2.CJ=2(OJ^OC)^2(x^^) 

und 

JB=^OB-OJz=^a--'X 

16         8  8  4 

wird  diese  Gleichung  geordnet,  so  hat  man: 

ga«^3:i:«-y« (I) 

als  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  E.    In  dieser  Gleichung 

2a 

erkennt  man  eine  Hyperbel,   deren   halbe  grosse  Axe  =  -^  und 

deren  halbe  kleine  Axe  =tto  leicht  zu  bestimmen  sind.    Ferner 

ßndet  man  die  Durchschnitte  der  Hyperbel  mit  der  Abscissenaxe, 

2a 
d.i.  deren  Scheitel,  in  L  und  A,  weil  AO=iOL=:-2'  Es  ent- 
spricht demnach  die  Curve,  welche  F",  F,  F'  u.  s.  w.  verbindet, 
nicht  der  Gleichung  (1),  sondern  einer  anderen  Hyperbel,  deren 
Dimensionen  zwar  dieselben  sind,  deren  Scheitel  sich  jedoch  in 
O  und  B  be6nden. 


ist,  so  ist 
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Die  GiefcfcvDg  (1)  enthalt  ferner  nur  die  Ccmetante  ABs=2a, 
Ae  Byperbei  wird  demnach  blos  durch  diese  GrOsse,  di^  Sehne 
in  getheilten  Bogens,  bestimmt,  und  ist  von  dem  Bogeti  eelbst 
ftM  unabhängig.  Aus  der  Matar  der  Ableitung  gebt  fefner  die 
Güttgkeit  der  Gleichung  fOr  die  Theilüngspnnkte  aUer  über  AB 
kschriebenen  BOged  hervor. 

* 

Auf  diese  Betrachtung  gestützt  lässt  sich  ein  Instrument  von 
der  In  Taf.II.  Fig.4.  dargestellten  Form  construiren,  mit  H-elchem 
min  jeden  Winkel  in  drei  gleiche  Theile  theilen  kann. 

Es  ist  nämlich  AB  die  Sehne  des  zu  theileoden  Bogens,  CH 
senkrecht  auf  AB,  AC=CB  und  LC=ICB,  ferner  LE  ein 
Theil  eines  Astes  der  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmten  Hyperbel, 
in  der  man  a  =  CB  setzt.  Die  Punkte  A  und  B  sind  durch 
einen  Strich  auf  den  Kanten  Ln  und  Cm  markirt. 

Ist  nun  lUNO  (Taf.  II.  Fig.  5.)  der  zti  theilende  Winkel,  so 
legt  man  das  Instrument  dergestalt  auf  denselben,  dass  die  Punkte 
A  und  B  in  seinen  Schenkeln  liegen  und  die  Kaute  CH  durch 
«eiBen  Scheitel  gebt.  Wird  nun  das  HyperbelstQck  LE  auf  das 
Papier  übertragen,  ferner  der  Punkt  B  auf  NO  markirt  und  nach 
Wegnahme  des  Instrumentes  der  Bogen  BRA  aus  dem  Mittel* 
paokte  N  beschrieben,  so  ist  der  Durchschnitt  R  dieses  Bogeos 
mit  dem  Hyperbelstücke  der  gesuchte  Theilungspunkt  desselben, 
daher  Z  BNR = JZ  MNO.  Die  Dichtigkeit  des  Vorganges  erhellet 
aas  der  Vergleichuug  der  Figuren  5.  und  3.  auf  Taf.  II. 

Der  genauen  Ausßihrutfg  dieser  'Theilung,  welche  im  Allge- 
memea  keinem  Anstände  unterliegt,  treten  in  einzelnen  Fällen 
Schwierigkeiten  entgegen.  Bei  Winkeln  nämlich  nahe  an  180^ 
treffen  die  Kanten  Ln  und  Cm  die  Schenkel  des  Winkels  in  sehr 
schiefer  Richtung,  es  wird  daher  dieBeurtheilung,  ob  die  Punkte 
A  fuid  B  10  diesen  Schenkeln  liegen,  und  die  Bestimmung  des 
Punktes  B  abf  NO  sehr  unsicher,  daher  das  Resultat  jnit  einem 
bedeatenden  Fehler  behaftet  sein,  -^  der  grösste  mit  Sicherheit 
z«  theilende  Winkel  dürfte  140"*  nicht  übersteigen.  Ist  der  zu 
theilende  Winkel  sehr  spitz,  so  ist  das  Instrument  ebenfalls  nicht 
mit  Vortheil  anzuwenden,  denn  je  spitzer  der  Winkel  wird,  desto 
f^oseer  werden  dessen  Schenkel  und  der  Theil  CH  des  Instru- 
ineite8\(bei  gleicher  Sehne  AB),  so  dass  diese  Stücke  bei  nur 
mtaig  kleinen  Winkeln  schon  Dimensionen  annehmen,  welche 
dieGrenzen  gewohnlicher  Zeichenflächen  überschreiten,  wenn  nicht 
sehen  ursprünglich  die  Sehne  AB  sehr  klein  gemacht  worden 
istjr  was  aber  wieder  bei  grösseren  Winkeln  der  Genauigkeit 
Eintrag  thun  würde.     Es  ist,  aus  diesem  Grunde  der  Winki>l  von 
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90^  ab  der  fcletMte  m  tbeilende  Winkel  AizentteMi,  Ot  wel- 
che Fall  CB  rs  2 AB  genügt  fibeoso  ist  es  ßlr  den  griMea 
2tf  theilenden  Winkel  von  140®  hinreichend,  wenn  das  HyperM- 
stück  LE  so  lang  gemacht  wird,  dass  die  Entfernung  BE^CB 
ist.  Sind  Winkel  an  theilen»  welche  140®  fiberschreiten  od«  30* 
nicht  erreichen,  so  vollfuhrt  man  die  Theilong  an  dem  htibett 
oder  doppelten,  überhaupt  an  einem,  in  einfacher  Beziebang  za 
dem  gegebenen  stehenden  und  innerhalb  der  gegebenen  Greozen 
liegenden  Winkel,  von  dem  sich  dann  leicht  die  Theilong  auf 
den  ursprünglichen  Winkel  übertragen  lässt. 


II. 

Das  Stück  des  Hyperbelastes,  welches  zur  Theilung  der  Win- 
kel benützt  wird,  lässt  sich  annähernd  durch  einen  Kreisbogen 
ersetzen,  und  es  soll  hier  untersucht  werden,  inwiefern  dies  ge* 
stattet  sein  kann. 


Zu  diesem  Ende  bei^iebt  man  die  für  den  Anfangspunkt  0 

giltige  Gleichnng  der  Hyperbel  3a:* — 4-^-=^*  auf  deren  Scliei- 

tel  At  und  itian  erhält  als  neue  Gleichung: 

y«=:3a:«  +  4oar. (1) 

Nun  beschreibt  man  aus  dem  beliebig  In  der  Abscissenaxe  gewSU- 
ten  Punkte  B  (Taf.  II.  Fig.  6.)  mit  dem  Halbmesser  BA  den  Kr«s 
bogen  ACD*),  bezeichnet  das  Stück  AB  mit  /,  verbindet  ferMt 
einen  beliebigen  Punkt  der  Hyperbel  E  mit  B  und  bezeichnet  die 
Gerade  EB  durch  /|. 

Es  ist  nun  der  Onterschied  zwischen  /|  und  /  zu  finden,  wen 
E  innerhalb  der  angedeuteten  Grenzen  liegt,  zu  welchera  Zwecke 
bemerkt  wird,  dass  für  den  ganzen  Lauf  dieser  TJntersoebBOg 
nur  der  halbe  Hyperbelast  von  A  aufwärts  in  Rechnung  gesogem 
mithin  die  untere  Hälfte  desselben  und  der  andere  Ast  nicht  be- 
rücksichtigt wird. 

Es  ist  EB^=EF^  +  F»  oder  /j«  ==  (/-x)«+y«,  und  nach 
Gleichung  (1): 

/i«  =  P-2ir  +  4j:a  +  4iia:, (2) 


*)  E«  ist  Sn  der  Fiji^iir  sowohl  dieser  Bogen,  aU  anch  die  Hypcr^^l 
etwas  mtnatiirlfch  gezeichnet,  om  ihren  Unterschied  deutlicher  hertor- 
tretend  zu  ntaoben. 
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«Mi  vremi  bmd  hier  4afl  +  4aaf'*^ihfsxm  setiti 

Et  wird  der  Unterschied  zwischeb  ^  and  /  bioii  von  m  abbSogeo, 
I»  das«  /^  Ar  ein  positiree  m  grSeeer  als  l,  fiOr  ein  negatives  »t 
Heiner  als  /  ist^  nnd  filr  m=(>  die  Geraden  /  and  /|  einander  gleich 
werden ;  in  diesem  letaleren  Falle  wird  der  Kreisbogen  die  Hypier- 
M  schneiden. 

m  wird  aber  positiv,  wenn 

ix^  +  iax>2laf,    2ar+2a>/,    2a?>/-2a; 
e§  wird  negativ,  wenn 

2a?</  — 2a, 

ood  c=0,  wenn 

2a:  =  /-2a, 

so  da88 

/-2a 


(3) 


die  Abscis«e  des  Darchsehoittspunktes  ist« 

fhm  Zeichen  von  m  wird  Hlr  jedes  w  da«seibe  bleiben ,  wird 
Mh  aber  ffr  verschiedene  Werthe  von  /  ändern«  Ist  oflmliob 
/<2a,  z.  B.  =:2a  — 0,  so  wird  m  nie  negativ  werden  kOrnien,  denn 
«s  kann  nicht  2ar<  — r,  sondern  nur  2^> — v,  daher  m  positiv 
Hb^.  Ffir  /=2a  wird  m  entweder  positiv  oder  =0,  aber  nie 
Mgitivy  ond  nur  ßir  />2a  können  alle  drei  Fälle  eintreten. 

Fassl  man  die  erhaltenen  Resnltate  zusammen »  so  sieht  man, 
dass  wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  Bogens  vom 
Scheitel  der  Hyperbel  grösser  ist  als  2a,  so  wird  der  Bogen 
Miei  der  Hyperbel  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkte  fbrtlaufen, 
«A«luhi  'aber  innerhalb  derselben  bleiben. 

Wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel  T2a 
M»  so  Regt  der  ganse  Kreis  im  Innern  der  Hyperbel. 

Hieraus  iSsst  sich  leicht  scbliessen,  dass  im  ersten  Falle, 
wenn  nämlich  der  Bogen  mit  der  Hyperbel  zwei  Punkte  gemein 
int,  die  grOsste  Differenz  zwischen  /|  und  /  jedenfalls  kleiner 
aaibllen  wird,  als  im  zweiten  Falle,  da  der  Kreisbogen  nahe  der 
B||erbel  bis  zum  Durchschnitte  mit  derselben  fortläuft,  während 
ersieh  im  zweiten  Falle  sogleich  von  ihr  entfernt. 

Es  wird  aber  die  grOsste  Differenz  zwischen  li  und  /  offen- 
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bar  dann  eintreten,  wenn  ^  ein  MibiniBin  wird;   um  nmi  dies« 
Minimum  zu  bestimmen ,  lOtft  man  die  Gleichung  (2)  nach'x  suf: 

^  .  ^,    2a—/      /,*—/« 


_/— 2aJ:V4/i«~3/«-F4a»~4a/ 


j:=: 


4 
Man  sieht,  dass  /i  unmöglich  kleiner  werden  kann  als 


V 


3/«  + 4a/— 4a« 


da  sonst  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ,  mithin 
X  imaginär  werden  würde.  Bezeichnet  man  den  kleinstmOglicbea 
Werth  von  /i  mit  4'   ^^  >^^ 

1^=  i  V"3/«  +  4a/— 4"?=;  V(3/— 2a)(/  +  2a). 
Für  diesen  Fall  wird   der  Ausdruck  in  (4)  unter  dem  Worzebei' 
chen  =0  und  j:=: — j — =4.    — s — *  d.  h.  die  Abscisse  de^i- 

gen  Punktes,  fär  welchen  /|  ein  Minimum  wird,  Ist  gleich  der 
halben  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  der  Hyperbel  mit  den 
Kreisbogen.    [Vergi.  Gleich.  (3)  u.  (4).] 

Will  man  das  Hyperbelstuck  AC  durch  einen  Kreisbogeo  er- 
setzen, so  ist,  wenn  derselbe  durch  C  gehen  soll,  dessen  Radtos 
AB=:2a  +  2AG,    die    grusste    Abweichung    von   der    H}i>erbel 

=  /—  i  V  (3/—  2a)  (/  +  2a),  und  die  Abscisse  Rir  den  Punkt  der 
grossten  Abweichung  AF=z\AG. 

Da  es  für  sich  einleuchtend  ist,  dass,  je  grosser  /,  also  je 
grr>sser  das  Hyperbelstfick,  auch  die  Abweichung  des  so  gefun- 
denen Kreisbogens  grösser  sein  wird,  so  wird  man  desto  aonSbem- 
der  das  HyperbelstOck  ersetzen  können,  je  kleiner  dasselbe  ist 
Nimmt  man  das  Hyperbelstück,  welches  zur  Theilung  von  li^o- 
kein  bis  zu  180^  ausreicht,  so  erhält  man  die  Abweichung  =:0.006.<^ 
eine  Grösse,  welche  sehr  föhlbar  und  fiir  die  wirkliche  Aosföb* 
rung  zu  bedeutend  ist.  Dagegen  erhält  man  einen,  ffir  diese^ 
Zweck  vollkommen  taugliehen  Bogen,  wenn  man  als  Grenze  d 

zu  theilenden  Winkel  90^  annimmt.  ii 

I 
Es  wird  für  diesen  Fall: 

ar  =  rslnl5®  —  Sa, 
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wfmi  JH=:t  ist    Da  aber  r^zHJ^aV^,  so  ist 

x=a(V2.»inI5o-.0.33)=0,0326920.a, 


^er 


/=:2.06ö3840.a, 

i;=iV"(3/-2a)(/  +  2a) 

=  |V  4.  J96I520X  4.0653840 
=2.06öll5.a, 


mitliin 


/— 4  =  0.000269. a. 

Da  die  Unterschiede  zwischen  /  und  ^  jedenfalls  kleiner  sind 
lU  die  entsprechenden  Unterschiede  zwischen  den,  durch  den 
Kreisbogen  und  durch  die  Hyperbel  abgeschnittenen  BGgen,  so 
»t  der  grosste  Fehler,  den  man  begehen  kann»  0.0002.a. 

Nimmt  man  als  die»  im  gOnstigsten  Falle  zu  erreichende 
Strichdicke  0.001  Wr.  Zoll»  so  wird  man  für  a  =  4  Zoll»  d.  i.  die 
ganze  Sehne  =8  Zoll,  höchstens  um  die  Dicke  des  feinsten  Striches 
(ehlen  können»  und  es  wird  dieser  Fehler  eintreten»  wenn  der  zu 
th«tleDde  Winkel  85»  53'....  betrSgt,  da  ffir  diesen  Fall  l^  ein 
Wninram  wird. 

Die  folgende  Constrnction  ist  hierauf  gestützt. 

8«  MON  (Taf.  IL  Fig.  7.)  der  zu  theilende  Winkel»  so  be- 
ädufftt  man  den  Bogen  MFN  mit  einem  beliebigen  Halbmesser» 
vM  4ie  Sehne  MN  und  macht  AN  =  \MN.  Theilt  man'  nun 
^MON  durch  die  Gerade  OP  in  zwei  gleiche  Theile»  macht 
CE::zCNy  beschreibt  aus  E  den  Bogen  MBN  und  trägt 
chord*Ä  =  JBüf  auf»  so  ist  arc  B2V^=  i  arc  ilfiV;  da  Z.MEN=9Ü'' 
ist  Zieht  man  nun  ßD±MN,  trägt  DG=CN=a  und  GH=^GA 
aii(  so  wird  der  aus  H  beschriebene  Bogen  AB  den  Bogen  MN 
in  F  schneiden  und  dieser  Punkt  der  Theilungspunkt  sein. 

Ist  ein  stumpfer  Winkel  MOQ  zu  theilen»  so  theilt  man 
ifOff  bei  Fund  trägt  chor  d  FJSf  =  chordJrL=  OiV  auf»  so  wird 
^^  =  i  arc MQ  sein. 

Da  diese  Constrnction  fQr  den  gewohnlichen  Gebranch  viel 
2t  OMrtäodlich  ist»  so  wird  man  statt  des  Halbmessers  AH  den 
Hilbmesser  2a  nehmen  können  und  hiebei»  besonders  wenn  CN 
Bidit  sehr  gross  und  ^ilfOiV  spitz  ist»  keinen  bedeutenden  Feh- 
ler begehen»  da  für  ifO2V=:90%  /— i;=0.0010a  wird,  und  sich 
disser  Fehler  desto  mehr  verringert»  je  kleiner  ^MON  ist. 
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XTIII. 

Beitrag  zor  Theorie  der  Tangenten  an  die  kramnen 

Iiinien  der  zweiten  Ordnung. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  K.  Steezkowski 

an  der  UnWenitit  so  Crnnan. 


Aos  efaiem,  ausserhalb  eines  Kegelschnitts  gegebenem  Pmkie 
eine  Tangente  an  diesen  Kegelschnitt  zu  ziehen ,  sind  zwar  etfcb* 
und  'ganz  einfache  Methoden  bekannt,  doch  will  ich  hier  nock 
eine  nicht  minder  einfache  zeigen,  welche  wiewohl  schon  llii|pt, 
jedoch  nicht  allgemein  bekannt  sein  dürfte,  weil  ich  sie  bis  jM 
in  keiner  analytischen  Geometrie  angetroffen  habe ;  ich  erinnere  wiA 
nur,  dass  mein  seliger  Professor  Franz  Sapalski  in  der  descrip* 
tiven  Geometrie  uns  diese  Methode  fOr  die  Ellipse  als  eine  eio- 
fache  und  praktische,  aber  ohne  Beweis  gezeigt  hat. 

Das  Wesen  dieser  Methode  bentht  auf  Folgendem-  Nimnit 
man  den  Kreis  als  Beispiel  vor,  desses  Mittelpunkt  5  (Taf.Il 
Fig.  8.).  Sei  ausserhalb  dieses  Kreises  der  gegebene  Punkt  Pt 
aus  welchem  wir  die  Tangente  ziehen  wollen.  Man  ziehe  ms 
diesem  gegebenen  Punkte  P  wie  immer  drei  Sekanten,  welche 
die  Peripherie  des  Kreises  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  Et  f^ 
schneiden  sollen.  Verbindet  man  kreuzweise  die  Durchscboltts- 
punkte  der  Sekanten  mit  der  Peripherie  mit  Geraden  BC,  AD, 
DEf  CF,  so  schneiden  sich  diese  Geraden  In  zwei  PonkteD  0 
und  O' ,  durch  welche  die  Gerade  gezogen  und  bis  an  die  Peri- 
pherie verlängert,  uns  die  Berflhrungspunkte  T  und  V  der  iwd 
aus  dem  Punkte  P  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  anzeigt 
wird.  Dasselbe  gilt  auch  fBr  die  anderen  Kegelschnitte.  Um  aber 
diese  Methode   zu  begrCInden,   muss  vorerst  bewiesen  werden, 
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• 

Ai09  die  Pankte  0  uad  O'  sich  wirklich  aiif  der  die  Berfihrangepppktt 
MriHodendea  Geraden  77^  befinden.  Dieses  hat  Tacqu^tin  sei« 
■BT  »^Synopsis  sectionum  conicarum,  Venttiis  MDCCLXII'' 
lyethetisch  bewiesen,  sich  auf  den  Saii  statsend«  dass  bei 
jedem  KegefeehniUe,  w^nn  man  aus  einem  ausserhalb  Uegeodeo 
Punkte  eine  Sekante  dieses  Kegelschnitts  ^eht»  dieselbe  in  zwei 
Punkten,  wo  sie  den  Kegelschnitt,  und  im  dritten  Punkte,  wo 
^  die  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  zweier  aus  dem- 
wlbeo  an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  verbindet,  schnei- 
det, in  einer  harmonischen  Proportion  getheilt  wird.  Diese  zwei 
Sitze  hal>e  ich  in  keinem  der  jetzigen  Lehrbücher  gefunden,  des- 
iregen  werde  ich  ihre  Begründung  hier  folgen  lassen,  indem  ich 
mit  dem  zweiten  beginne. 

Für  den  Kreis  ist  dieser  Satz  äusserst  leicht  zu  beweisen. 
Seien  nenilich  aus  dem  Punkte  P  (Taf.  II.  Fig.  9.)  zwei  Tangenten 
gezogen  und  die,  die  Berührungspunkte  verbindende  Gerade  TP y  so 
wie  die  Sekante  PB,  welche  die  Peripherie  des  Kreises  in  den 
Punkten  Ä  und  B  und  die  Gerade  TT  im  Punkte  C  schneidet 
Zq  l>eweisen  ist,  dass 

PBiPA:=BC:Aa 

Dtftii  die  Punkte  4  und  B  zieht  man  die  Geraden  F/>  und  GE 
psffllel  zu  TT  9  bis  sie  sich  mit  der  Peripherie  und  der  einen 
der  Tangenten  schneiden,  wie  hier  in  F,  G  und  /),  E,    Aus  einem 

beicio&ten  Satze  der  elementaren  Geometrie  hat  man  DT^=FD.AD 

nüiEf^=^EG.EB;  zieht  man  noch  durch  den  Mittelpunkt  des 
ibäies  die  Gerade  PQ,  welche  die  Gerade  TT  und  folglich  auch 
die  ihr  parallelen  FA  und  GB  halbiren  wird ,  so  ist 

QE:OD=QB:OA  oder  CE»:§5«=:  Ö5«:Ö3», 

uad  daraus : 

Q&'^QB^:Q&ssÖ&'-'ÖA^;0&, 

oaei 

odei,  i&  QB==QG  and  OA=OF: 

SelBrt  man  hier  die  obigen  Werthe  fttr  die  Rechtecke,  so  erhal* 
(iewir: 

eJB*:ÖB«  =  jE2*:C7«   oder  QEiOD^ET.DT. 
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Da  aber  QEiODzs PEiPD,  so  ist  PE:PDz=:ET:DT,  ^.b. 
die  Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P,  D,  T,  E  in  ein^  bar-! 
nionischen  Proportion  getheilt»  deswegen  ist  derselbe  Falt  mit 
der  Sekante  PB,  dass  sie  in  den  Punkten  Pf  A^  C,  B  durch 
die  Parallelen  in  der  nemlichen  Proportion  getheilt  wird,  d.h.  es 
wird  PB:  PA^s^ BC:  AC  sein f  wie  behauptet  wurde. 

Um  diesen  Satz  für  andere  Kegelschnitte  su  beweisen»  werde 
ich  nur  d|e  Ellipse  vornehmen;  alles  aber,  was  ich  ffir  dicMe  he* 
weisen  werde,  wird  fiir  die  zwei  anderen  Kegelschnitte«  d.  h«  Hyper 
bei  find  Parabel,  gelten.  Ich  nehme  die  allgemeipe  Glelchoog 
der  Kegelschnitte  vor : 

ay«  +  bxff  +  cx^  +  dif  +  ex+f=z  0, 

in  welcher  ich  x  und  y  als  schiefwinklichte  Ooordinaten  ansehe, 
deren  Anfangspunkt  O  ist  (Taf.  II.  Fig.  10.),  und  setze  voran«» 
dass  diese  Gleichung  die  Ellipse  bedeutet 

Ordne  ich  diese  Gleichung  nach  y,  so  wird 

^  a     ^  a 

sein.  Wird  hier  x=OP  gesetzt,  so  erhält  man  zwei  Wondh 
für  2^,    nemlich  Püf  und  PN.     Da  aber  nach   der  Theorie  der 

Gleichungen das  Product  ^ic'ser  Wurzeln  ist,  so  lit 

a 

Diese  Wurzeln  können  aber  entweder  beide  reell,  beide  Imagioir 

oder  beide  gleich  sein,  je  nachdem  die  zwei  Wurzeln   der  Glei- 

e        f  ' 

chuog  x^  -f  "^  -|- -  =0  reell,  imaginär  oder  unter  einander  gleich 

sind.  Lassen  wir  die  imaginären  Wurzeln  ausser  Acht  Wifd 
in  der  ursprGnglichen  Gleichung  y=0  gesetzt,  so  erhalten  wir 
die  Abscissen  der  Punkte,  in  weichen  die  Ellipse  die  Abscisses* 
axe  schneidet,  d.  h.  wir  erhalten  OA  und  OB.  Für  diesen  Fall 
haben  wir: 

^'  +  -o:  +f  =(x-  OA)  (x--  OB) 

c         c 

oder 
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Da  wir  aber  vorher  x  =  OP  gesetzt  haben ,   so  wird  auch : 

d.b.nach  dem  Obigen  PM.PN^-.PAPB,  woraus  5?:^=£. 

ö  PA.PB      a 

Aus  dieser  Gleichung  lesen  wir  die  Wahrheit,  dass  das  Verhält- 
liss  der  Rechtecke  PM,PN  nnd  PA.PB  (lir  jeden  Kegelschnitt 
eonstant  ist.    Setzt  man  also  x=zOP,  so  werden  wir  auf  dem 

nemUcben   Wege     /y^  pio  =  "  "«d  folglich 

PN.PM       P'N'  .P'M' 
PB.PA'"    PB.PA 

erhalten,  d«  h.  zwei  Sekanten  aus  dem  nemlicben  Punkte  P  ge- 
zogen geben  dasselbe  Yerhältniss  der  Rechtecke  ans  den  ganzen 
Sekanten  In  ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie  zwei 
andere  den  ersten  parallele  Sekanten  aus  einem  anderen  Punkte 
ao  denselben  Kegelschnitt  gezogen. 

Nehmen  wir  jetzt  die  Abscissenaxe  (yX'  zur  Tangente  an, 
oder,   was  dasselbe  ist,  setzen  wir  voraus,  dass  zwei  Wurzeln 

e        f 

der  Gleichung  ar*+-:r+-  =  0  unter  einander  gleich  sind,    so 

c        c 

iiominen  die  Punkte  A  und  B  in  einen  Punkt  D  zusammen,  d.h. 
es  wird  PB  =  PA=QD,  so  wie  P'B=  PA  =  Q'D;  deswegen 
erfaaheD  i^ir  aus  dem  nemlicben  Grunde: 


QN.QM     Q'N'.Q'M' 


,        QN.QM       QBß 


Q[ß  Q'D^  C'iV'.e'iH'— q7^ 

d.  L  wenn  man  aus  zwei  verschiedenen  Punkten  ausserhalb  eines 
Kegelschnitts  zwei  parallele  Sekanten  und  Tangenten  an  den 
ncmlichen  Kegelschnitt  zieht,  so  verhalten  sich  die  Rechtecke  aus 
des  Sekanten  in  Ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie 
die  Quadrate  der  Tangenten. 

Auf  diese  Eigenschaß  der  Kegelschnitte  gestützt,  können  wir 
jetzt  beweisen,  dass  die  Sekante  PB  eines  Kegelschnitts,  gezo- 
g«i  ans  dem  Punkte  P,  wo  die  beiden  Tangenten  zusammen- 
kommen, in  den  Punkten  A,  B,  wo  sie  den  Kegelschnitt,  und 
im  Punkte  C,  wo  sie  die,  die  Berührungspunkte  der  zwei  aus 
demselben  Punkte  P  gezogenen  Tangenten  verbindende  Gerade 
sdmeidet,  in  einer  harmonischen  Proportion  getheilt  wird.  Wir 
wollen  nemHch  beweisen,  dass 
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PBiPAzsiBCiAC 

iKt  (Taf.  II.  Fig.  11.)*  In  dieser  Absicht  xieht  man  durch  P  nd 
den  MUteipunkt  der  Ellipse  die  Gerade  PQ,  und  dann  dardi  die 
Pankte  A  uod  B,  wo  die.  Sekante  die  Ellipse  schneidet,  Plral- 
lellioien  zu  7*7'»  bis  ste  sieh  mit  der  Ellipse  irodimak  und  «tt 
der  Tangente  PT  in  den  Paukten  F,  6,  Z>,  E  schoeiden. 

Ich  halte  es  nicht  ßr  nothig,  zu  beireisen»  daas  die  Gerade 
PQ  die  TT*  im  Punkte  I,  also  auch  die  ihr  parallelen  Sehnen  JF 
und  BG  in  den  Punkten  O  und  Q  balbirt  Wenn  ich  also  die- 
ses voraussetze,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

DF.DAiEG.EB=zDf^tET^. 

Im  Dreiecke  QPE  haben  uir: 

QE:  OD  ^  PQ:PO=^  QBi  OA, 


d.  b. 


woraus 


QE^iQB^  72x00^x0  A^y 


QE^^^S^:QE»=:  OB«- ÖJ«:  Ö5* 

oder 

(QE  +  QB){QE-QB):{01)  +  OA)(OD^OA)  =  QE*:UO^. 
Da  aber  QBzzQG  und  OA=OF,  so  ist 

EG.BE:DF.DA-QE^iO&. 

Setzen  wir  hier  för  das  VerhSitniss  der  Rechtecke  das  obige  ihm 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir: 

Q£«:ÖB*  =  £T«:Br*   oder   QEiQD^  ET-.DT. 

Aber  QE:OD=PEiPD,  folglich  PE.PD^ETiDT,  d.h.  dia 
Tangente  PE  Ut  in  den  Punktep  P,  D.  T,  E  in  einer  fcanao- 
nischen  Proportion  getheilt,  deswegen  wird  audi  die  Sekante  PB 
durch  die  Parallellinien  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B  in  einer  har- 
monischen Proportion  getheitt^  nemlich  es  whrd 

PBtPA^BCiAC 

sein,  was  zu  beweisen  war. 

Das  Letzte,  was  uns  z«  begrteden  bleibt,  die  auf  der  ^9ten 
Figur  ßlr  einen  Kreis  gezeigte  Methode»  mitlelst  dreier  SefcastfP 
die  Tangente  eines  Kegelschnittes  zu  ziehen,  zu  rechtfertigeD»  ist 
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der  Beweis,  dass  die  Geraden  AD,  BC  (Taf.IL  Fig.  12.)  sich  auf 
der  die  Berfibrungspunkte  verbindende»  Geraden  TV  scbneldeo. 
Diesen  Beweis  werde  ich  fast  mit  Tacquets  Worten  fflhren. 

Es  seien  PT  und  PT'  swei  aus  dem  Punkte  P  an  eine  Ellipse 
gezogene  Tangenten  und  TT'  die,  die  Beriibrungspunkte  verbin- 
dende Gerade;  dann  seien  PB  und  PD  die  zwei  aus  demselben 
Punkte  gesogenen  Sekanten,  welche  dieEHipse  in  den  Punkten  A,  B, 
C,  D  und  die  Gerade  TV  in  E  und  F  schneiden.   Die  Gerade  AD 
schneide  die  Linie  TT^im  Punkte  O;  durch  Pund  O  ziehen  wir  wieder 
eine  Gerade,  und  durch  die  Punkte  B  und  CParailellinien  zu  AD, 
bis  sie  sich  mit  der  TV  und  der  verlängerten  PO  in  den  Punk- 
ten Bt  K  und  Gf  I  schneiden ;   zuletzt  ziehen  wir  BQ  und  CO. 
Id  dem  Dreiecke  DOP  haben  wir  DOiCI=iPDiPC.    Da  aber 
Dach    dem    Vorhergehenden    PD:PC=zDF:CF,    so    Ist    auch 
DO:Ci=DF:CF.    Die  Dreiecke  DOF  und  FGC  sind  ähnlich, 
denwegen  DFiCF^DOiGC,   folglich  DO:CI  =  DO:GC,  also 
CI:=GC.     Ebenso  hat  man  Im  Dreiecke  BPh  die   Proportion 
BK:AOr=zPB:PA.    Da  aber  PB:PA=:  BEiAE,   so  ist  auch 
BR:AO  =  BE:AE.    Die  Dreiecke  BEB  und  AEO  sind  wieder 
äliDlich,  also  BE:AEz=BHiAO,  folglich  BKiAO  —  BHiAO, 
woraos  BK^BU.    Endlich  sind  die  Dreiecke  BOK  und  iOG 
ähnlich,  haben  flberdies  die  Seiten  BKnnA  Cr/ parallel,  die  vwiA 
anderen  Seiten  des  einen   sind  Verlängerungen  der  Seiten   des 
anderen  Dreiecks;    wenn  also  die  Gerade  BO  die  eine  der  paral<- 
lelen  Seiten  HK  in  B  halbirt,  so  rouss  sie  verlängert  die  andere, 
d.h.  G7,«anch  halbiren,  oder  sie  muss  auf  den  Punkt  C  treffen; 
mit  anderen  Worten,  die  drei  Punkte  B,  O^  C  m'fissen  kl  einer 
ond  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Art  haben  wir  bewiesen,  dass  die  Geraden  AD, 
BC  sich  auf  der  Geraden  TT'  durchschneiden.  Da  man  aber 
keine  besondere  Lage  für  die  zwei  Sekanten  angenommen  bat, 
80  gilt  der  Satz  fiir  je  zwei  aus  dem  nemlichen  Punkte  P  ge- 
sogene. Zieht  man  also  drei  solche  Sekanten,  so  werden  wir 
iwei  Durchschnittspunkte  erhalten,  welche  uns  die  Richtung  der 
Geraden  TV  and  diese  Gerade  <He  Berfibrungsponkte  T  und  V 
hestinimefi  werden. 
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Ueber  elliptische  Coordinaten. 

(Man  sehe  die  frühere  Abhandlung  in  diesem  Theile:    „Ueber 
krummlinige  Coordinaten/'    Nr.  V.  S.  26.) 

Von 
Herrn  Doctor  Otto  Bohlen 

zu   Suis  a.  N.  im   Königreich  Wurtemboffp. 


Aus  den  Gleichungen  des  Eilipsoida  {q)  und  der  homofokafen 
Hyperboloide  (fi)  und  (v): 


,a  *2 


folgt : 
(2) box:=Q(iv, 

(3)  .  .  .  6V';?ir62,y=V^«-6*Vfi*-6«V^6«^v«, 

(4)  .  .  .  cVc*— 6«.z  =  Vp*— c*Vc*— fi«Vc«— V« 

Diese  Relationen  bilden  die  Grandlage  ffir  die  Theorie  der  eeo- 
frischen  homofokalen  Flächen ^  oder  der  elliptischen  Coordinaten. 
Es  sei  ABCD  ein  Krammungslinien- Viereck  auf  (9);  Xm%  ^9  Xtt  ^d 
sind  die  Alwcissen  der  Eckpunkte»  welche  durch  die  elliptischeA 
Coordinaten  (p,  f*,  v);  (^,  f*,  v');  (q,  f*',  v');  (q,  fi^' ,  v)  bestiniiat 
sind;  so  folgt  aus  (2): 

(5)' Xa*SCe^=^  Xh'Xdi 

ebenso  findet  man  aus  (3)  und  (4) : 
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Die  Abscissen  det  Ecken  eines  Krfiromungslinien- 
Vierecks  sind  proportionirt.  Hieraas  ergibt  sieb  weiter, 
das8  die  Gegenecken  solcher  Vierecke  die  correspondirenden  Punkte 
des  Ivory  sind.  (Chasles,  sar  l'attraction  des  ellipsoi- 
des.  Institut  de  France,  tbnie  IX.).    Aus  (2)  folgt: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  Ebene  senkrecht 
2arj:^Axe,  so  ist  das  Produkt  der  grossen  Ualbaxen 
der  drei  durch  ihn  gehenden  homofokaien  Flächen 
konstant.. 

Wir  betrachten  ein  von  sechs  homofokaien  Flächen  eingeschlosse- 
nes Parallelepiped.  Die  Punkte  (q,  (i^,  v)  und  (Q+dg,  (i^+dfiy  v-i-dv) 
sind  zwei  Gegenecken  desselben;  in  dem  ersten  dieser  Punkte 
stossen  die  drei  Kanten  ds' ,  d$" ,  d^  zusammen;  dt  ist  die  Ver- 
bindungslinie beider  Punkte  oder  die  Diagonale  des  Parallelepi- 
peds.  Betrachten  wir  in  (3),  (3)  und  (4)  :r»  y,  t  und  ^  als  varia- 
bel, so  erhalten  wir: 

(6) '.   .   .     öcda:  =  fivdQ, 

b  V"^*^^  dy  =  w=tp  Sf^TI^  V^6«- V«, 

c  hf^Z^dz  =    ,    l      qVc*— ft'  Vc«^=^, 

Ebenso  findet  roan^  wenn  in  (2),  (3)  und  (4)  x,  y^  z  und  ft,  hier- 
^^^t  y,  %  und  V  als  veränderlich  angesehen  werden: 

Es  seien  a,  n',  «'';  «,«',«";  a,a',a"  die  Cosinus  der  Win- 
^^U  welche  die  Linien  ds' ,  d/'^  d^  mit  den  Axen  der  x,  y,  z 

^Men,  so    findet  man  aus  (6)  und  (7),    da   a^-j-,,    c' =  ^, 

a»-  *   •  ♦ 
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Achnliche   Wertbe   ergeben  sieb   f&r  die  anderen  Cosimis.   Ais 
(10)  folgt: 

In  einem  Krfimmangslidien  -  Viereck  auf  einem 
Eliipsoid  eder  Hyperboloid  sind  die  Cosinas  der  Wio* 
kel,  treicke  die  Normalen  der  Fläche  mit  einer  der 
Azen   bilden,  proportionirt. 

In  einem  frfiberen  Aarsatze  (Ueber  einige  iSfitze  derkdhe- 
renGeometrie,  Archiv,  Tbl.  XXXIII.  S.  HL)  habe  ich  (olgendei 
Theorem  von  Chasles  ans  den  Formein  (1)  abgeleitet.  Wenn  min 
durch  einen  Punkt  A  oder  (^,  ft^y)  drei  Normalen  der  Flächen  (^)i  (|i),(y) 
zieht  und  auf  demselben  Stficke  abschneidet  =  ^^  f*  und  v,  so  sia^ 
diese  die  Halbaxen  eines  EUipsolds  £,  welches  die  ^s- Elbene  in  Ur- 
sprung O  berOhrt,  und  dessen  parallel  mit  dieser  Ebene  gelegter  Di» 
metralschnitt  die  Constanten  Halbaxen  b  und  c  hat.    Wenn  sich 
nun  der  Punkt  (p,  jii,  v)  auf  einer  Ebene  L  bewegt,   welche  ait 
den  Normalen   ^»  jn  und  v  die  Winkel  t,  t',  f  bildet,   so  sind 
die  Perpendikel,    welche  von  den  Endpunkten  dieser  Norroalen 
auf  L  herabgelasssen  werden,  gleich  ^sint,  fAsinr,  vsint*^,  nd 
da  die  Quadratsumme  der  von  den  Endpunkten  dreier  konjugirten 
Seipidiameter  eines  Ellipsoids  auf  eine  Diametral -Ebene  gefällten 
Perpendikel  konstant  ist,  so  haben  wir: 

(11)   ....    tf«sin«i+fA«sinV  +  i^stnV'ii«*. 

Hier  bedeutet  o*  die  Quadratsumme  der  von  den  jEndpunkten  der 
konjugirten  Semidtameter  OA^  b  und  c  auf  L  geßNIten  Perptt- 
dikel.  Bewegt  sich  A  anf  Xr,  so  ist  o* konstant;  kommt  der  Pookt 
A  in  eine  solche  Lage,  dass  eine  der  drei  dnrch  ihn  gehendeo 
homofokalen  Flächen  L  tangirt,  so  verwandelt  sich  die  linke  Seite 
von  (11)  in  das  Quadrat  der  grossen  Halbaxe  dieser  tangirenden 
Fläche,  also  ist  diese  Halbaxe  =a.  Die  Fläche  selbst  neooen 
wir  (or).  Wenn  in  (11)  der  Punkt  (p,  fi,  v)  als  fest  angenonnBea 
wird  und  die  Fläche  (a)  als  gegeben,  so  ist  (11)  die  GleichaD|( 
des  Kegels I  dessen  Spitze  (p,  |&,  v)  ist  und  welcher  (er)  tssgirt 
Die  Variabelen  sind  die  Winkel  t,  i' ,  f.  Wir  betraditeD  fit 
Normalen  der  in  (p,  fA,  v)  zusammenstossenden  Flächen  (p),  (f») 
und  (v)  als  Coordinatenaxeo ,  und  zwar  sollen  die  Nonnaien  Toe 
(p),  (jii)  und  (v)  die  Axen  der  |,  17  und  i  sein.  Für  irgend  einen 
Punkt  (I,  17,  £),   der  auf  der  Normale  von  L  liegt,  ist:  » 
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nach  (11)  iitt: 

(^-4^)$«  +  (m«-«^)i2»  +(i^-««){;«»o. 

DIess  kt  die  Gleichung  des  firgäosuogskegels  von  demjenigen, 
welchen  die  Ebenen  L  einhüllen;  der  Kegel  selbst  hat  also  die 
Gtetchnog: 

(«2) ^itr;?+pe^+;;t«^o^ 


die  Gleidia^ea  der  Fokal- Linien  sind: 

da  ^,  ^  ond  V  konstant  sind»  so  folgt  hieraus: 

Alle  konzentrischen  BerOhrungskeget  hömofokaler 
Ellipsoide  oder  Hyperboloide  sind  bomofokal  (haben 
dieselben  Fokal- Linien) ,  welchen  Satz  Chasles  (Apercu  histo- 
riqae)  and  Jacobi  (Crelle's  Joarnal)  angegeben  haben. 

Die  Gleichung  des  BerQhrungskegels  einer  zweiten  honiofo- 
kilen  Fläche  (ß),  dessen  Spitze  auch  (p,  fi,  iß)  ist,  heisst: 

|t  ^  f« 

(12)  und  (13)  sind  die  Gleichungen  einer  gemeinsamen  Tan- 
kte der  homofokalen  Flächen  (a)  und  (ß).  Da  nun  zwei  homo- 
Muüe  Kegel  sich  senkrecht  schneiden,  so  folgt  hieraus,  dass 
•lA  durch  die  gemeinschaftliche  Tangente  swei  Ebenen  legen 
,  wovon  die  erste  (a)  berGhrt  und  auf  (^)  senkrecht  steht;  die 
berührt  (ß)  und  steht  auf  («)  senkrecht ;  mit  anderen  Worten : 


Die  scheinbaren  Umrisse  zweier  homofokalen  F1&- 
eben  verschiedener  Art  stehen  auf  einander  senkrecht, 
vea  welchem  Punkt  aus  «ie  auch  betrachtet  werden 
mdgen« 

Solche  Flächen  kennen  also  die  Krümmungsmittelponkte  Eber 
Mllen  Fläche  (1)  enthalten;  diese  hat  die  Eigenschaft,  dass  die 
Normalen,  deren  Fusspnnkte  eine  Krümmungslinie  auf  ihr  bilden, 
(«)  (oder  (ß))  in  einer  geodätischen  Linie  berühren.  (Monge, 
analyse  appliqu^e  ä  la  g^ometrie,  5««  ^d.,  pag.  136.,  137.) 
Die  Berührungspunkte  derselben  Normalen  mit  (ß)  (oder  (a))  bil- 
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— 5^ 1 — =cott8t   oder  — -— —  =  coiist 

T  t 

D  und  ly  sind  die  Halbaxen  desjenigen  Diametralschnitts  der 
Fläche,  welcher  der  Tangential -Ebene  im  Punkt  (q,  (i,  %i)  paral- 
lel ist.  D,D' .n  ist  der  Inhalt  dieses  Diametralschnitts,  somit 
haben  wir: 

Lfings  aller  geodätischen  Linien  auf  einem  Eilip- 
soid  oder  Hyperboloid,  welche  Eine  KrOromungslinie 
der  Fläche  tangiren  oder  durch  einen  Nabelpankt 
gehen,  ist  das  Verhältniss  der  dritten  Potenz  des  In- 
halts von  dem  der  Tang^ntial-Ebene  parallelen  Dia- 
roetralschnitte  zum  Krümmungshalbmesser  der  Linie 
konstant. 

Die  ganze  BeweisfuhruDg  lässt  sich  auch  auf  die  konjogirten 
geodätischen  Linien  übertragen,  wenn  man  in  (18)  unter  x  den 
Krümmungshalbmesser  des  der  konjugirten  Tangente  der  Linie 
entsprechenden  Normalschnitts  der  Fläche  versteht,  und  unter  i 
den  Winkel  begreift,  welchen  diese  Tangente  mit  der  Krümmungs- 
iinie  fi=:const.  bildet. 

fit  und  m!  sind  die  Endpunkte  eines  Linienelements  auf  einer 
Fläche;  mq  und  m'q'  sind  die  Normalen  der  Fläche,  und  vkzx 
sind  gq*  diejenigen  Punkte,  welche  die  kleinste  Entfernung  zwischeo 
beiden  Normalen  angeben,  aber  die  Linie  qq*  ist  senkrecht  auf 
jeder  Normale.  Joachimsthal  nennt  mq  die  Poldistaoz  des 
Elements  mm'  unil  findet  daför  den  Wertb: 


^  = 


jgcos^i-f  jgysin^i 
-gäCos«i  +  ^8in^ 


t  ist  der  Winkel  zwischen  mm^  und  der  durch  m  gehenden  KruD* 
mungslinie.  Es  mag  hier  erwähnt  werden,  dass  PoisSon  zuerst 
den  Gedanken  hatte,  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  oo- 
endlich  nahm  Flächen -Normalen  zu  berechnen  (Journal  de 
l'ecole.polytechnique,  sur  la  courbure  des  surfaces, 
cahier  21,  page  205.).  Setzen  wir  nun  in  diese  Gleichung  die 
oben  angegebenen  Werthe  von  R  und  R*  fSr  das  EIBpsoid  (i\ 
ein,  so  erhalten  wir  nach  einigen  Reduktionen: 

In  demjenigen  Diametral^hnltte  ren  (^),  weleiicr  dtr  TanientM- 
Ebene  des  Elements  mm'  parallel  ist,  ziehe  man  einen  SenSdii- 
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meter  parallel  mm'  und  fälle  vom  Mittelpunkte  auf  die  durch  den 
Efidpoekt  dieses  Semidianieters  gehende  Tangente  de»  Schnitts 
ein  Perpendikel,  so  bedeutet  in  (19)  p  die  GrHsse  dieses  Perpendikels. 

Das  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangential  -  Ebene  gelallte  Per- 
pendikel sei  P,  so  hat  man  dafür  den  Werth  in  elliptischen  Coor- 

dioaten : 

also 

m  .......  d=^' 

Bierin  ist  folgendes  Theorem  enthalten : 

Anf  einer  centrischen  Fläche  aweiten  Grades  ist 
ein  Linienelement  gegeben;  man  ziehe  in  dem  Diame- 
trilschnitte  der  Fläche,  welcher  der  durch  diesea  £le* 
oent  gebenden  Tangential-Ebene  parallelist,  einenSe- 
midiameter  parallel  dem  Elemente,  so  ist  das  Quadrat 
des  Perpendikels,  welches  vom  Mittelpunkte  auf  die 
durch  den  Endpunkt  dieses  Semidiameters  gerbende 
TiDgente  des  Schnitts  gefällt  wird,  gleich  der  Poi- 
distanz  des  Elements  multiplizirt  mit  dem  vom  Mittel- 
punkte auf  die  Tangential-Ebene  herabgelassenen  Per- 
pendikel. 

Dieser  Satz  gilt  allgemein  fllr  irgend  eine  Linie  auf  der  Fläche. 
Bei  den  Kriimmungj<linien  wird  die  Poldistanz  gleich  dem  Haupt- 
krinnion^-Ilalbiiieeser  der  Fläche,  und  p  fWt  zusammen  mit  einer 
Ualbaxe  D  oder  D'  des  der  Tangential-Ebene  parallelen  Diame- 
tr^lschnitts ,  also  ist: 

(21)  ...  .   R=zjj,    Ä'  =  ^,    R:R'  =  D:ir, 

«welches  der  Satz  von  Dupin  ist 

Jede  Linie  auf  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist 
charakterisirt  durch  die  Formel 

(2Ö) P.S,d' .siuttzzzconst. 

^  ni  der  8«iiädianMrfer  der  Fläebe,  weleheif  pttfallel  der  Tangente 
derLiaie  ist,  9^  der  konjni^irte  Senifdiametet-  in  dem  Diametral* 
scliitte»  der  {mraliel  der  Tangential -Cbene  ist;  tt  der  Winkel 
nrliAeii  beiden.  Bei  den  geodätischem  Lioleti  ist  P.öasiconsi. 
(Haehimitth»!)^   also  aitcbt 
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(23) d'.8ioo=con8t 

Bei  den  konjugirten  geodStischen  Linien  ist  P.6'=coo8t. 
(C  hast  es),  mitbin  anch: 

(24) d.sino=:const. 

d.sino  ist  nach  der  obigen  Erklärung  offenbar  =p»   also  haben 
wir  nach  (20): 

(25) -^.P=const. 

Hierin  ist  dieser  Satz  ausgedruckt: 

Längs  einer  conjugirten  geodätischeo  Linie  auf 
einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist  das  Pro- 
dukt der  Poldistanz  eines  Linlenelements  und  des  voo 
Mittelpunkte  auf  die  Tangential-Ebene  gefällten  Per- 
pendikels konstant. 


Interessante  Abänderung  des  Ausspraebs  des  Gesetzes 

der  gewobniicben  Lichtbrecbiing. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilh.  Matzka, 

Prpfeiior  der  Mathematik  an  der  Hochichale  sn  Prag* 


Die  folgende  Unistaltung  des  bekannten  Lehrsatzes  fiber  die 
gewöhnliche  Brechung  des  Lichtes  beim  Uebergange  aus  eio^ 
Mittel  in  ein  anderes  angrenzendes »  von  welchem  Jener  über  die 
Zurfickwerfung  des  Lichtes  nur  eine  Besonderheit  Ist»  entsprang 
aus  meiner  (im  Januar  1857  stattgefundenen)  genaueren  ErwXgsog 
eines  in  meinen  wiederholten  Vorträgen  über  die  gegenseitige 
Stellung  Ton  Geraden  und  Ebenen  Im  Räume  behandelten,  so  wie 
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iiieb  io  manche  LebrbOcber  der  Geometrie  (z.  B.  in  L.  Schulz 
Too  Strassnicki's  Elemente  der  reinen  Mathematik, 
2.  Tbeiiy  Geometrie.  Wien  1835«  S.  196.)  aufgenommenen  Lehr- 
satzes über  den  Zusammenhang  der  Winkel  einer  geraden  Linie 
mit  den  in  einer,  von  ihr  durchstochenen  Ebene  enthaltenen  Ge- 
raden. Sie  dürfte  einer  weiteren  Bekanntmachung  im  Kreise  der 
natbematischen  Physiker  wohl  sicher  för  würdig  erachtet  werden. 


1.  Wenn  ein  Lichtstrahl  durch  eine  Trennungsebene  zweier 
Mittel  bindarcbgeht,  wird  er  an  ihr  gewohnlich  dergestalt  gebro- 
eben«  dass  das  Yerbfiltniss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  b 
lUD  Sinus  des  Refractions-  oder  Brechungswinkels  q  .von 
der  Grösse  dieser  Winkel  unabhängig  und  dem  in  dieser  Hinsicht 
beständigen  YerbSltnisse  n:l  gleich  ausföllt,  wo  n  der  Brechungs- 
ind ex  oder  Brechungsexponent  genannt  za  werden  pflegt; 
also  dass  sich  verhält 

sin  € :  sin  p  =  n :  1. 

%  Man  weiss»  dass  der  Neigungswinkel*)  einer  geraden 
Uoie  a  (Taf.  111.  Fig.  1.)  gegen  jede  Normale  oder  jedes  Loth  p 
einer  Ebe^e  Ü  sich  mit  ihrem  Neigungswinkel  gegen  diese  Ebene, 
oder  eigentlich  gegen  ihre  Projection  a'  in  dieselbe  Ebene,  zu 
eioem  rechten  Winkel  ergänzt,  nemlich  dass 

A        A         A        A 
a.p  +  a.il  =  a.p  +  a.€i'  =  90® 

ist  Sonach  ist  der  Sinus  jenes  ersteren  Winkels  der  Cosinus 
<lieses  letzteren,  und  man  kann  deswegen  die  Sinus  der  obigen* 
zwei  Winkel  £,  q  durch  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  e',  q'  des 
eiofallenden  und  gebrochenen  Strahles  gegen  die  Trennungsebene 
ü  ersetzen ,  so  dass  sich  auch  verhält 

cos  e' :  cos  p' = n :  1. 
3.    Der  Cosinus  des  Winkels  einer  in  eine  Ebene  Ü 


*)  Unter  Neigungswinkel  zweier  unbegrenzter  oder  Toller  Gera- 
te begreife  ich  immer  den  kleiuAten  Winkel  der  Richtungen  dieser 
It^iiea  Geraden ;  weshalb  derselbe  nie  stumpf  und  insbesondere  bei  gleich- 
Mboden  Geraden  Knll,  bei  schiefen  Geraden  spitz,  bei  senkrechten 
■W  recht  ist,  oder  kurz  immer  im  ersten  Winkelqnadranten  liegt,  Ton 
0*  bis  90^  sich  erstreckt. 
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eioscbneidenden  Geradan  a  mit  einer  keliebigea  Ge« 
radeu  d  der  Ebeoe  gleicht  dem  Produete  aus  den  Co- 
siaus  de&NeigungsH'inkels  jeaer  Geraden  a  gegen  diese 
Ebene  oder  gegen  ihre  Projeetion  <i'  in  die  Ebeot  «od 
aus  dem  Cosious  des  Winkels  dieser  Prejectteo  nit 
jener  willkürlichen  Geraden»  Torausgesetzt,  dass  jede  Ge- 
rade nach  einer  gewissen  ihrer  beiderlei  Richtungen  genomnen 
werde;  nerolich  es  ist: 

cos(a.cO  =  coKa.a  .cos(a'.c^). 

Denn  projicirt  man  von  der  Geraden  a  irgend  eine  Strecke  OA=t 
zuvurderst  mittelbar  auf  die  Gerade  d,  d.  i.  suerst  in  die  Ebene 
M  nach  OA*  und  dann  noch  diese  Projeetion  auf  die  belieb?^ 
Gerade  d  nach  OD;  90  bildet  dort  OA  mit  ihrer  Projeetion  OA' 
immer  den  Neigungswinkel  der  a  mit  ihrer  Projeetion  n' ,  folglieh  »t: 

A, 
0^'=rcosa.a  f 

und  dabei  eben  so  wie  dieser  Cosinus  jedesmal  positi? ;  hier  aber  ist 

OD=^  OA'. CO»  A' OD. 

Nun  Ut  entweder  (wie  in  Taf.  HL  Fig.  1.)  der  Winkel  (a'.d)  spit»g, 
also  A'OD^a'.d)^  oder  es  ist  (wie  ia  Taf.  III.  Fig. 2.)  der  Win- 
kel {a'.d)  stumpf,  also  A'ODz=zmf^{a'.d),  Dort  liegt  A  sid 
OD  auf  der  Ualbaxe  d  selbst,  hier  aber  auf  der  ihr  entgegeoge* 

setzten  Hatbaxe  dy  oder  die  dortige  Strecke  OD  ist  positiv,  (Ke 
hiesige  dagegen  negativ;   und  somit  findi&t  man: 

A 

OD=:  J-rcos  a.a' COS (a' ,d). 

Projicirt  man  Banmehr  noch  die  Strecke  OA=sr  direet  (geradexu) 
auf  die  Gerade  d  auf  OD,  so  ist  jedenfalls 

OD  =  rcosAOD; 

allein  jenachdem  (a'.d)  spitz  oder  stumpf  ist,  folglich  OD  zn( d 
oder  d  fällt,  niuss  auch  der  Winkel  (a.d)  spitz  oder  stumpf,  da- 
her entweder  AOD:=^(a.d)  oder  c=180®-— (a.cQ  sein,  und  hier- 
nach ist : 

OZ>  =  ir  cos  («.rf); 

folglich  gibt  die  Gleichstellung  der  beiden  fiir  OD  gefundeaeo 
Ausdrücke  die  behauptete  Gleichheit: 

A 
cos  {a,d)=z  cos  a*a' .  cos  («' .  d). 
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-Sollte  iasbesoDdere  d  auf  a'  senkrecht  stehen ,  so  Ist  die 
Projection  OD  der  OA'  auf  die  d  Null,  oder  der  Punk^t  D  föllt 
aif  O;  mithin  muss,  weil  D  oder  O  auch  die  directe  Projection 
des  Punktes  A  der  a  auf  die  d  ist,  die  a  ebenfalls  auf  ^ 
senkrecht  sein.  In  diesem  Falle  versch^Tinden  die  cos(a'.,^ 
ond  cos(tf.if)  zugleich,  also  auch  beide  Ausdrücke  der  Projection 
OD 9  und  sohin  gilt  die  gefundene  Endgleichung  auch  noch  In 
diesem  Sonderfalle.  —  Diese  Gleichung .  behält  endlich  ihre  Gil- 
ügkeit  auch  dann  noch»  wenn  die  Gerade  a  die  Ebene  Ü 
nicht  schneidet,  sondern  zu  ihr  gleichläuft.  Denn  da  ist  sie 
auch  zu  ihrer  Projection  a'  gleichläufig,  mithin  sind  diese  beiden 
Geraden  a  und  a'  gegen  jede  dritte  Gerade,  also  auch  gegen  jede 
iB  der  Ebene  Ü  liegende   Gerade  d  gleich   geneigt.     Sonach  ist 

a.ii'=:0  und  (a.<Q=:(a'.4),  folglich  gilt  auch  da  noch  diese  all- 
gemeine Gleichung. 

4.  Als  Winkel  zweier  geraden  Linien  überhaupt, 
welche  entweder  in  Ihrer  ganzen  unendlichen  Erstreckung  nir- 
gends zusammentreffen,  wie  gleichlaufende  und  gekreuzte  (nicht 
in  einerlei  Ebene  gelegene)  Geraden,  oder  deren  Treff'punkt  nicht 
geradehin  Torliegt»  pflegt  man  die  Winkel  anzusehen,  welche 
dne  der  beiden  Geraden  mit  einer,  durch  irgend  einen  ihrer 
Punkte  zur  anderen  parallel  geführten  Geraden  einschllesst,  oder 
auch  welche  zwei  durch  einen  beliebigen  Punkt  zu  ihnen  gleich- 
laufend gezogene  Geraden  mit  einander  machen.  Mithin  kann 
man  anstatt  der  so  eben  betrachteten  in  der  Ebene  Ü  liegenden 
ond  darcb  den  Einschnitt  O  der  Geraden  a  gehenden  beliebigen 
Geraden  d  nicht  allein  jede  irgendwo  in  dieser  Ebene,  sondern 
auch  jegliche  wo  immer  ausserhalb  derselben  Ebene  zu  ihr 
parallel  gezogene  Gerade  ^,  daher  kurz  jede  zur  Ebene  ü  gleich* 
laufende  oder  gegen  die  Normale  p  der  Ebene  senkrechte  gerade 
Linie^wäbien.  Für  sie  istnemlich  (a.d)=(a.g)  und  (a'.d):=::(a'.g), 
nilhin  auch: 

A 
cos  (a  .^)  ^=  cos  a .  a' .  cos  (a' .  5^). 


U. 

Seien  nun  zwei  das  Licht  durchlassende  Mittel  an  einer  Grenz- 
oder  Uebergangsstelle  durch  eine  Ebene  ü  von  einander  getrennt 
(Taf.UI.  Fig.3.)>  der  einfallende  Lichtstrahl  a,  welcher  im  Ein- 
Ulspookte  O  mit  dem  Einfallslothe  p  den  spitzigen  Einfallswin- 
kel s  macht,  werde  auf  der  Kehrseite  der  Ebene  vom  zweiten 
Mittel  nach  der  Richtung  i  gebrochen,    welche  mit  dem   neuen 
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EiofalUlothe  p,   der  entgegengesetzten  Riebtang  des  ersten»  des 

spitzen  Brechungswinkel  q  z=:(p.b)  bildet*}.  Dann  liegt bekiimt- 
lieh  der  gebrochene  Strahl  6  auch  in  der  Einfallsebene  ap»  weide, 

weil  sie  das  Einfallslotb  pp  enthält,  auf  der  Trennnngsebeae  Ji 
nothwendig  senkrecht  steht  und  somit  auf  ihren  (geraden)  Ein- 
schnitt  a'ö'  in  die  Trennungs.ebene  den  ganzen  Strahl  projidrt; 
wobei  zugleich  die  Projectionen  a'  und  6'  beider  Strahlbälfleo  a 
und  6  gleich  gerichtet  ausfallen.  Sonach  sind  die  Neigungswin- 
kel s'  und  q'   der  beiden    Strahlen  gegen  die    Scheidungsebene 

A  ^  A 

a.a    und  6,6',   und  das  Brechungsverhältniss  ist: 

A  A 

n:l  =i  cos  a,af  icoab  .6' . 

Nunmehr  sei  g  eine  wo  immer  zur  Scheidungsebeoe  M  der 

zwei  Mittel  gleichlaufend  oder  auf  ihre  Normallinie  pp  senkrecht 
gefShrte  Gerade;  dann  bestehen  fOr  die  Halbaxen  a  und  b»  zu- 
folge der  Sätze  3.  und  4.  in  I.,  die  beiden  Beziehungsgleicbungeo: 

A 
cos(a.j^)  =  co8a.a'.cos(a  .£^), 

A 

cos (6.^)  2=  cos 6. 6'. cos (6  .^) 9 

und,  weil  a'  und  b'  einerlei  Richtung  haben^.ist  (a'.^)  =  (6'^)* 
Demnach  ist  das  Verhältniss 

A  A 

cos(a.£^):cos(6.j^)  =cosa.a':co86.6', 

oder  dem  Vorigen  gemäss: 

cos  (a .  ^) :  cos  (6  .^)  =:  it :  1. 

Sohin  erhalten  wir  folgenden,  bisher  in  keinem  physikalischen 
Handbucbe  verzeichneten,  allgemeinen  und  heacbtungswertbeo  Sati: 


*)  Boi  dieser  Messungsweise  des  Einfalls-  and  Brechangswiokeli 
besteht,  weil  man  beide  stets  als  spitz  darzustellen  beabsichtigt,  bei 
den  Physikern  die  bekannte  Gepflogenheit,  alle  vier  Richtongen,  d«r 
beiderlei  Einfallslothe  ond  beider  Strahihilften ,  Tom  Chifallspanbta  ■••« 
theils  ins  erste  Mittel  saräck,  theils  ins  zweite  vorwärts,  sa  erfisseSf 
mithin  den  einfallenden  Lichtstrahl  in  seiner  entgegengetetsfen  Bieb- 

inng  zu  nehmen,  so  dass  der  Einfallswinkel  e=(a./r)=  ISO^ — ift.f) 
ist.  Eigentlich  versteht  man  unter  Einfalls-  nnd  Brechungswinkel  kerf 
dea  Neigungswinkel  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  gegci 
das  Einfkllsloth  oder  die  Normallinie  der  Trennnogsebene  dor  Mittel. 


4e$  €eset%€8  der  pemöknäeken  UeMreckimg*  SSI 

Bei  der  (einfachen  oder  gewOholichen)  Breehang  des 
Liehtee  an  einer^  xwei  Mittel  scheideoden«  Ebene  ist  das 
beitindige  sogenannte  Brechungsverb&ltniss  (des  Bre- 
elioDgsezponenten  n  zur  Eins)  aucb  gleich  dem  Verhältnisse 
d^r  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  einfallende  und 
gebrochene  Lichtstrahl,  nach  der  Richtung  ihrer  Fort- 
pflanzung genommen,  mit  was  immer  für  einer  zur 
Trennungsebene  gleichlaufenden  oder  zu  ihrem  Lothe 
senkrechten  Richtung  bilden. 

Der  Satz  scbliesst  schon  die  wichtige  Bedingung  in  sich, 
dass  die  Verlängerung  des  einfallenden  Lichtstrahls  über  den 
Eiofallspunkt  hinaus  mit  dem  gebrochenen  Strahle  auf  einerlei 
Seite  des  Einfallslotbes,  nemlich  auf  dessen  Rückseite, 
blle;  weil  ja  der  Bedingung  (a'  .g)  =  (b'  .g)  gemäss  die  Projec- 
fionen  jener  zwei  Richtungen  auf  die  Trennungsebene  genau  die- 
«elben  sein  müssen. 


UI. 

Die  Brechung  des  Lichtes  übergeht  in  Zurückwerfung 
(Reflexion),  wenn  die  Neigungswinkel  des  einfallenden  undgebroche- 
oen  Lichtstrahles  gegen  das  Einfallsloth  gleich  ausfallen,  also 
9=e  wird,  ohne  dass  beide  Strahlen  in  einerlei  Geraden  bleiben, 
h  diesem  Falle  bildet  nemlich  die  Richtung  des  zurückgeworfe- 
nen Strahles  6  (Taf.  III.  Fig.  4.)  mit  dem  Einfallslothe  p  auf  des- 
sen Kehrseite  einen  eben  so  grossen  spitzen  Winkel ,  als  welchen 
die  entgegengesetzte  Richtung  des  einfallenden  Lichtstrahls  a  mit 
demselben  Lothe  auf  dessen  Vorderseite  macht;  jener  Reflexions- 
winkel ist  also  diesem  Einfallswinkel  gleich. 

Da  wird  demnach  der  Brechungsindez  it=l,  folglich  cos(a.^) 
=  cos(6.j^),  also  auch  der  Winkel  (a.^)  =  (6.^). 

Dies  ist  in  der  That  richtig,  wie  man  sich  fiberzeugt,  wenn 
man  die  Richtung  a  des  einfallenden  Strahles  jenseits  der  zurück- 
werfenden Xbene  Ü  nach  a  verlängert  und  durch  den  Einfallspunkt 
0  und  die  Gerade  g  die  Ebene  legt,  welche  die  Ebene  Ü  in  der 

znr  g  parallelen  geraden  Linie  schneidet.  Denn  so  wie  aa  und  6 
gegen  das  Einfallsloth  p  gleich  geneigt  sind,  eben  so  sind  sie  auch 
gegen  die  Ebene  4  oder  gegen  ihre  gemeinschaftliche  Projection 

»f  In  diese  Ebene  gleich  geneigt,  nemlich  es  Ist  o.&'c=a.6'=:6.6'. 

AHein  die  Reflexionsebene,  welche  die  Geraden  aa,  p,  6  und  b' 
entkllt,  steht  auf  der  Rückstrahlungsebene  4  senkrecht;    mithin 
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nacht  jdde  io  dieser  Ebene  Ü  gezogene  Ricbtuag  d  mit  den  beiden 

Geraden  a  and  6  gleiche  Winkel  y  nenilicb  es  ist  (a*i£)=:(a.cl):=(i.iO. 
Da  endlich  d\\g  ist,  mass  auch  {a.g):=z{b*g)  sein. 

Weil  man   in  den  analytischen   Rechnungen  über   den  Ging 
der  Lichtstrahlen  den  Winkel  q  als  den  Winkel  des  zweiten  Ein«* 

fallslothes fi  mit  dem  gebrochenen  Strahle  ansieh t,  nemlich  ^=(p.6) 
setzt»  und  weil  (iQr  n  =  l  der  sin p  =  sine  wird«  so  kann  man 
entweder 

^  =  £    oder    ^  =  180®—« 
setzen.    Die  Satzung 

findet  bei  der  Brecbuog  des  Lichtes  statt»  wenn  in  einer  Reibe 
aus  Paaren  von  Mitteln  der  Index  n  der  Grenze  1  zustrebt  Die 
Satzung 

^  =  180"  — € 

dagegen  findet  erst  fiir  die  Zurückwerfung  des  Lichtes  statt 

Hieraus  folgt»  dass  der  in  II.  für  die  Brechung  des  Lichtes 
erwiesene  Lehrsatz  auch  für  dessen  Zurückwerfung  gilt»  weon 
man  nur  den  Brechungsezponenten  n  =r  1  und  den  Brechnogs- 
Winkel  q  ?=  180®  —  e  sein  läset. 


IV. 

Werden  die  beiden  das  Licht  durchlassenden  Mittel  dorcb 
eine  krumme  Fläche  geschieden  oder  wird  das  Licht  in  einem 
und  demselben  Mittel  von  einer  krummen  Spiegelfläche  zu- 
rückgeworfen» so  kann»  weil  der  einfallende  Lichtstrahl  jederaeit 
einfach  vorausgesetzt  wird  und  er  somit  diese  Treonuogs-  oder 
Spiegelfläche  blos  in  einem  einzigen  Punkte  trifft»  die  an  die- 
sem Einfallspunkte  zur  Fläche  legbare  Berührungsebene  die 
Fläche  selbst  ersetzen.  Somit  kommt  dieser  Fall  der  krummen 
Scheidungsflächen  auf  jenen  der  vorhin  betrachteten  ebenen  zo- 
rück»  oder  man  bat  bei  ihnen  als  Einfalls^loth  blos  die  Normale 
der  krummen  Trennungsfläche  im  Einfallspunkte  anzusehen. 

Die  Hauptvortbeile  bietet  der  von  mir  aufgestellte  Aussprach 
des  Licbtbrecfaungsgesetzes  bei  analytischer  Behandlung  der  aof 
Brechung  oder  Zurückwerfung  des  Lichtes  Bezug  habenden  kit- 
gaben  mittels  rechtwinkeliger  Coordiosten;  weil  hiefbei  leiobt 
die  Cosinus  der  Winkel  gerader  Linien  aus  ihren  Richtoofiat« 


ifer  eesei%es  der  ffemgJMMxn  iMk0reckw^.  |^ 

Wrecbnet  werden  kuDneo.    Die  AoflOsuug  der  oachfolgeodeo  zwei 
Aafgaben  wird  dies  ersichtlich  machen. 


rste  Aufgrabe.  Die  Trennangsebene  sweier 
Mittel  und  der  einfallende  Lichtstrahl  seien  gegeben, 
man  sucht  a.  den  gebrochenen  und  b.  den  zurückgewor- 
fenen Lichtstrahl. 

1.  Zur  positiven  (oder  Vorder-)  Seite  der  Trennungsebene  Ü 
wählen  wir  diejenige,  auf  welcher  der  Anfang  der  rechtwinkJigen 
Coordinatenaxeo  der  x^  y^  %  liegt;  und  positiv  lassen  wir  dieje- 
nige Richtung  ihrer  Normale  oder  des  EinfalUlothes  sein,  welche 
TOD  der  Trennungsebene  aus  auf  die  positive  Seite  derselben  geht. 
Die  Cosinus  der  Richtwinkel*)  dieser  Normale  seien  a,  b,  c; 
der  (senkrechte)  Abstand  der  Trennungs-  oder  brechenden  Ebene 
A  vom  Coordinatenanfange,  im  positiven  Sinne  von  jener  Ebene 
zn  diesem  Punkte  gezählt,  sei  d;  und  die  Coordinaten  eines  lau- 
feoden  (wandelbaren)  Punktes  derselben  Ebene  seien  x,  y^  z; 
dann  ist  die  Gleichung  dieser  Ebene 

(1)  ax  -i-by-t-cz^zd. 

Denken  wir  uns  einen  Punkt  li^j;  im  Raune  auf  der  Vorder- 
^ite  der  brechenden  Ebene  Ü»  durch  ihn  zu  dieser  Ebene  eine 
andere  parallel  gelegt,  und  diese  stehe  um  h  vom  tloordinaten- 
urrprunge  ab,  so  ist  in  gleicherweise  dieser  (gleichfalls  von  der 
Ebene  aus  zum  Punkte  hin  gezahlte  oder  an  der  Ebene  anfan- 
gende) Abstand 

(2)  a|  +  &i7  +  ct  =  a. 

AoF  dass  nun  dieser  Punkt  |i}^  auf  der  Vorderseite  der  Ebene  J 
liege,  muss  die  Entfernung  der  durch  ihn  parallel  gelegten  Hilfs- 
eiieiif  fofi  der  Ü,  nemlich  der  Unterschied  d-^ci,  positiv  «mi- 
bUen, 

Aus  einem  solchen  vorderen  Punkte  £17^;  gehe  nun  ein  Licht- 
strahl aus,  positiv  im  Sinne  seines  Fortschrittes  gerichtet,  habe 
die  Richtcosinus  a,  ß,  y  und  einen  laufenden  von  ^i^J;  um  r  ab- 
stehenden Punkt  or,  y,  2;   dann  sind  seine  Gleichungen: 

*)  Richtwinkel  einer  Geraden  heissen  hier  die  hohlen  Winkel,  welche 
die  poeitive  Richtung  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der 
M  «inkelrecbten  Coordinatenaxen  der  X,  y,  %  bildet.  Ihre  Cosinus 
ich  später  kirs  die  Richtcosinus  jener  Gefadeo. 
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(3)  ?:zl=StzJ='jr:t^,. . 

«  ß  7 

Dieser  einfalleiide  Lichtstrahl  treffe  die  Scheidangsebeoe  M  in 
einem  Punkte  i'fi'i^  (dem  Einfalkpunkte)  im  Abstände  k  von  |i^ 
80  liefern  diese  Gleichungen  (3)  in  Verbindung  mit  der  (1)  die 
Bestimmungsgleicbungeu 

(4')  S'=S  +  «*,   fi'=fi+ßk.  f=J:+y*, 

(4*0  ar  +  6V  +  cJ'  =  A 

Die  entgegengesetzte  Richtung  dieses  Lichtstrahls,  deren  Rieht' 
Cosinus  — a,  — ß,  —  /  sind,  macht  mit  dem  Einfallslotbe  (a,  6,  c) 
den  (spitzigen)  Einfallswinkel  b,  mithin  findet  sich  ^i^^^r  Hilb- 
Winkel  aas  der  Bestimmungsgleichung 

(5)  cos«  =  — (aa  +  6/3+cy), 

wofern  der  dem  Gleichheitszeichen  folgende  Ausdruck  sich  posi- 
tiv ausweist.  Multiplicirt  man  nun  die  drei  ersten  Gleichungen  (4) 
mit  a,  b,  c,  so  gibt  ihre  Summe  nach  geringen  Umstaltungen: 

(6)  .  *=*^-* 


cose  ' 


wonach  die  Gleichungen  (4')  sofort  die  Coordinaten  ^'fj'!^  its 
Einfallspanktes  vollständig  bestimmen. 

2.  Von  ihm  geht  der  gebrochene  Lichtstrahl  aus  auf  die 
negative  oder  Kehrseite  der  Trennungsebene  ins  zweite  Mittel; 
positiv  gerichtet  im  Sinne  seiner  Fortpflanzung  habe  er  die  frair- 
iichen  Richtcosinus  a'ß'y'  und  mache  mit  der  entgegefigesetsteo 
Richtung  ( — a,  — 6,  — c)  des  Einfallslothes  den  spitzen  Brechungs- 
winkel Q,  dann  muss  der  Ausdruck 

(7)  cos  ^ = — (a«'  +  bß'  +  cy') 

entschieden  positiv  ausfallen.  Zur  Bestimmung  dieser  Richtcosi- 
nus  a'ß'y'  benfitzen  wir  eine  beliebige»  auf  dem  Einfallslotfae 
{a,  b,  c)  senkrechte  Richtung,  deren  Richtcosinus  zu  den  Zahlen 
A,  ßf  C  proportionirt  sein  mögen  und  ftir  die  demnach  die  Be- 
dingung 

aA  +  bß  +  cC^O 

besteht  Dann  sind  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  Hilfsriclituog 
mit  den  Richtungen  (a,  ß,  y)  und  (a',  ß' ,  y')  des  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahles  proportionirt  zu  den  Summen 

aA^ßß^yC   und    «'il +  /J'iB  +  /6\ 
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and  gemäss  noseresAasspriiche«  des  BrechangsgeAetzes  Qd  Art  11.) 
ihr  Verblltniss  gleich  dem  ^recImngsTerhfiltniMe»  da«  wir«  zur 
Ersielong  von  Symmetrie  in  anseren  späteren  Rechnaogsforroen, 

durch    -:— 7  darstellen  wollen.    Sohin  ist: 
n  n' 

M  +  iJÄ  +  7C):(a'^  +  /J'/?+y'C)=i:^  ' 

irad  danach 

(n  V  -  na)  .4  +  (n'/J' — n/5)  B  +  (ny  -  ny)  C= 0. 

Diese  und  die  vorige  Gleichung  krmnen  bei  der  WillkOr  der 
Zahlen  A,  B,  C  mitsammen  bekanntlich  nur  dann  bestehen,  wenn 
die  Coeflficienten  dieser  Zahlen  in  einerlei  Verhältnlss  su  einan- 
der stehen,  also  wenn  sich  verhSlt: 

nV — na      n'ß' — nß n'y'^^ny iw 

a  ö  c        ""  1  ' 

wenn  die  Hilfszahl  m  der  Bedingung 

m«=  (n^a^'-na)^  +  (n'/3'— n/J)«+ (ny — ny)« 

genügt.    Worden  wir  selbe  bereits  kennen,  so  hätten  wir  fSr  die 
gesochten  Ricbtcosinns  0^9  ß' »  y'  die  Bestimmungsgleichungen : 

nV  ^zna  -{■  ma , 

(8)  {  n'ß' =znß -V  mb, 

n'y'  ^:^ny  -{•  mc. 

Erheben  wir  diese  zur  zweiten  Potenz,  zählen  sie  zusammen  und 
beaebten  die  Gleichung  (Ö)  mH  den  bekannten  Beziebungsglel- 
chaogen 

«•  +  **  +  c*  =  l, 
«•  +  /3*  +  y*  =  l> 

a^+ß'^+Y^=l; 
80  erfolgt : 

m* — 2ncos€.m  =  M^ — n*, 

md  daher  die  fragliche  Hilfszahl : 

m  =  R  cos  e  dh  V  n'* — n*sin  A 

Cm  aber  das  Doppelzeicben  zu  entscheiden,  multipliciren  wir  die 
Gleichungen  (8)  mit  —  a,  — 6,  — c,  addiren  sie  ond  berficksicb- 
tigen  die  Ausdrficke  (5)  und  (7),  so  erhalten  wir: 
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n'  cos  Q=:n  cos^  —  m  ==  T  V^ti'^  — n*8lnt*. 

Hierau«  ersehen  wir  nun,  weil  n,  n'  aU  abeolnte  Zahlea  an- 
gesehen werden  und  cos^  positiv  sein  niuss,  dass  obiger  Wurzel 
das  untere  Zeichen  zugeschrieben  werden  muss»  folglich 

(9)  m^n  cos  8  —  V^»'* —  n*  sin  «• 

zu  setzen  ist.    Noch  finden  wir  eben  daraus  ganz  leicht: 

n*  sin  f*  =  n'*sro  q* 

oder,  weil  alle  Tier  Potentiande  positiv  sein  müssen,  die  WlIrze^ 
gleichung : 

(10)  n8in«  =  n'sin^   oder   sintrsin^rr-:-;» 

welche  Proportion»  da  sie  uns  ohnehin  bekannt  ist,  uns  hier  Dar 
die  Versicherung  gewährt,  dass  wir  auf  der  rechten  Bahn  uns 
bewegen. 

3.  Bezüglich  der  Berechnung  der  Hilfszahl  m  Hesse  sich  noch 
die  Bemerkung  beifugen ,  dass  man  den  positiven  coss  ans  (5), 
und  aus  ihm  oder  nach  dem  aus  ihm  leicht  abzuleitenden  Ausdrucke 

(11)  sin««  =  (by^cß)^  +  (ca-^-ay)^  +  (aß-^-ött^  > 

auch  noch  den  po^^itiven  sine  berechnen  und  dann  sogleich  för  f 
aus  obiger  Proportion  den  positiven 

(12)  sin  9  =  -^  sine 

asflinden  kOnne»  mit  dessen  Hilfe  man  endlich  die  vernulteliil« 
Zahl  fit  aus  dem  in  der  Form  (9)  begründeteti  Ausdrucke 

(13)  i}t=9tcos€  —  n'cos^ 

ausrechnen  kann. 

Sobald  der  Zafalwerth  von  m  bekannt  ist,  lassen  sich  sofort 
gemäss  der  Gleichungen  (8)  die  allein  noch  unbekannten  Riebt* 
Cosinus  a'ß'f'  des  gebrochenen  Lichtstrahls  ausmitteln  und  da* 
durch  dieser  Strahl  vellkommeii  bestimmen. 

Zieht  man  es  vor,  die  Gleithungeil  detiselben  isiisenliitedif 
stellen,  so  erhält  man,  wenn  {x'y'i')  einen  auf  ihm  wandelodao 
und  vom  Einfallspunkte  (IV£0  "^  ^®n  positiven  Fahrstrahl  r*  ab- 
stehenden Punkt  bezeichnet,  selbe  in  der  Gestalt: 
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Naeb  Elostelkiitg  iiet  ffir  ^^  ffy  tf,  it*,  /?^  y^  gefandenen  Aa»> 
drücke  fimlM  tnao  endlich  die  Gleicbangen  des  gebreche- 
ne«  Lichtstrabis  in  der  Gestalt 

worin  nur  noch  A-  und  m  durch  ihre,  gemäss  den  Ausdrücken  (6) 
und  (9)  oder  (13)  za  berechnenden  Zablwertbe  zu  ersetzen  komnien. 

4.  Der  senkrechte  Abstand  d'  der  durch  den  laufenden  Punkt 
''V^O  zur  brechenden  Ebene  ü  parallel  gelegten  Ebene  vom 
Coordinatenursprunge  i^t,  dem  Ausdrucke  (1)  nachgebildet, 

d'^ax'^by'^cz', 
daher  auch 

=  a{l'  +  «'rO  +  &(V  +  /3V)  +  cCf'  +  A') 
=  rf — r'cosp; 

mithin  ist  die  Entfernung  des  Punktes  (x'y'i*)  des  gebrochenen 
Lichtstrahles  von  der  Trennungsebene  ü  selbst: 

d'^^d'si  —  r'cos^, 

and  sohin»  weil  r*  und  cos^  positiv  sind«  sicher  negativ;  zur 
Bestätigung,  dass  jeder  Punkt  des  gebrochenen  Licht- 
strahles auf  der  Kehrseite  der  die  beiden  Mittel  scheiden- 
den Ebene  Ü  liegt. 

5.  Noch  wollen  wir  uns  die  Ccberzeugung  verschaffen,  dass, 
wie  am  Schlüsse  des  Art.  IL  angeführt  wurde,  die  Verlange- 
rang  des  einfallenden  Lichtstrahls  über  den  Einfalls- 
pnokt  hinaus  wirklich  mit  dem  gebrochenen  Strahle» 
in  der  Einfallsebene,  auf  die  Rückseite  des  vollständigen 
Einfallslothes  falle. 

Der  ßr  die  Gleichungen  (3)  des  einfallenden  Lichtstrahles  vor- 
ausgesetzte laufende  Punkt  (;r7  y^  t)  liege  über  den  Einfallspunkt 
i^^V)  hinaus,  also  um  die  positive  Strecke  r-^k  vor  ihm,  weil 
jener  Punkt  am  r,  dieser  um  k  von  dem  Ausgangspunkte  (|i}S)  die- 
ses  Strahles  absteht.    Dann  ist  denselben  Gleichungen  entsprechend : 

(16)  £rJ.'^ILr^'=£=ii'=,_A. 

^   '  a  p  y 

Mit  dieser  Strecke  r  —  £  des  einfallenden  Strahles  liegt  die  eben- 
falls vom  Einfallslothe  ausgebende  und  im  wandelbaren  Punkte 
(af^x')  endende  Strecke  r'  des  gebrochenen  Lichtstrahles  in  dem- 
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selben  rechten  Winkel  des  zweiten  Eiiffallslothes  mit  der  rück- 
wärtigen Halbscheid  der  Einschnittslinie  der  Einfallsebene  in  die 
Trennungsebene»  da  sie  mit  diesem  Lotbe  die  spitzen  Winkel  e 
und  Q  machen.  Ihre  Projectionen  auf  die  Trennungsebene  ü  sind 
sonach  besiehungsweise 

(r— il)sine   und  r'sin^. 

» 

Diese  Projectionsstreckeu  können  gleich  lang  werden ,  also  auch 
mit  ihren  Endpunkten  fibereinfallen,  wenn  zur  willkfirlichen Strecke 
r*  die  andere  so  bemessen  wird«  dass 

(r  — £)sin€  =  r'sin^ 

ausfalle,   nemlich  dass 

sm  B         n' 
mit  Bezug  auf  die  Proportion  (10)  bemessen  werde 

Dann  werden  die  Endpunkte  (or,  y,  2)  und  (je',  y^,  2O  dieser 
zwei  gegen  einander  so  abgeglichenen  Strecken  r  — il^r'-;  und 

r*  durch  einerlei  Senkrechte  auf  die  Ebene  Ü  projicirt,  oder  die 
durch  diese  zwei  Punkte  hindurch  gehende  gerade  Linie»  deren 
Richtcosinus  sonach  den  Unterschieden  x' — o:,  y* — y»  j'— « 
proportionirt  sind,  muss  zum  Einfallslothe  (a,  b,  c)  parallel 
sein,  folglich  muss  sich  verhalten: 

x' — X y — y_^^ — ^ 

was  in  der  That  zutrifft.  Denn  nach  den  Gleichungen  (14)  des 
gebrochenen  Lichtstrahles  ist 

und  nach  den  Gleichungen  (16)  des  Terlängerten  einfallenden 
Lichtstrahles  hat  man: 

daher,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  jenen  abzieht  und  die 
Ausdrücke  aus  (8)  einsetzt,  findet  man : 


x' 


n'         ^      ^  n' 


fiV — ny  .     mr' 
r— «s=  — * — 1 — ••rss — tci 


r 
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alio  in  Wirklichkeit  die  so  eben  bedoogeneo  Proportionen 

x' — ^  _y'  ^y ^' — x_mr' 

a  6     '^     c     '^  n' 

mr  Vergewisserung  von  der  Richtigkeit  unserer  Behauptung. 

6.  Um  aus  diesen  flir  die  Lichtbrechung  gefundenen  Formeln 
lofoH  jene  fiir  die  ZurOckprallung  des  Lichtes  zu  erhalten, 
Irancht  man,  dem  Art.  HI.  gemäss,  blos  den  Brechungsexponen- 
teoii':ii=l,  also  n! ^zn,  und  zugleich  9=:I80^— e,  also 
cos ^=— cos f  zu  setzen. 

Für  den  auffallenden  Lichtstrahl  ▼erbleiben  natOrlicb  die 
Gleicbongen  (I)  bis  (6)  in  ihrer  Giltigkeit«  dagegen  findet  man 
ffir  den  aurOckgeworfenen  Lichtstrahl  zuvorderst  vermöge 
(13)  die  Hilfszahl 

m=n. 2cos€9 

sonach  zufolge  (8)  dieses  Strahles  Richtcosinus : 

a'  =  a-|-2acosff, 

(R)  ^/3'  =  |»  +  26cose, 

/=y  -f  2ccose; 

nod  gemäss  (15)  seine  Gleichungen : 

I      ,18)         x'-l-dc^y'-n-^k^x'-^l-yk^^ 
o-t-2acose       j3-f26cos€      7-f2ccosf 

^010  die  Ausdrücke  von  k  und  cose  aus  (6)  und  (5)  za  entneli- 
men  kommen. 

Der  laufende  Punkt  [x*iy'^J\  r')  dieses  zurückgeworfenen 
I  Lichtstrahls  steht  von  der  Trennungs-  oder  SpiegeU Ebene  Ü 
^  zufolge  Früherem  um  die  positive  Länge 

d'  —  rf=r'cosc 

f 
ab)  folglich  liegt  er  und  mit  ihm  dieser  gabze  Strahl  anf  der  Vor- 
derseite der   spiegelnden    Ebene   oder  er  geht   ins  erste  Mittel 

i'  wieder  zurück. 

Derselbe  Punkt  erhält  mit  demjenigen  Punkte  (x,yf  z;  r~k) 
der  Verlängerung  des  auffallenden  Lichtstrahles  einerlei  Projection 
in  der  Spiegel -Ebene,   für  welchen  r — £  =  /  ist,   der   nemlich 
I  mit  ihm  gl  eich  weit  vom  Einfallspunkte  absteht,  was  auch  aus  ande- 
ren einfachen  Betrachtungen  einleuchtet. 

Theil  XXXIV.  22 
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VI. 

Zweite  Aufi^abe.  Wenn  die  kramme  Trenning«- 
fläche  zweier  Mittel  und  der  einfallende  Liefatstrthl 
(durch  Ihre  Gleichungen)  gegeben  sind»  soll  a.  der  gebro- 
chene und  b.  der  zurückgeworfene  Strahl  gesacht 
werden. 

1.  Für  rechtwinkelige  Coordinaten  or,  ^,  z  sei  die  Gleicbnng 
der  trennenden  Fläche  zweier  Mittel:' 

(1)  ax,y,i)  =  {i, 

und  die  CUeichungen  dee  einfallenden  Lichtstrahles  seien ,  wie  in 
der  ersten  Aufgabe: 

a  ß  y 

Der  Einschnitt  dieser  Geraden  in  jene  Fläche  —  der  EinfaUsponkt 
{x,  y,  z;  R)  —  ergibt  sich  aus  diesen  vier  Gleichungen,  and  zwar 
vielleicht  am  einfachsten,  wenn  nan  in  (1)  für  x,  y,  z  ihre  Ans- 
drücke  aus  (2): 

(3)  ar=S  +  aÄ,    y=zrj  +  ßR,    2=:J:+yÄ 

einstellt,  aus  der  so  entstehenden  Gleichung  den  Fahrstrahl  K 
sucht  und  seinen  Ausdruck  wieder  in  (3)  einsetzt,  um  x,  f ,  : 
zu  erhalten. 

Sei  nun  die  DiSerentialgleiehiHig  der  Fläche 

(4)  df(x,  y,  z)=zpdx  +  qdy  +  Tdz=zO, 

und  seien  die  dreierlei  partiellen  DiflEerentialquotienteD  p>  9«  ^ 
auf  den  Einfallspunkt  bezogen;  so  findet  man  die  Richtcosiaiu 
a,  b,  c  des  Einfallslothes,  d.  i.  derjenigen  Hälfte  (oder  Richtung) 
der  Normale  zur  Trennungsfläche  am  Einfallspunkte,  welche  auf 
jene  Seite  der  Fläche  hingeht,  von  welcher  der  einfallende  Licht- 
strahl zur  Trennungsfläche  gelangt,  aus  den  Proportionen: 

.^  a 6* c 1 

^  '  p      q      r       $* 

wofern 

(6)  p«+9«  +  r«  =  «« 

gesetzt  und  von  den   beiden   entgegengesetzt  gleichen   WertiieB 
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der  Hilfszahi  s  derjenige  gewIlUt  Wirdf,   dareb  ItA  tik  tfsgHchen 
Ricbtcosinae  ihre  rechten  Qualitätozeicben  empfangen. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  kromme  Scbeidungsfläciie  der 
Mittel»  zofolge  des  Art.  V.»  durch  ihre  Berfihrnngsebene  am  Ein^ 
Ukponkte  vertreten  werden  kann»  so  dQrfen  wir  sogleich  die  in 
der  ersten  Aufgabe  aufgefundene^  scbliesslicbeu  Rechnungsvor'* 
ginge  in  Anwendung  bringen. 

Demgemfiss  suchen  wir  vor  Allem  den  spitsieii  Einfalbwlnloel 
I»  nach  V.  (5)»  aus  dem  positiven  Ausdrucke 

(7)  eo,.  =  -e^±»^±3', 

•  s 

dann  wie  frfiber  die  Hilfszahl 

(8)  m  =  ncost  — V^ji'*-*n*8in«^, 

oder  auch  vorerst  den  spitzen  Brechungswinkel  q  aus 

(9)  sin  p=s^  sine, 

ond  nachher  erst  diese  Hilfszahl 

(10)  f»  sz  n  cos  i — n'  cos  q. 

Sooach  erhalten  i^ir»    zufolge  V.  (8)»   des  ifebrecbeilen  Strahles 
Ricbtcosinus  a%  /}%  /  aus 

(11)  \  mß'-^nß^'^^n. 

I       » 

1  fiy=:tiy+--ri 

ond  endlich  die  in  Frage  gestellten  Gleichungen  des  gebro" 
ebenen  Strahles: 

fl2)  ^-^■^aR_t,'~V-ßR_t'-i-YR 

^    '  nsa-i-mp  nsß  +  mq  nsy-t-mt 

2.  ^ir  den  ven  derselben  Fläche  afib  nemlic&ed  Binfkrisj^ükte 
znrdckgeworfenen  Strahl  erhalten  wir»  gemäss  V.  (17)  und 
(18)»  seine  Richtcosinus  aus 

(13)  «'ea42^doBe»    /J'=jJ42^eod«/   y'=±/+2-tos«, 

•  •  • 

22f 


L, 
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und  seine  Gleichungen  in  der  Form 


(14) 


fa+2pcose~~f/J+2ycosc*~#y+2rcose* 


VII. 


Beispiel*      Die    brechende    oder    zurückwerfende 
krumm«   Fläche   sei   ein    fillipsoid. 


Versetzen  wir  die  Coordinatenaxen   in   die  Axen    des   Ellip 
soids  selbst,  deren  Längen  ^A^  2B,  2C  sein  sollen,  so  ist  seine 
Gleichung : 

und  wir  erhalten  fiQr  den  Einfallspunkt  die  Coordinaten 

2=:i+yR 

und  den  Fahrstrahi  iß  aus 

oder  wenn  wir  abkürzend  setzen: 

a«        ß«        y«       „ 

(2)  Ä^+h+h=^' 

aus 

Sonach  ist 
wofern  man  setzt: 

oder 

(4) 

«»_  «•+!!  + r!    cßt^ny    Cttzs^*    ("n-ßiy 

'^- A*^  B*^  C*~\    BC  )  ~\  ,CA  J  ~\~ÄB'J  ' 


—     JL_ 
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Dod  daher  erhSIt  mao  R  ausgedruckt  mittels 
(5)  R^TZE^. 

Differenzirt  man  die  Gleichung  (1),  so  gibt  sie 


j^dx  -{r  ^dy  ■{-  ^dz=^a. 


folglich  ist: 


(6) 


X       l  +  ojß 

^_.y n±lE 

^±_i±yR   ^ 

und 

wenn  man  abkürzend  setzt: 

«•         ß«         V« 

Danach  findet  man  £  aus 

...  ER+F        U 

(!))  cose= = 

s  * 

uod  die  Hilfszahl  m  aus: 


(10)  m 


=  -  («  7)  -  V  n'»-  ««+ (n  j)». 


Zu  allen  diesen  vorbereiteten  Werthen  bieten  die  Gleichun- 
gen (12)  und  (14)  in  VI.  sofort  die  fraglichen  Gleichungen  ^es 
gdirochenen  und  des  zurückgeworfenen  Lichtstrahles. 
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Allgemeinere  Bestimoioiig  der  Länge  von  Nonien  an 

Maassstäben. 

Herrn  Dr.  fVilh.  MaUka, 

Professor  der  Mutheinaiik  fin  d»v  Hochschule  in  Prng. 


Au  gerad-  und  krelslioigen  Maassstäben  pflegt  man,  sar  Uts- 
8ung  von  aliquoten  Theilen  oder  von  Brnchep  der  auf  dem  Blaass* 
fttabe  selbst  noch  aufgetragenen  kleinsten  Theilchen  (Strecken  oder 
Bogen) y  oft  ein  kleines  HilfsniaassstäbcheD,  Nonius  oder  Ver- 
nier  genannt,  daran  entlang  schleifbar,  anzubringen.  Die  *Be- 
Stimmung  der  Länge  und  der  Gleichtheilung  dieses  Nonius  irird 
in  den  LehrbCichern  der  angewandten  Geometrie  und  der  Physik 
immer  nur  in  beschränkter  Weise  gelehrt.  Gleichwohl  ist  noch 
eine  allgemeinere  solche  Längenbestimmung  der  Nonien, 
wenigstens  in  der  Lehre  (Theorie),  möglich,  welche  unter  gewis- 
sen Umständen  dennoch  auch  zur  wirklichen  Ausführung  und 
Anwendung  (Praxis)  geeignet  sein  dOrfte  *). 


Sei  fiberhaupt  die  kleinste  auf  einem  solchen  Maassstahe 
noch  aufgetragene  Länge  =  fi,  jeder  der  auf  dem  Nonius  befind- 


')  Ihre  Grundlinien  und  ihr  Hauptergebniiis  hatte  ich  bereitt  ioi 
Juni  1849  in  meinen  Vorlesungen  über  prakti«cbe  Geoaietrie  wo  kliigl» 
b5hmi«oben  stftndischea  Polytechnikum  hier,  ro  wie  auch  an  14-  ^ 
nnar  1856  in  ^er  Steusg  der  ■alacii«tfes««fcsllAielies  und  «lathMMtiffk« 
Section  der  hiesigen  königl.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wisseoschaf' 
ten  vorgetragen,  wie  in  den  ,, Abhandlungen  dieser  Gesellschaft*'«  &I' 
Folge,  9ter  Band,  Prag  1857,  auf  Seite  51.  der  „Geschichte  der  Ge- 
sellschaff  berichtet  wird. 
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lieben  gleichen  TheUe  =  v,  und  denke  man  sich  den  Anfangs- 
oder Nullstrich  des  Nonias  in  der  Verlängerung  eines  Theilstrichs 
des  Maassstabes,  welchen  Theilstrich  wir  hier  kurz  auch  als  den 
onllten  des  Maassstabes  zählen  wollen,  so  ist  der  Unterschied 
zwischen  einem  Noniustheil  v  und  einem  Maassstabtheil  ft,  oder 
der  Abstand  des  ersten  Noniusstriches  vom  ersten  Maassstabstriche 

entweder  v— f*    oder  fi  —  v, 
je  nachdem  v  >  ft    oder   v  <  ft    ist. 

Soll  di^er  Unterschied  oder  Zwischenrattm  etllehe  aliquote, 
etwa  t  der  nten  Theile  des  Maassstabtheilchens  fi  betragen,  folglich 

V  —  tt  =  i-   oder    u  —  v  =  t- 
^        n  ^  n 


»em,  so  muss 


hier   v  = fi,    da  v  = 


tt    •  n    • 

aUo  nenn  man 

14  J:  t  =  fll 

setzt, 

m{jk 

'^  n 

gemacht  werden,  nemlich  es  muss  eine  gewisse  Anzahl  (m)  Maass- 
8tabtbeilchen  ((i)  auf  dea  Nonins  übertragen  und  sohin  dessen 
Unge  miA  in  n  gleiche  Theiichen  (v),  getheiit  werden.  Hiernach 
frlgt  es  sich  also  am  jene  Anzahl  tit  auf  den  Nonius  zu  fiber- 
(setzender  Maassstabtheil chen,  insofern  der  Nenner  oder  die  An- 
lahl  n  der  Gleichtheile  des  Nonius  wie  fast  immer  als  angegeben 
voraosgesetzt  wird. 

DerogemSss  ist  der  Abstand  des  pten  Theilstrichs  des  Nonins 
▼on  pten  Theilstriche  des  Maassstabes  oder  der  Unterschied  der 
Lingen  pv  und  pfi  entweder 


oder 

pfü  -pv=p{^— v)=£^^, 


n 


neaUch  immer    das  /»fache   des    Zwischenraums   ihrer  ^beiderlei 
entei  Theilstriche. 
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Nun  gebe  das  Product  pi  durch  n  gethellt  zum  'Qnotus  f  und 
zum  gewOhnlicheD,  stets  unter  dem  Theiler  n  bleibenden  posiü- 
ven  Reste  r,  nemlich 

pi  =  ng  +  r, 

so  wird 

1.    im  ersten  Falle,  wo  v>fi  ist,  der  Zwischenraum 

und  hiernach 

d.  h.  der  Abstand  ep  des  pten  Theilstriches  des  Nonius  vor  dem 
(p+g)ten  Theilstriche  des  Maassstabes  beträgt  r  der  ntcD  Theile 
des  iVlaassstabtbeilchens  fi. 

Steht  nemlich  in  der  Urstellung  (Taf.  III.  Fig.  5.)  mit  dem  Oten 
Theilstriche  a  des  Maassstabes  ]U  der  Ote  Theilstrich  6  deg  No- 
nius A^  liberein,  so  ist  am  pten  Theilstriche  d  des  Nonius  die 
bd  =  pv^  dagegen  am  (p+q)ien  Theilstriche  c  des  Maassstabes 
die  ac  =  {pi-q)(i;  mithin  steht  der  Noniusstrich  d  vor  dem 
Maassstabstriche  c  um  die  Länge 

cd:=ibd — €fC=ep=r->  ' 

und  man  sieht  sich  demgemSss  aufgefordert,  an  den  pten  Theil- 
strich d  des  Nonius  den  Zähler  r  der  nten  Theile  von  ft,  folglidi 
an  den  Oten  Theilstrich  6  desselben  den  Zähler  0  zu  setzen. 

II.'    im  zweiten  Falle,  wo  v<|Li  ist,  wird  die  Zwiscbeoweite 

P(»'  —  pv  =  qti  +  r^ 
und  hiernach  / 

(p  — 5r)^-pvr=V^  =  €p, 

d.  i.  der  pie  Theilstrich  des  Nonius  steht  hinter  dem  (f>-9)teo 
Theilstriche  dea  Maasstabes  um  r  der  nten  Theile  des  fi. 

Steht  nemlich  in  der  Ursteilung  (Taf.  HL  Fig.  6.)  mit  dem 
Oten  Theilstriche  a  des  Maassstabes  lU  der  Ote  Theilstrich  (  des 
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NoDios  N  in  gerader  Linie  >  00  ist  am  pten  Theiktriche  d  de« 
Nonias  wieder  die  bd  =  pv,  dagegen  am  (p — q)ten  Theilstriche 
c  des  Maaesstabes  die  ac^=(p  —  g)fi;  mitbin  stebt  der  Nönias- 
tCricb  d  hinter  dem  Maasastabstriebe  c  um  die  L&nge 

Qod  man  siebt  sieb  aueb  bier  veranlasst,  zum  pten  Theilstricbe  d 
des  Nonins  den  Zäbler  r  der  nten  Tbeile  des  ^  zn  schreiben. 


8. 

Wenn  demnach  bei  dem  Abmessen  einer  bestimmten 
Länge  fb  der  pte  Tbeilstrich  d  des  Nonius  N  mit  einem  gewis- 
sen Theilstricbe  des  Maassstabes»  namentlich 

I.  da>  wo  v>fi  ist,  mit  dem  (p-|-^)ten  Theilstricbe  c  des 
Maassstabes  AS  (Taf.  III.  Fig.  7.)  in  einerlei  Gerade  (Hut;  so  Ist 
Ton  den  in  Ta£  III.  Fig.  5.  ubereingefalleneo  zwei  Noilstrichen  der 
mit  6  bezeichnete  Nollstrich  des  Nonius  hinter  den  Mullstricb  a 
des  Maassstabes  um  ab  der  Taf.III.Fig.  7.  =cd  der  TaHIII. 
Fig. 5.  zurück  oder  um  dieses  8treckcben  vom  Anfangspunkte  f 
der  ZD  messenden  Länge  fb  weiter  gerückt.    Denn  es  Ist  in  Taf.  III. 

Fig.  7.  abz^db  —  cazzicd  der  Taf.  III.  Fig.  5.  =cp=r~-    Ist  nun 
fazzk^i,   so  ist  das  Maass  der  vorgelegten  L&nge: 

/»  =  (Ä  +  ^)f*- 

IL  Wenn  hingegen  da,  wo  v<fi  ist,  der  pte  Tbeilstrich  d 
des  Nonius  mit  dem  (p-^g)teo  Theilstriche  c  des  Maassstabes 
M  in  Taf.  III.  Fig.  8.  in  einerlei  Gerade  zu  stehen  kommt 9  so  ist 
Ton  den  in  Taf.  III.  Fig.  6.  übereingefallenen  zwei  Nullstricben  der 
mit  b  bezeichnete  Nullstricb  des  Nonius  vor  den  Nnllstrich  des 
Maassstabes  um  ab  der  Taf.  lU.  Fig.  8.  =  cd  der  Taf.  lU.  Fig.  6. 
vorwärts  oder  um  dieses  Strecklein  vom  Anfange  f  der  abzumes- 
senden Länge  fb  weiter  gerückt.    Denn  es  ist  in  Taf.  III.  Fig.  8. 

11 
ob^zac-^bd^r^cd  der  Taf. IIL Fig. 6.  =ep  =  r-. 

Ist  nun  fa:^k(iy  so  ist  auch  hier  das  Maass  der  vorliegen- 
den Länge 
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Damit  aber,   wie  es    erforderlich   ist,    der  Ergänzmigebtieh 


ep==-IA  jede  Anzahl  nter  Theile  von  ^,  nemlich  0,  1,  2,.^. (»— 1) 

solche  Theile,  betrage,  wenn  die  Nummer  p  des  NoDinsstrichs 
die  natflrliehe  Zahlenreihe  0,  1,2,  ...•(n — 1)  dnrchgeht;  mms 
der  bei  der  Theilung  von  pi  durch  n  rGckbleibende  Rest  r  durch- 
aus verschieden  ausfallen,  und  sonach  darf  der  beständige  Unter* 
schied  i  keinen  Theiler  mit  n  gemeinschaftlich  haben.  Denn  wenn 
fiir  p  und  p'  derselbe  Rest  r  entfiele,  folglich 

pi = wy  +  r    und   p'i  =z  nq'  +  r 

wärde,  dann  müsste 

sein,  mithin,  w^l  p  und  p\  also  um  so  mehr  pf  -^p  kleiner  als 
n  ist,  t  mindestens  einen  genieinschaMicheo  Theiler  mit  n  haben» 
wenn  nicht  durch  selbe  theilbar  sein.  Da  jedoch  entweder 
t=iii— n  odervt  =  n — m  ist,  so  musste  auch  m  wenigstens  nit 
n  einen  Theiler  gemeinsam  haben  oder  hiedurch  theilbar  «eis. 
Damit  demnach  von  den  n  möglichen  Resten  r  keiie 
zwei  gleich  ausfallen,  müssen  die  Anzahlen  m  und  n 
Primzahlen  unter  sich  o4er  gegen  einander  prim  sein; 
und  nach  dieser  einfachen  Anforderung  hat  man  sohin  zu  jedem 
angegebenen  Theiler  n  die  Anzahl  m  der  vom  Maassstabe  aof 
den'Nonius  zu  übertragenden  kleinsten  Maassstabtheilchen  fi  lo 
wählen. 

Z.  ß.  zum  Theiler  n  =  10 
passen  die  Anzahlen  mssS,  7,  9,  11,  13,  17,  19,....; 

för  den  Theiler  n  =  12 
eignen  sich  die  Anzahlen  111  =  5,  7,  11,  13^  17,  I9,....; 

und  ffir  den  Theiler  n  =  15 
taugen  die  Anzahlen  m=4,  7,  8,  II,  13,  14,  16,  17,  19,.... 

Wählt  man  zum  Theiler  n  =  10  die  Anzahl  m=7,  so  ist 
2=n  —  m  =  3;  oder  wählt  man  hiefSr  die  Anzahl  m=I3,  so  ist 
t=m — n  auch  =3;    folglich  erhält  man  beide  Male 

zur  Nummer    /i  =0,    1,    2,    3,     s4,      5,      6,      7,      8,     9 

den  Dividend  pi=0,    3.    6,    9,    12,    15,    18,    21,    24,    27, 

also  den  Rest   r   =0,    3,    6,    9,      2,      5,      8^      J,      4       7. 
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Aach  kann  man  fiberhaopt  die  fragliche  Anzahl 

m  ;=c  n  f ' 

assetien,  wofern  man  nnr  i  gegen  n  prim  wfthlt.  Fffr 
gleiche  snhtractive  und  additive  t  ergibt  sich  dann  natflrlieh  eine 
und  dieselbe  Reihenfolge  der  P^ste  r. 

Z.  ^.  vm  Th^iler  n  ?=  }^  kann  man 

t=zl,        5,      7,  folglich  die  Anzahl 
iii  =  ]l»      7,      5  oder 
=  13,^  17,    19  w&hlen. 

Fflr  <235  oder  ffir  ntss?  and  m=sl7  erhält  man  deniaaeh 


tum Noniiisatrich  Nummer /i  =  0,  l,    %  3,  4,  5,  6,    7,  8,  9,  10,  U, 
4ea  Rest  Qd#r  Zähler      i*=0,  5,  10.  3,  8,  1,  6,  11,  4,  9,    2,    7. 

Die  in  diesen  Beispielen  aufgefundeneD  Reste  sind  deron^ich 
iD  denselben  Reihenfolgen  den  nach  einander  kommenden  Theil- 
sbichen  des  Nonios  als  Abzfihler,  dort  von  lOteln,  hier  von  )2telpy 
des  kleinsten  Maassstabt heilchens  beizusetzen. 

Da  man  beim  Ablesen  der  Abmessungen  ohnehin  jedesmal 
oachsehen  muss,  welcher  Theilsf rieh  des  Nonins  mit  einem  Theil* 
striche  des  Maass^tabes  fibereinfalle ;  so  kann  man  an  demselben 
NoDiDsstricbe  offenbar  auch  sofort  ganz  leicht  den  Zähler  der 
iliquoten  oder  Bruchtheile  des  kleinsten  Maassstabstreckchens 
ablesen;  deshalb  ist  es  ßir  die  Praxis  keineswegs  unerlässlich, 
dass  die  auf  dem  Nonius  anzusetzenden  Zähler  gerade  in  natür- 
ficher  Reihung  auf  einander  folgen. 


5. 

Um  noch  dber  die  Abfolge  der  Zähler  oder  Re«te  r,  bei 
iMItarijcher  Anordnung  der  Nummern  p  der  Noniuastricbe,  Auf- 
«cUqss  zq  erhalten,  betrachten  wif  abermals  die  aUgemeine  Tbei- 
iuDgsgleichung 

pi  =  n^  -|-  r 

i|Qd  lassen  die  Ordnungszahl  p  des  Noniusstricbs  auf  die  um  4n 
bihere  p  •\-  Jp  aufsteigen.  Dann  erhebt  sich  der  Quotus  q  auf 
%\ Aq  und  der  Rest  r  auf  r-f^r*  mithin  ist  auch: 

(p+Jp)i=n(g+Jg)  +(r+^r), 

and  wenn  man  hievon  die  vorige  Gleichung  abzieht,  die  allge- 
meine Diflferenzengleichung : 
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Darchgeht  man  die  Theilstriche  des  Nodiob  der  Reibe  oacb 
vom  Oten  bis  zum  (n  —  l)teQ ,  so  ist  die  Steigung  ihrer  Namnem 
stets  ^p  =  ly  also 

i  =  ndq  +  z/r. 

I.  Sollen  hierbei  auch  die  Reste  r  in  ihrer  oatfirlichea 
Ordnung  ansteigen,  soll  also  ^r=l  bleiben,  so  muss  man 
wählen : 

und  sonach  kann,  weil  t  so  wie  n  nur  positiv  gehalten  wurden, 
auch  Jq  nicht  negativ  ausfallen.  Da  ferner,  wenn  man  m'^n^i 
wShIt,  m  nicht  negativ  werden  darf,  und  wenn  man  fii=x-|-< 
setzt,  die  Länge  mfi  des  Nonius  roiiglichst  klein  gemacht  werden 
soll ;  so  wird  man  immer  t  <  n  wählen  —  was  auch  mit  der  Grund- 
bedeutung von  i  als  Zähler  eines  echten  Bruches  im  Einklänge 
steht  — ;  mithin  kann  hier  blos  dq=zO  und  t  =  l  sein,  und  so- 
hin  ist  die  fragliche  Anzahl 

Dies  ist  bekanntlich  die  übliche  Bestimmungszahi  der  auf 
den  Nonius  zu  übertragenden  Massstabtbeile. 

II.  Aus  obiger  Diflrerenzengleichung  folgt  noch  für  Jp^^ 
die  in  Frage  gestellte  Aenderung  des  Restes 

"Weil  nun  jederzeit  t<n  sein  muss,  kann  nur  zusammen  bestehen 

Jqz=:0  mit  dr=^i 
und   Jq:=zl  mit  ^r= — (n— 17, 

d.h.  bei  der  Theilung  der  geordneten  Vielfachen  pi=zO,  t,  2t,..- 
....(n  —  l)t  durch  n  kann  der  entfallende  Rest  r  nur  entweder» 
wenn  der  Quotus  q  ungeändert  bleibt,  um  t  wachsen  oder,  iveon 
der  Quotus  9  um  1  steigt,  um  n  —  t  abnehmen. 

So  fiberzeugt  man  sich  an  obigen  Beispielen ,  dass  bei  nsl^^ 
und  t  =  3  die  Reste  der  Reihe  nach  gewohnlich  um  3  steigen 
und  nur  ausnahmsweis  um  7  fallen;  so  wie,  dass  bei  «sl^ 
und  t  =  5  die  Reste  bald  um  5  steigen«  bald  um  7  sinken. 


i 
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Ein  kritischer  Nachtrag  zur  Geschichte  der  Erfindang 

der  Logarithmen, 

mit  Beziehung  auf  Abhandlung  111.  im  15ten  theil,  2.  Heft, 

S;  121.  — 196.  im  Archiv,  1850. 

Von 

Herrn  Dr.  FFilh.  Maizka, 

Profestor  der  Mathematik  an  der  Hochtrhole  sn  Prag. 


Eine  akademisclie  Gelegenheitsrede  gab  mir  im  verliehenen 
April  Veranlassung,  noch  einmal  über  den  Werth  der  Leistungen 
beider,  gewöhnlich  dafür  ausgegebenen,  Erfinder  der  Logarithmen 
oacbzodenken ;  vielleicht  dürfte  die  Veröffentlichung  der  gewon- 
Denen  Ergebnisse  dieser  Forschung  auch  dem  grösseren  mathe- 
matiscben  Leserkr^se  nicht  unwillkommen  sein. 

A.    Jolm  lITeper. 

I.  Neper's  ErkiSmngsweise  der  Logarithmen  mittels  Zusam- 
nenhaltens  zweier  gleichzeitigen  geradlinigen  Bewegungen  zweier 
Ptoikte,  und  zwar  einer  gleichförmigen  mit  einer  in  veränder- 
Hcbem  Verhfiltnisse  verzögerten,  welch'  beide  mit  einerlei  Ge- 
scbwindigkeit  anheben  *),  erscheint  beim  erstmaligen  Vernehmen 
nnd  obenhin  Besehen  allerdings  nicht  wenig  sonderbar;  allein  bei 
liogerer  und  genauerer  Durchforschung  überzeugt  man  sich  mit 
aufrichtiger  Bewunderung,  dass  selbe  in  Bezug  auf  scharfe  Kenn- 
aeichirang  der  innersten  Wesenheit  der  allgemeinen  Zahlen,  also  auch 
ihrer  Logarithmen,  eine  Vortrefflichkeit  besitzt,  welche  durchweg 
diea  nachgefolgten  Erklärungen  desselben  Gegenstandes  abgeht. 

*)  ArchiT  a.  a.  O.  S.  122^  124. 
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Sie  schliesst  nemlich  in  sich  das  am  spätesten  von  den  kri* 
tischen  Mathemattkern  erkannte  und  den  Begriff  der  allgeiDefaieii 
Zahl  vervollständigende  Merkmal  der  Stetigkeit  (ContintitSt) 
der  Zahlen  Oberhaupt,  bei  Neper  insbesondere  die  Stetigkeft 
der  Logarithmen  und  ihrer  Logarithmande ,  das  ist  derjenigen 
Zahlen,  denen  sie  angehören,  und  es  möchte  diese  BegrifMSt- 
Wickelung  der  Logarithmen  durch  Neper,  in  der  allmälicben  Her* 
ausbilduDg  der  allgemeinen  Grössen-  und  Zahlenlehre,  wohl  der 
erste  Fall  sein,  wo  dieser,  für  die  höhere  Analysis  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Erforschung  der  Linien  und  Flächen  völlig 
unumgängliche  und  unentbehrliche  Begriff  mit  berficksicbti- 
get  ward. 

Nach  Neper's  Begriffsbestimmung  strfit  der  Weg,  der  voo 
seinem  zuerst  angenommenen  gleichförmig  (in  gleichen  Zeiten 
gleich  weit)  vorrOckenden  Punkte  jeweilig  zurückgelegt  wird,  den 
Logarithmus  desjenigen  Weges  vor,  den  der  andere  Hilfspankt 
bis  zu  einem  vorgesteckten  Ziele  hin  noch  zu  durchlaufen  hat; 
wofern  seine  Geschwindigkeit  und  deren  Verzögerung  (negative 
Beschleunigung  —  Acceleration  — )  stets  eben  diesem  noch  la 
durchlaufenden  Wege  proportionirt  bleibt. 

Beide  Wege  als  solche  —  mithin  auch  der  von  ihnen  vorge- 
stellte oder  abgebildete  Logarithmus  und  Logarithmand  -—  ändert 
Hlch  rtnn  stetig  odet"  mrt  Stetigkeit,  d.  h.  ^ie  dirrchgchen  gleich- 
heftig  oder  mit  eintttider  Schritt  haftend  athnälich  alle  Zwischen- 
stufen von  Grösse  oder  Grossheit  (magnitudo,  quatititas)  dine 
Uebergehung  auch  nur  einer  einzigen  sofchen  Sft^fe;  mffbffi  nA- 
men  bei  Neper^s  AnorAmng  einerseits  die  LogArfthniande  oder 
Zahlen  stetig  ab ,  ändererseit»  ihre  Logarithmen  stetig  zq. 

II.  Treffendere  und  verständlichere  Bilder  fSr  derlei  gleich- 
zeitige und  stetige  AenderuDgeif  zusammenhängender  Veränder- 
lichen, wie  die  von  Neper  gewählten  neben  und  mit  einander 
bestehenden  Bewegungen  stofflicher  Punkte  besitzen  wir  aber 
nicht.  Denn  die  einfachste  und  aUbekannte  stetig  wachsende» 
gleichsam  fortfliessende  Grösse  ist  die  Zelt  —  Daiierzeit  einer 
Erscheinung  — ;  die  nächste  eben  so  oinfache  stetig  zu*  oder  ab- 
nehmende Grösse  ist  ein  gerader  Weg,  den  ein  nach  einem  be- 
stimmten Gesetze  bewegter  Stoffpunkt  entweder  bereits  zorück- 
gelegt  hat  oder  erst  noch  zurücklegen  soll. 

Dagegen  erfassen  die  übrigen  ErUäref  der  Logarithai—  vea 
Zahle»  nar  Reihet»  von,  in  gewiesen  Abaältzen  oddr  Zwischer 
weiten  auf  einander  fblgeinlen,  alse  ge4ffenMtieii  SCätlJlen  (8tedie# 
solcher  gleichzeitig  vor  sich  gehenden  Bewegungen  mit  den,  ent- 
weder durchlaufenen  oder  noch  bestehenden  Wegstrecken. 
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Freilich  für  ^  wirkliche  AiMeohftnog  der  LogarUhmen  au 
fem««  gesteUten  Reihen  yoo  Zahlen  wie  tu.  jener  der  Sinue  imd 
Taageoten  der  von  M)  Graden  an  »inatedweiee  aboebmeBdeii 
Winkel  oder  Kfeishogen*  verasochte  Neper  auch  Hiebt  aadere» 
ale  »eine  Nachfolger  vorauszugehen;  auch  er  muaste  Reihen 
zoeanunengehuriger  Wegstrecken  neben  einander  /Stellen,  eine 
»ilhMelische  steigende^  welche  die  LiOgarithraen,  tind  eine  geo. 
aetriech  fallend^,  welche  die  Zahlen  derselben  verbildlicht  Allein 
Reihe«  stellen  *-  wie  Meper  sehr  scharfsichtig  herauggeflihlt 
Imtte  —  keineswegs  stetig  oder  fliessend  sich  ändernde  Gros- 
sen, sondern  jedesmal  nur  eprung-  oder  ruck  weis  abgeänderte 
Werthe  gewisser  veränderlichen  Grussen  vor;  sie  sind  und  blei- 
be In  ihrem  Laufe  immer  unstetig  (discontinnirlich).  Deshalb 
kann  irgend  eine  willkürlich  festgesetzte  Grosse  nur  zufällig  In 
einer  gesetzmässigen  Reihe  von  Grossen  derselben  Art  vor- 
kommen» in  der  Meistzahl  der  Fälle  aber  lediglich  zwischen  ein 
Paar  Nachbarglieder  dieser  Reibe  hineinfallen ,  wogegen  eine  in 
sareichendem  Umfange  stetig  wachsende, oder  abnehmende  Ver*^^ 
äoderliche  dieser  Art  auch  jene  festgesetzte  Grösse  nothwendig 
dorebwandern  muss. 

Zwar  kann  man,  durch  Einschieben  oder  Einschalten  einer 
nach  dem  nerolieben  Gesetze  gebildeten  Hilfsreibe  zwischen  jenes 
Paar  benachbarter  Glieder^  die  Raup  treibe  vervollständigen, 
ihre  Lücken  so  schmälern,  dass  sie  entweder  auch  jene  gewisse 
vorgelegte  Grösse  selbst  mit  enthält  oder  mindestens  möglichst 
eag  sieh  an  selbe  anKchliesst;  allein  nothwendfg  und  vollständig 
erreichen  muss  sie  dieselbe  doch  keineswegs,  namentlich  in 
den  60  unendlich  häufigen  Fällen  nicht,  wo  diese  voraus  festge* 
stellte  Grösse  in  Bezug  auf  die  Messeinheit  ihrer  Art  einen  irra- 
tionalen Zahlwerth  besitzt.  Somit  muss  bei  der  Aneinanderstetlung 
einer  geometrischen  Reihe  von  Zahlen  und  einer  arithmetischen 
Reibe  ihrer  Logarithmen  erst  noch  scharf  dargethan  werden, 
Abis  jeglicher  Zahl,  sie  sei  ganz  oder  gebrochen,  rational  odet 
irrafionat,  ein  und  nur  ein  Logärithme  entspreche  und  umge- 
kehrt; bei  Neper's  bildlicher  Darstellang  durch  sein  Paar  glefeh* 
zeitiger  Bewegungen  drängt  sich  diese  IVahrheit  ganz  unbe- 
zwelfelbar  von  selbst  auf. 

IIL  Bevor  wir  diesen  grossen  Denker  verlassen,  möge  es 
noch  erlaubt  sein,  wenn  es  auch  hier  weniger  zur  Sache  gehören 
iiuif^  die  Arten  oder  Gesetze  dieser  zweierlei  Bewegungen,  be- 
iiaders  der  letzteren,  etwas  genauer  zu  besehen. 


Den   eretev  Steffgnakt   denkt  sich  Neper 
in  8  Dnbestimnte  hinaus  auf  gerader  Bahn  hefwe^    Dieser  lege 


L. 
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imn  wSlnrend  der  vom  Zeitpunkte  Noll  an  beginneoden  md  fort- 
fliessenden  Zeit  t  den  Weg  o?,  also  im  Zeitelemente  dt  das  nSchst- 
folgende  Wegstreckchen  dx  znrflck;  so  ist,  weil  der  Punkt  in 
jederlei  gleichdanernden  Zeiten  gleichlange  Wege  zurficklegt,  seine 

doc 
Geschwindigkeit  u  <><'er.  3^   dem,  in  jeder  von  wann  immer  ange- 
fangen gerechneten  Zeiteinheit  zurückgelegten,   also  sich  immer 
gleich  bleibenden  Wege«    dessen  Länge  k  heissen  möge,  gieieh; 
nemlich  es  ist  des  bewegten  Stofftheilchens  Geschwindigkeit 

dx      , 

Daraus  folgt  die  Beschleunigung  (Acceleration)  dieser  Be* 
wegung,  das  Differential verhältniss  ihrer  Geschwindigkeit  zur  Zeit, 

du d^x  _^ 

d.  i.  gleich  Null  oder  es  besteht  hier  keinerlei  Beschleunigung. 

Umgekehrt  gibt  die  Integration  der  ersteren  Differentialglei' 
chung,  wenn  man  sie  von  <  =  0  und  a:  =  0  anfangen  iSsst,  die 
endliche  und  erschöpfende  Bewegungsgleichung,  bestimmend  den 
vom  Beweglichen  jeweilig  durchlaufenen  Weg 

0?=  kU 

Den  zweiten  Stoffpunkt  denkt  sich  Neper  auf  einer  anderen 
Geraden  ungleichförmig  fortschreitend,  zur  Zelt  0  von  seiner 
Zielstelle  um  die  Strecke  q  abstehend  und  in  derselben  früiier 
betrachteten  Zeit  t  den  Weg  z  dermassen  zurücklegend,  das9 
der  Punkt  am  Schlüsse  derselben  noch  um  die  Strecke 

von  seinem  Zielpunkte  abstehe.  Im  nachfolgenden  Zeittheilcheu 
dt  durchlaufe  er  das  Wegtheilchen  dz  und  nähere  sich  seinen 
Ziele  um  dy^  —  dz  mit  einer  Geschwindigkeit 

—  ^  _  — dy 
^""5i~    dt   ' 

« 

Diese  nun  soll  dem  zurückzulegenden  Wege  y  proportionirt  seioi 
also  zu  ihm  sich  so  verhalten,  ^ie  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit %  vom  anßnglichen  Abstände  q  des  bewegten  Punktes 
von  seinem  Ziele  oder  auch  wie  diejenige  Geschwindigkeit  e  des 
Beweglichen  da,  wo  es  um  die  Längeneinheit  oder  um  die  Länge 
1  noch  vom  Ziele  absteht ,  das  ist:  es  soll  sich  verhalten 
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p % c 

oder  die  lor  Zeit  t  eintretende    wandelbare    Geschwindig- 
keit soll  sein: 

lod  die  Anfangsgeschwindigkeit  xzzzcq. 

Dann  ist  die  Beschleunigung  dieser  Geschwindigkeit: 

^.      dv        dy 

fder  auch   (7  =  —  c^h/^  folglich  ebenfalls  proportionirt  dem  noch 
bis  ao's  Ziel  hin  bevorstehenden  Wege  y. 

Die  zu  Anfang  der  Bewegung,  nerolich  bei  f=0  und  y  =  g, 
«tattindende  Beschleunigung  der  Anfangsgeschwindigkeit  x  ist 
sooacb 

X« 

«nd  die  wanilelbare  Beschlenoigung: 


,y=^y 


«der  es  verhSlt  sich  auch: 


^  _l^—*^ 


— -«. 


y 


—  ^  — .      o   ^— e 


Bei  dieser  Bewegung  ist  deronach  eben  so,  wie  bei  den  pen* 
delartigen  Schwingungen  oder  Erzitterungen  kleinster  Stofftheil- 
cbeo  om  ihre  uranföngliche  Ruhelage»  die  Beschleunigung  dem 
jeweiligen  Abstände  des  Beweglichen  von  einem  gewissen  fest- 
stdbeadeD  Punkte  (im  letzteren  Falle  von  der  Ruhelage)  propor- 
üoairt;  nur  ist  bei  derlei  Schwingungen  das  jeweilige  Verhältniss 
der  Beschleunigung  G  zum  Abstände  y  des  Beweglichen  vom  Ziele 
positiv«  in  Neper's  zweitem  Bewegungsfalle  hingegen  negativ« 

Ans  der  leicht  herstellbaren  Differentialgleichutig  der  Bewegung 

—dy 

folgt  sofort: 

V 

Thaii  XXXIV.  as 
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daher»  wenn  man  von  <  =  0  und  ys=p  an  integrtrt,  ist  (initttürH 
liehen  Logarithmen,  die  trir  blos  durch  /  andeuten): 


y 


folglich 


^rse'-'sz- 


% 
t 


Sonach  Ondet  man  für  jede  Zeit  t  den  Abstand  dai 
ten  Punktes  von  seinem  Ziele: 

den  durchlaufenen  Weg: 

die  Ge^oKnindlgkeit: 

und  die  Beschleunigung: 

Aus  der  letztern  findet  man  noch  da«  Dile«entiaUV< 
der  Beschleunigung  zur  Zeit: 

dG 


b«w«M 


dt 


=  c*xe-««  =  cH , 


welches  daher  immer  positiv  ausßllt 

Im  Verlaufe  der  Zelt  nähert  sich  demnach    der  hewegBcl 
Punkt  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  und  mit  einer  mehr  ubI 
mehr  zunehmenden  Verzögerung  seinem  Ziele,   ohne  jedoch  di( 
ses  Ziel  je  vollkommen  zu  erreichen.    Denn  nie  kann  der  AI 

des  Bew^lMien  vom  Ziele  streng  Null  (aufgehoben »  m 
werden ,  wenn  est  ^uch  bei  iMiendUcheoi  Wachsen  de«  Zeit  ( 
endtiob  abnimmt. 

WUhrend  demnach  im  steten  FV>rtlaufe  der  mft  Null  anb^ 
dm  Zeit  i  der  LogAritlune  ;*  von  Null  na  Qber  «Ue  Grenata  bi 
aus  wächst,  nimmt  die  Zahl  y,  welcher  er  angehört,  von  ibi 
Anfangswerthe  q  an  unaufhOxIicb  ab  und  strebt  der  Null  als  Grenze] 

IV.  Noch  dflrfte  folgende  Bemerkung  nicht  ohne  Interesse  i 

Neper  hat  sich  die  Beweguagea  beider  Stoipunkte  In  beü« 
bigen  Geraden  vor  sich  gehend  gedacht,  da  es  fBr  seinen 
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j^afti  gleichgiltig  war,  wie  er  diese  geraden  Bahnen  gegen  ein- 
«■der  stellte.  Man  mochte  hiebei  fast  bedauern,  daae  er  nicht 
aif  den  Gedanken  gerietb,  sie  aufeinander  senkrecht  zu  stel- 
lio^  weil  dann  diese  zi^ei  gleichzeitigen,  gegen  einander  senk- 
recht gerichteten  Bewegungen  sich  in  eine  einzige  krummlinige 
nsamm engesetzt  hätten;  nerolich,  weil  er  dann  jene  zwei  gerad- 
higen  Bewegungen  als  die  Bewegungen  del*  t«*us$punkte  P  und 
(Tat  III.  Fig.  9.)  derjenigen  Senkrechten  MP,  UQ  hätte  an* 
nen  können,  welche  aus  einem,  auf  einer  krummen  Linie /Fi 
?Ali  bewegenden  Punkte  M  auf  zwei  sich  senkrecht  dufcbscbri^^ 
fcsde  Axen  Oo:,  Oy  geführt  werden. 

Sei  nemlich  zur  Zeit' Null  der  bewegliche  Punkt  auf  der 
Geradeti  Ox  in  />,  der  auf  der  Oy  sich  bewegende  Punkt  in  £, 
Mglich  der  die  krumme  Linie  Hz  durchlaufende  Punkt  in  A^  dem 
Darchschnitte  der  in  D  und  E  auf  (Jx  und  Oy  senkrecht  aufge«' 
stellten  Geraden.  Seien  OD  =  ^  und  OE=zfi  die  Abstände  der 
Plinkte  jD  und  E  von  O.  Zur  Zeit  t  befinde  sich  der  erstere 
Stofjpaokt  in  P,  der  zweite  in  Q  und  der  auf  der  Krummen  Ax 
neh  bewegende  Ponkt  In  lU,  «nd  seien  QP^sza'  nnd  OQ^^y' 
iäe  Abstände  der  Punkte  P  und  Q  von  O.  Auf  der  Ox  wurde 
IM  D  aas  in  gleichförmigem  Fortschritt  der  Weg 

• 

DP=x:=::,kt 

tnrSckgelegt,  also  ist 

irad 

Anf  der  Oy  sei  C  das  Ziel  des  bewegten  Stoffpunktes,  also 
EC'=^Q  and 

QC^y=tQe-^', 

mithin 


00=  OE-^EC^  CQ, 

y'-n  —  Q+y* 


folglieh 


Bätte  dann  Neper  dte  veränderlichen  Abstände  der  beweg- 
lichen Punkte  von  O  aus  gerechnet,  nemtich  OP=x'  und  OQ=zy* 
aofeiomlneo,  and  bätte  er  den  Abstand  m'  den  Le^rithikiii*  von 
y  ^SMunt;  so  bätte  er  dem  Zueamiti^nhang  dieMr  zw4\  Abetiitde 
-^•gefeftwirtig  CoerdiMiten  beMUMrt  *-*-  durch  diese  Gleicbmg 

23« 
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af  =  Logy' 

dargestellt >  und  so  würde  er  der  Erste  die  später  von  Des  Car 
tes  ersonnene  Darstellung  krummer  Linien  durch  Gleicbnogei 
zwischen  gewissen  Strecken  und  Winkeln  (Coordinaten)  bereiti 
ausgeführt  haben« 

Es  würde  hiehei  ganz  natürlich  gewesen  sein«  wenn  Nepe 
^zur  Vereinfachung  seiner  Untersuchungen,  wie  es  ihm  frei  <teD4 
in  Taf.  III.  Fig.  9.  den  Ausgangspunkt  D  des  ersten  Stofthail 
chens  auch  zum  Zielpunkte  C  des  zweiten  gewählt  hätte,  oe» 
lieh  wenn  er  OZ>  =  ^  =  0  und  EO=^EC,  also  17=:^  gemach 
hätte.  Da  wäre  ÖP—DP,  OQ=:CQ  oder  in  der  ei&dimi 
Taf.  III.  Fig.  10. : 

also 

x:=:kt,    yr=zQe-^ 

das  Paar  der  Gleichungen  der  krummen  Bahn  ÄMx  geweitef 
und  Neper's  Gleichung  dieser  Linie  würde  die  Gestalt 

X  =  Log.  Nep.  y 
angenommen  haben. 

Unsere  jetzige  Ansdrucksweise  derselben  Gleichheit  ist: 

X  K  S 

oder,  wenn. wir  natürliche  Logarithmen  benutzen,   umgekehrt: 

—  — -/? 

Beachtet  man  noch,  dass  Neper  die  Anfangsgeschwindf' 
keiten  k  und  w  beider  bewegten  Punkte  als  gleich  unterstellte 
so  hätte  seine  krumme  Linie  die  Gleichung  erhalten: 

9 
und 

Q     y        Q 

Bekanntlich  ist  dies  die  Gleichung  der  Logistik  oder  logt- 
rithmlschen  Linie,  folglich  gewinnt  man  durch  dies^  Betradi' 
tangen  zugleich  eine  ▼erständlichere  Erzeugungsweise  dieser  LU«» 
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ab  io  deo  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  vorgetragen 
n  werden  pflegt. 

B.    Job«t  Byrg. 

Es  hat  sich  bekanntlich  nnter  den  Mathematikern  die  gans 
|tvrShnliche  Ansicht  geltend  gemacht,  dass  Byrg  mindestens 
iH  Neper  gleichzeitiger,  wenn  nicht  sogar  früherer,  folglich 
«festlicher  ErOnder  der  Logarithmen  sei.  Auch  ich  war  bisher 
ihr  erstem  Ansicht  zugethan,  wie  aus  meiner  Abhandlung  im 
Archiv  Tbl.  XV.,  Hft.  2.,  1850,  S.  136,  Art.  6.  erhellt.  Allein 
sidi  einer  durch  Abfassung  erwähnter  Gelegenheitsrede  veran- 
lassten *  eindringlicheren  Forschung,  besonders  der  von  Herrn 
Gymnasial  -  Oberlehrer  Dr.  Gieswald  zu  Danzig  im  Jänner  1856 
Bit  dem  Schulprogramm  veröffentlichten  Abhandlung:  „Justus 
Byrg  als  Mathematiker  und  dessen  Einleitung  in  seine 
Logarithmen 'S  sehe  ich  mich  gezwungen,  diese  Anschauung 
tobageben.  Ich  entschloss  mich  hiezu  allerdings  um  so  schwe- 
rer, als  ich  —  ein  Vollblut -Deutscher  —  es  viel  lieber  gesehen 
tette,  wenn  es  möglich  wäre,  diese  so  wichtige  Erfindung  unse- 
rem grossen  Volke  unbedenklich  zuschreiben  zu  dürfen.  Doch 
<ter  Wahrheit  und  Gerechtigkeit  moss  die  Vorliebe  zu  den  Stamm- 
geoossen  welchen. 

Bekannt  ist  es^),  dass  Michael  Stifel,  ein  gelehrter  Dorf- 
prediger  in  Haberstro,  jetzt  Haffstrom  genannt,  bei  Königsberg 
in  Preossen,  im  Jahre  1547  seine  Arithmetica  integra  heraus- 
gtb,  in  welcher  er  (Seite 249)  die  arithmetische  natürliche  Reihe 
der  ganzen  Zahlen 

— 3,  — 2,  — 1;    0;    1,2,3,    4,... 

mit  der  geometrischen 

i,      i.      4;    1;    2,  4,  8,  16,.... 

GHed  f&r  Glied  unter  einander  stellte  und  sich  über  den  Zusam- 
meobang  der  Paare  gleichstelliger  Glieder  helder  Reihen  kurz 
wie  folgt  äussert: 

Qualiacunque  facit  prpgressio  geometrica 
mnitipllcando  et  dividendo, 
talia  facit  progressio  arithmetica 
addendo   et   subtrahendo. 


*)  Man  vergUichei     P.  N.  L.  £gen,  Handbach  der  allgcmei' 

Kf«  Arithmetik.    2.  Aufl.    1.  ThI.      Berlin  1883.     $.164.    S.  2ÖH. 

Dr.  Gieswald,  Juttti«  Byrg  als  Mathematiker,  S.  18,  20  ff. 
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In  Lib.  L  pag.  35.  sagt  er  feroer : 

Additio  10  Arithraeticis  progressiooibus  respoadet 

roultiplicationi   in  Geometricis; 

Subtractio   in  Aritbmeticia  cespondet 

in  Geometricis  divisioni. 

Divisio  in  Arithmeticis  progressionibas  reapondet 

extractionibus  radicum  in  progressionibus  Geometricis. 

Ut  dimidiatio  in  Arithmeticis  respondet 

extractioni  quadratae  in  Geometricis. 
Triplatio  in  Arithmeticis  respondet 
rouitiplicationi   cubicae  in  Geometricis. 
Quintuplatio  in  Arithmeticis  respondet 
raultiplicationi  surdesolidae  in  Geometricis. 

et  sie  de  aliis  in   infinitum. 

In  der  Vorrede  zu  dem  ,,Kartzen  Bericht*)  der  Progitii 
T schulen.  Wie  dieselbigen  nutzlich  in  alierley  RechoangeB 
gebrauchend^  weichen  ßyrg  seinen  im  Jahre  1620  zu  Pn^ 
ausgegebenen  Progreas  -  Tabulen  beizudrucicen  unterlassen  ba 
äussert  sich  derselbe  nun  wie  folgt:  „Sdtttd^ttnt  ^crpipegai  I 
etgenf^affi  nnb  Correspondenz  ber  2  pcogressen  olf  bcr  Anth 
tischen  mit  ber  Geometrischen,  bo^  toa^  in  ber  ifl  MultiplicireD, 
in  itnct  nur  Addiern  nnb  tt>a^  in  ber  tfl  Diuidiren  ut  titiir  mt^tn 
hiern  nnb  toa^  in  ber  tfl  radicem  quadratam  extrahirn  in  itttr 
tfl  ^albittn,  radicem  cnbicam  extrahirn  nnr  in  3  diuidiern,  radice 
Zensl  in  4.  Diuidiern,  Sursolidam  m  5  imb  affo  fort  Ut 
quantiteten. '^  Man  wird  demnach  kaum  umhin  können,  die«e  Er- 
läuterung Byrg's  fSr  etwas  Anderes  als  eine  Uebersetzoog  ^^ 
eben  angeführten  Stelle  aus  StifeTs  Werk  anzusehen. 

Seinen  Bericht  beginnt  er  mit  den  Worten: 

f/3tt  ^«frtt  Tabulen  fin!ttt  man  Stotittlef  S^^^r  Smemittrot^ 
Caractren ,  tott^t  toit  dntm  tebeir  Iti^Üi^  jn  fe^en  ntii^t^  asbre^  ^ 
cm  Aritl^metischer  progress^  bie  oobere  obtx  mit  ^nmrjut  niifi 
onberiS  banv  ein  Geometrischer  progre«s  tfi,  mib  auf  ba§  tßiti 
biedern  beflo  htrjer  bur^ge^eit;  SBoE  toit  bort^in  bert  Ärifbmetifil«* 
progress  bie  rot^e  nnb  ben  Geometrischen  progress  bie.  f(|j9ar)e  3^ 
iteitnett;  bamit  an^  tin  ieber  bie  fnndamenta  biefer  Tabulen  grs^^' 
(iii^er  fafe  itnb  biefef^igen  beflo  iefer  Qtbxan^tn  ma^,  fo  »olles  vo^ 


*)  Von  dietem  Berichte  hat  eben  Herr  Oberlehrer  Dr.  Giefvti' 
(1866)  ia  der  SUuitbikliothelc  sa  Diinsig  da«  Maaaecrip«  safgefna^ 
Hnd  diese«  in  der  angeföhrten  Abhandlang  tod  Seite  S6bit86  aMndtc* 
Ufeen. 
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teSa  «IIb  btefcKcB  mit  ctlt^ett  Sjranpcdi  crRiren. 

•wift-^fA  0-  ^  2.3.    4.    S.«,...(roth) 

Byrg  bedient  sieb  also  derselben  zwei  Reibenatißfige  zar 
rlfioterong  wie  Stifel. 

ObschoD  er  nun  nirgends  ausdrGckli^h  auf  dieses  Matberoa- 
ikers  Werk  binweist,    so  erwäbnt  er  docb  gleich  danach,    dass 
etliche  Arithmetici,  wie  auch  Simon  Jacob  Zons  pnd  andere, 
lie  aogeführten  Eigenschaften  der  beiderlei  Reihen  berührt  haben, 
^emgemäss  kann  es  sicher  keinem  Zvieifel  unterliegen,  dass  er 
fieh  keineswegs  fQr  den  Erfinder  dieses  Zusammenhangs  der  Reiben 
riner  rothen  und  schwarzen  Zahlen  —  der  jetzigen  Logarithmen 
id  Logaritbmande  —  auszugeben  gewillt  war.     Er  fShrt  deshalb 
rb  seine  Leistung  mit  den  an  unser  erstes  Citat  sich  anscblies- 
Menden  Worten  seiner  Vorrede  an: 

;;fo  ^a(e  t(^  m'f^tö  nuijixiftxtA  ttai^iti,  a(f  biefc  Tabulen 
alfo  }it  continuiern  (i),  baf  aSe  3<^^(eit  fo  l^inrfaKcit  tu 
berfdben  mdgen  gefimben  tverben,  ani^  v^Aiftt  continua- 
tion  (!)  btefe  Tabulen  erkpac^fen^^, 

rodvrch  er  also  seine  Tafel  nur  als  eine  Fortsetzung  oder  Wei- 
Gasbildung  einer  bereits  vorhanden  gewesenen  bezeichnet. 

Byrg  stellte  nun  in  die  arithmetische  Reihe  seiner  rothen 
Zahlen  alle  nach  einander  folgenden  Anzahlen  voller  Zehner  als 

0,  10,  20,  30,....  100,  HO,  120,....; 

das  aUgemeine  Glied  dieser  seiner  Reihe  war  demnach 

Ä=ii.lO. 

Der  reiben  Zahl  0  sehrieb  er  in  seiner  geometrischen  Reihe 

die  schwarze  Zahl  100000000 
und  der  rothen  Zahl  10 
die  schwarze  Zahl  100010000 
m;  also  ist  der  Quotient  seiner  geometrischen  Reibe  1*0001  und 
das  allgemeine  Glied  der  schwarzen  Zahlen: 

S=r  100000000.(1  OOOl)««. 

Siebt  man  demnach  —  was  erlaubt  bleibt  —  die  Scbhissnulle 
der  rotben  Zahlen  nur  als  Zehntel  an ,  so  hat  man : 

R 

jO  =  i„ 
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folglich  die  rothen  Zählen  Mos  in  natürlichor  Reihong 

Oy    1,2,    3,  ....  ft 

fortlaufend;  und  sieht  man  in  den  schwarzen  Zahlen  die  letztet» 
8  Ziffern  als  Dezimalen  an  oder  zählt  man  mit  diesen  Zahlen  licht 
Einer y  sondern  Hundertmilliontel  (des  Einers),  so  Ist: 

Ä 


Hill 


=  (10001)«, 


folglich  sind  die  ihr  entsprechenden  Glieder  der  geometrischfo 
Reihe  seiner  schwarzen  Zahlen: 

1,    10001,    100020001,....  (1-0001)».... 

Byrg  nahm  demnach^  genau  besehen,  als  arithmetische RetI« 
der  rothen  Zahlen,  gerade  so  wie  Stifel,  die  natSrIiche  Zah- 
lenreihe mit  dem  Ausgangsgliede  0;  ferner  machte  er  aach  wie 
Stifel  die  1  zum  entsprechenden  Ausgangsgliede  der  geometu- 
schen  Reihe  der  schwarzen  Zahlen;  nur  nahm  er,  während  Sti- 
fel für  sein  erläuterndes  Beispiel  zum  Quotienten  dieser  geome- 
trischen Reihe  die  möglich  kleinste  ganze  Zahl  2  gewählt  iutte, 

die  nur  um    iTjnjnjn  vergrusserte  Eins  zum  Quotienten  an,  dinit 

die  geometrische  Reihe  sich  an  die  möglich  meisten  ganzen  Zah- 
len thunlichst  nahe  anschliessen  mochte.  Gegenwärtig  würden 
wir«  nach  unserer  mehr  ausgebildeten  Zahlenlehre,  eigeDtHch 
kurz  sagen:  so  wie  Stifel  in  seinem  zur  Erläuterung  beige- 
brachten Beispiele  die  natflrüch  aufsteigenden  Potenzen  Ton  2  nach 
einander  gereiht  hatte,  ebenso  reihte  Byrg  in  seiner  Tafel  die 
Potenzen  von  1*0001  in  natürlicher  Ordnung  steigend ;  und  somit 
hat  er  eigentlich  blos  zu  Stifel's  Täfelchen  eine  erweiterte 
Tafel  von  Potenzen  einer  andern  Zahl  geliefert. 

Wollte  man  demnach  —  was  jedoch  bisher  noch  Nienand 
ernstliph  unternommen  hat  —  das  Wesen  der  Erfindung  der  Loga- 
rithmen ersehen : 

1.  in  der  Entdeckung  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Paa- 
ren entsprechender  oder  gleichvielter  Glieder  einer  aritbmt- 
tischen  und  geometrischen  Reihe,  so  wie 

2.  In  der  Auffindung  der  Möglichkeit  und  Weise,  die  schwie- 
rigeren Rechnungen,  das  Multipliziren,  Dividiren  u.s.  w.  dorch 
die  leichtern  des  Addirens,  Subtrabirens  u.s.  w.  zu  ersetzen; 

so  konnte  durchaus  nicht  mehr  bestritten  werden,  dass  nicht  er»t 
Byrg  um's  oder  kurz  vor  dem  Jahre  1620,  sondern  bereits  Stifel 
mindestens  kurz  vor  dem  Jahre  1544  die  Logarithmen  erfanden  habe. 
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AUelD  geoaoer  besehen  hat  Byrg^  dem  allerdioga  daa  Ziel 
vorsebitebte,  die  bequemen  logarithmischen  Rechnungen  mittels 
genflgend  ausgedehnter  Tafeln  zu  ermöglichen ,  seine  Aufgabe  um« 
gestOlpt  oder  auf  den  Kopf  gestellt.  Denn  bei  den  gewöhnlichen 
praktischen  Rechnungen  in  besonderen  Zahlen  sind  ja  gerade  die 
mit  einander  zu  mulCiplizirenden,  durch  einander  zu  theilenden, 
80  wie  die  zu  potenzirenden  und  zu  radicirenden  (in  letzter  Instanz 
ganzen)  Zahlen  das  Gegebene»  und  ihre  Logarithmen  das  aus 
den  Tafeln  Auszuhebende  oder  die  mjttels  dieser  Tafeln  in  die 
Rechnung  einzuflShrenden  Zwischenhilfszahlen,  also  das  vermit- 
telnde Unbekannte.  Man  bedarf  demnach  einer  Tafel ,  welche  zur 
natürlich  genugsam  ausgedehnten  Reihe  der  ganzen  Zahlen  die 
Logarithmen  gibt.  Byrg's  Potenzentafel  gab  aber  umgekehrt  zur 
natfirlichen  Reihe  der  ganzzahligen  Logarithmen  die  angeh5rigen» 
fast  immer  ungemein  weit  in  Decimalen  auslaufenden  Zahlen. 
Durchgeht  man  för  sich  in  Gedanken  oder  nach  Byrg's  ,, Bericht" 
den  Zug  von  Rechnungen ,  den  man  ^lit  Byrg's  Potenzentafel 
an  der  Hand  durchzumachen  gezwungen  ist^  so  ist  man  sicher 
zum  GestSndniss  nothgedrungen ,  dieser  Rechnungszug  sei  weit 
«ebwieriger  und  länger,  als  jene  gewöhnlichen  Rechnungen,  welche 
man  erleichtern  oder  abkurzen  wollte;  und  somit  muss  man  ein- 
gestehen, dass  Byrg's  Potenzentafel  ihren  Zweck  verfehlt  hat 
ond  völlig  unpraktisch  (zweckwidrig,  unanwendbar)  ist. 

Ganz  anders  ist  Neper's  Kanon  der  Logarithmen  angelegt 
Ihm  schwebte  bei  seiner  und  der  zeitgenössischen  Gelehrten  wis- 
lenschafÜichen  Richtung  als  Ziel  vor,  die  schwierigen  astrono- 
mischen  Rechnungen  mit  den  Sinus  und  Tangenten  der  in  Graden 
und  Minuten  gemessenen  Kreisbogen  zu  erleichtern.  Dazu  schuf 
er  mit  einer,  für  seine  beschränkten  analytischen  Hilfsmittel  wahr- 
lieh staunenswertheu  M Ohe  zu  den  von  Minute  zu  Minute  im  Kreis- 
qaadranten  natürlich  fortschreitenden  Bogen  die  Reihe  der  Loga- 
rithmen ihrer  Sinus  und  Tangenten,  so  dass  man  zu  jedem  in 
Graden  und  Minuten  angegebenen  Bogen  sogleich,  ohne  aufhal- 
tende Zwischenrechnung,  den  Logarithmus  seines  Sinus  oder 
»einer  Tangente  herauslesen  oder  herausschreiben  konnte.  Sein 
Kaoon  war  demnach  keine  Potenzentafel,  wie  jene  Byrg's,  son- 
dern wahrhaft  eine  Logarithmentafel,  dienlich  und  förderlich 
dem  Forgesetzten  Rechnungszwecke. 

Nun  ist  es  ein  längst  ausgemachter  Grundsatz,  dass  als  Er- 
finder eines  praktischen  Gegenstandes  oder  Verfahrens  nur  der- 
jenige Mann  gilt,  welcher  den  hierauf  beziehlichen  Gedanken  und 
Erkenntnissen  seiner  Vorgänger  den  eigentlichen  Geist  und  das 
wahre  Leben  der  Praxis  (Anwendung)  einhauchte;  mithin  ist  es 
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onuBifttuaslieb  eDtschieden»  dass  fi^eder  aosef  g«itt* 
reieber  Mathematiker  Stifet,  noch  unser  findiger  Prak- 
tiker Byrg,  eoMdem  M««  der  m^Bmswtmlmaä^  0eli#Mielie 
Orlelurte  Seper»  und  niur  er  alleLa,  fttr  den  Kvflader 
der  Iiei^aritliflieM  Augeselien  werden  kaam  a«d 


Daraus  kann   nun  freilieb  der  deutsche  Freund  der  Wissen- 
schaft nur^it  Bedauern  entnehmen,   dass  des  sonst  so  bocb 
schätzbaren  kaiserlichen  Hof  -  Kammer -Ubrraacbers  Byrg  Tafeln 
sammt  Gebrauchsanweisung  nur  wenig  über  die,    um  76  Jahre 
früher  von    Stifel   ausgesprochenen    Grundgedanken    hinausge- 
gangen sind»    dass  selbe  ohne  Verwechselung  ihres  Arguments 
oder  ihrer  Eingangszahl  sich   kaum  Bahn  zu  brechen  vermocht, 
also  erst  noch  eines  kräftigem  und  regeren  Geistes  bedurft  hat- 
ten, der  sie  belebt  und  wirksam  gemacht  hätte.    Aus  dieser  ihrer 
Unvollkommenbeit  in  der  Anordnung  ddrfte  sich  zugleich  begrei- 
fen lassen,  warum  der  so  geistreiche  und  anregsame  Mathemafiker 
und  Astronom   Kepler,   wenn   er  in  der  That  lange    vor  dem 
Jahre  1618,  wo  ihm  Neper's  Tafeln  zukamen,  von  Byrg's  Ar 
beit  volle  Kenntnis«  besessen  hätte  —  wie  des  Lefzfern  Schüler 
und  Verwandter  Bramer  nachher  offerttlicb  erklärte  —  selbe  nicht 
umständlich  durchforscht  und  mit  aller  Kraft  seines  Geistes  ^en 
so  wie  Neper*s  Leistungen  gefurdert  habe.     Denn  zugestehen 
muss  man,  dass,  gleichwie  Brigg's  die  neue  Erfindung  PI eper's, 
durch  die  Annahme  der  logarithmischen  Grundzahl  10  und  durch 
Bereehnong  entsprechender  Tafeln  fiir  die  Zahlen  und  Winkel- 
funktionen,  erst    in's    richtige    Geleis  nQtzlicher   Verwende sg 
einlenkte,  Kepler  auf  dem  Felde  der  Theorie  zu  ihrer  Verdeot- 
Itcfcung,    Begrdndung  und  Verbreitong  mannh«ft  uad  erfolgreich 
mitwirkte. 
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Nachtrag  zu  dem  Aufsatze  über  die  Fläche  des  sphä- 
rischen Vierecks  Tbl  XXXIV.  Nr.  111.  S.  12- 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  F.  König 

Bin  Kneiphöf achen  Gjmnatio  zn  KönigAberg  i.  Pr. 


Setttman,  nitl  BeibebaltBOg  der  frOheren  BezeichnoDg  Bd.  34. 
S.  12.  (l, 

8in  — ^  mn  -y-  sio  —5—  sid  — g—  =  P, 
s — a      s — b       s — c       1 — d      .., 

cos     ^     cos— ^  cos— o~ cos —5 — =r^» 


dano  ist: 


und  aach 


cos  5-  =cos — 5—  -f  sin  a  sin  6  cos -Ä 


=cos     Q      -|- sin  r  stn  a  cos  ^  ; 


also,  wenn  man  die  halbe  Summe  nimmt  und  entwickelt: 

a«  6«  c«  cP 

^2      cos  2  +CO82  +008^  +cos^ 

cos s  S=S  1  •—  '■■■ A  

-l-cosx  co«5  +<os^  cos-^   -|risitiasiafrc«8£-t-i8lircsini£co8/> 

^-.       .   a   .   b  .    c  ,   d  a       b       c       d 

=2P — sm^sm^sin^sia^  «-^cocsco&s^oosscoso 

^-cas|  C0S5  +<^*M5  <^s^  -f  «sittasinAcosi?-!- l^incsincicosi). 
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Zieht  man  ouo  den  am  angef.  Orte  S.  16.  gefundenen  Ausdruck  für 
cosä  coso   von  cos 5    ab>  so  entsteht: 

^«  .    F«  a       b  c       rf^, 

2cosa  sinx  =  2/* + (cos  s  cos  g  — cos  «cos  5)* 

■  /  ^-^        *  ^        da.    6        w>..c.ii        -^. 

-|-  (cos ä  cos  ä — cos 5  cos  ä)  (sin  n  sin  0  cos  B — sin  0  sin  ^ cos  D) 


^  .   a  .    b  .    c  .   d       B  +  D» 
— 2sinA8inÄSinöain4zCos — 5 —  * 


oder,  da 


sin a sin 6 cos  A  —  sinöaiuo  cos/) 

/  iTN      /       ^       *  cd. 

= (cos  y  —  cos  ö)  —  (cos  0  cos  s  —  cos  5  cos  ö-) 

ist« 

=2P-t- (cos  A  cos  o  —  cos  ocos  ö)  (cosy — cosd) 


2  —  vwo  o^vo  2^ 


=  2P+iii. 


— 2 sin 2  sin  2  sinn  sin»  cos — s — 


«•      F 

Auf  Shnliche  Weise  erhält  mau,   wenn  man  cos»  cos ^  so 

cos  2    addirt: 

e*        F'  ab  cd 

2cos2  cos  j  =2/''  +  (cos2COS2  +  cos2Cos5-)(cosy  +  cosd) 

,n  .   «  .    ^  .  <^  .    <*^  _ß+Bß      .p, 
-|-2sin^sin2Sin5Sin2Cos — 5 «f 

und  durch  Division  beider  Ausdrficke: 

^    F*      .    1  —  o^  *— *A  *""^x  *— d  .    mP'^nP 
*«3   =*8"r*8"2"^8"2~*«"2"+P^(2pqM)' 

Die  Werthe  f&r  m  und  n  eingesetzt  geben  den  Zähler  des  Bruches 
Z=(cos  ^cos^  cos  y  +  cos^  cos  5  cos  S)  (P*  —  P) 

+  4PF' — (cos  .5  cos  Ä  cos  0  +  cosö  cos  K  cos  y 

^  ,   a  .    b  ,    c  ,   d       Ä+/^.  ,#*.  #«\ 
+  2sm  X  sin  5  sin  j  •""  T  cos  — s —  )  (^+  "r 


Da 
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a       b  cosa-f  co86-|~<^08«-f  1 

C08^C06öC08y=: T 

C          rf           ,       C08C  +  C08d+C08e  +  1 
C08^C08^C080  = 2 


iJto 


ab  ,        c       d       ^ 

C08  ^  cos  Q  C08  y  -f  €08  ö C08 »  C080 

cosa-t-cosft-l-cosc-l-Goscf  .         «*      /«#      «V  .         ** 

= j +  C08J    S=  (P' —  P)  +  CO82 

und 

4PP'  =  (P+  P')«  +  (P'  -  P)« 
ist,  00  wird: 

Z=(P'— P)C08ö    — |C08  5C08  5C0Sd  +  C085C08sC08y  — (P+P') 

-t-^siD^siD^siD^mnö*  CO8 — 5—  j(P+P^ 

und  weil 

a       6       •  .        cd 
C08  5  co85C08d  +  cos5  cos  ^  cosy 

»     /  06...  cd 

= cos  y  cos  ö  —  (cos  y — cos  5  cos  0)  (cos  ö  —  cos  5  cosg) 

a       b       c       d 
-|-  cos  ^cos  5  CO8  ^  cos  -^ 

=cosyco8  0  —  8in^sin58innsin^co8^co8Z>-|-€085C08^co8^coss 


md 


n.ty       .a.Ä.c.rf,        er       b       e       d 
P+  P' =sin  ö  8ID  X  sin  9  sin  5-  -|-  cos  ^  cos  5  cos  ^  cos  5 


Ist, 

^{P^P)  cos  ö  —  (cosy  cos  d — sio^sinösin^sins  sin  Aslol>)(P-|-P). 

Die  SubstitatioD  von  m  und  n  giebt  den  Nenner: 

W^sP'Kcosacosä  +  coSöCos  jvXcosy+cosd) 

—  2P'-f  Ssintjsin^sin^sin^co« — g —  '' 


$58  König:  l^adUr,  tu  ä9mAufs,üb,tÜeFiache  de$ tpkdr,  Vitrecki  etc. 
oder  wenn  man  för 


und  für 


ab  ,        c       d       ^ 

COSä  cos  öCOS  Y  4*  <^08 5  cos  ^ CD8  6 


ab        ,  .        c       rf 
cos  X  cos  5  cos  0  -|-  cos  5  cos  n  cos  y 


die  vorigen  Werthe  und  für  2P'  den  Werth 

cosa-|'Cos64'G0sc-|'Cosrf  ,    ,a,b,c.d^a       b      cd 
j +  sm-ÄSin^sinAfiin^-f  cos(7cos5cosacot4 

setzt, 

:=zP  (cOS-n'  +  COS^^COSO  —  810  s'C^m  ^  Sin  ^  8in  "^  Slll  ^sinll). 

Das  Endresultat  ist  also:  ' 

(P* — P)coS2  — (cosycosd— 8inn*8lnö8«Baß^n"5«'*nÄs*nO)('*+'^ 

Ä^  a       b        c       d 

P'  (cos  n  -f  cos  y  cos  d  —^  sin  ^  sin  -x  sin  ^  sin  ^  sin  A  sin  D) 

wo  noch  Cur  P* ,    (P-\-P')  und  (P'^P)  die  schon  angeßibrteo 
Werthe  zu  setzen  sind. 

Fflr  ci=0>  also  e=c  und  d=:^*  ^>r^  der  Zähler  de«  Bra- 
ches =0,  d.  h.  die  Formel  geht  für  diesen  'Fall  in  die  dM 
S.  Lhuilier  für  die  Fläche  des  sphärischen  Dreiecks  Aber. 
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Zu  beweisende  Lehrsätzer 

Von  Herrn  Rectur  Dr.  C.  H.  Nagel   an  der  Real -Anstalt  xu  Ulm. 

'  Allbekannt  sind  folgende  Lehrsfitze  Qber  das  Dreieck,  welche 
sich  in  vielen  Sammlungen  finden : 

1.  Die  drei  von  den  Wiobelspitaeo  auf  die  Gegenaäteo  geßli- 
ten  Perpendikel  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
(Punkt  I.). 

2.  Die  drei  in  den  Halbiruoggpunkten  der  iSeitan  erriebteten  Per- 
pendikel schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte  (Punkt  IL). 

3.  Die  drei  vou  den  WinkeUpitzen  nach  den  tlalbiningspnnk- 
ien  der  Seiten  gezogenen  geraden  Linien  sc^bneiden  sich 
in  einem  einzigen  Punkte  (bekanntlich  der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks). 

4.  Die  genannten  drei  Punkte  liegen  so  io  gerader  Linie, 
dass  der  Schwerpunkt  zwiechea  Punkt  I.  und  Pvnkt  II.» 
und  zwar  doppelt  so  weit  von'l. ,  als  von  II.  entfernt  liegt. 

Es  gibt  übrigens  noch  folgende  analoge  Satzreiheo  in  Bezie- 
hing  auf  das  Dreieck!  die  ton  mir  vor  längerer  Zeit  iii  einem 
Programme  rohgetheilt,  doch,  wie  wir  scheint,  weniger  bekannt 
geworden  sind,  und  die  ich  daher  fiir  weitere  Kreise  hier  nit- 
tbeile^  Vielleicbt  k&nnea  nie  als  Uebungaao^^JieB  fiSr  vorgerück- 
lere  iSchtiet  dienen,  kb  bediene  mich  dabei  folgender,  sich  von 
MlbstevklirendetAuadrOeke:  Innerer  Berfibruugskreis  heisse 
der  im  Dreieck  liegende  Krei«,  der  die  dfei  Seiles  den  Dreiecks 
•eihal  berfihrt;  die  drei  Berührungspunkte  beiasen  innere  Be- 
vQbmng^punkte.  Aeu*nem  BeriÜirungalcre^ae  heissen 
die  so  an  de»  Ikcneek  liegenden  diei  Kreiae»  dacs  aie  je  eine 
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Seite  selbst  und  die  VerlSrigerangen  der  beiden  audem  b^rfibreo; 
der  auf  der  Seite  selbst  liegende  Berührungspunkt  eines  sokben 
Kreises  heisse  der  äussere  ßerflhrungspunkt  dieser  Seite. 

A.  1.  Die  drei  geraden  Linien^  welche  von  den  Winkelspitieo 

eines  Dreiecks  nach  den  äussern  Beröhrungspunktee  der 
gegenüberliegenden  Seiten  gezogen  werden,  scbneidoi 
sich  in  einem  einzigen  Punkte. 

2.  Dieser  Punkt ,  der  Mittelpunkt  des  Innern  BerilbniDgs- 
kreises  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  liegen  ebeo- 
falls  so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  zwischen 
Punkt  1.  und  II.,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  I.  als 
Ton  II.  entfernt  liegt. 

B.  1.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelspitzeo 

nach  den  Innern  Berührungspunkten  der  Gegenseiten 
gezogen  werden,  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
(Punkt  I.). 

2.  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  BerSbrangs* 
kreise  an  die  Halbirungspunkte  der  zugehörigen  Seiten 
gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sich  verlängert  SA 
einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.)* 

3.  Diese  beiden  Punkte  und  der  Schwerpunkt  liegen  eben- 
falls so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  zwischen 
Punkt  I.  und  IL,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  I.,  als 
von  II.  entfernt  Hegt. 

C.  L  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  BerObrangs- 

kreise  auf  die  zugehörigen  Seiten  geföllteri  Perpendikel 
schneiden  sich,  nOthigerweise  verlängert,  In  einem  ein- 
zigen Punkte,  der  von  den  drei  erstem  Mittelpunkten 
gleichweit  entfernt  Ist. 

2.  Dieser  Punkt,   der  Mittelpunkt  des  Innern  Berfibnings* 
kreises    und  der  Mittelpunkt  des   um   das  Dreieck  be- 
schriebenen Kreises  liegen   so  in   einer  geraden  Linie, 
•  dass  der   letztere  Punkt  zwischen    den  beiden   erstera 
und  zwar  gleichweU  von  beiden  entfernt  liegt 

D.  L  Wenn  man  von  den  Mittelpunkten  zweier  äusseren  Be- 

Tührungskreise  auf  die  diesen  Kreisen  zugehörigen  Sei- 
ten, und  zwar  je  von  dem  einen  auf  die  dem  andern 
lugebörlge  Seite  Ihrer  Verlängerung  und  ebenso  vom 
Mittelpunkt  des  Innern  BerQhrnngskrelses  auf  die  dritte 
Seite  Perpendikel  ßült,  so  schneiden  sich  diese  gebSrif 
verlängert  In  einem  einzigen  Punkte,  der  von  den  drei 
genannteo  Mittelpunkten  glelehwelt  entfernt  ist. 
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2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  zu  seiner  Bestimmung 
nicht  gebrauchten  dritten  äusseren  Berührungskreises  und 
der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses liegen  so  in  einer  geraden  Linie,  dass  der  letztere 
Punkt  zwischen  den  beiden  erstem  und  zwar  gleichweit 
von  beiden  entfernt  liegt. 

E.  1.  Wenn  man  von  zwei  Winkelspitzen  aus  je  nach  dem* 
jenigen  Berührungspunkte  der  Gegenseite,  welcher  auf 
der  über  die  dritte  Winkelspitze  hinausgehenden  Ver- 
längerung liegt,  zwei  gerade  Linien ,  und  von  dieser  drit- 
ten Winkelspitze  nach  dem  inneren  Berührungspunkte 
der  Gegenseite  eine  dritte  gerade  Linie  zieht,  so  schnei- 
den sich  diese  drei  Linien  in  einem  einzigen  Punkte. 

2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  zu  der  Seite,  auf 
welcher  der  innere  Berührungspunkt  liegt,  gehurigen 
äusseren  Berührungskreises  und  der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  liegen  so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwer- 
punkt zwischen  beiden  erstgenannten  Punkten ,  und  zwar 
doppelt  so  weit  vom  ersten,  als  vom  zweiten  entfernt  liegt. 


Von  Herrn  Alexander  Loffler  in  Wien. 

Die  Buchstaben  A,  B,  C  bezeichnen  in  Nachfolgendem  be- 
liebige Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  or. 

1)  Es  soll  das  Integral  in  geschlossener  Form  der  Differen- 
tialgleichung y  +  (il'  —  il*)y=0  angegeben  werden. 

2)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  y=u  ein  Genüge  lei- 
stender Werth  der  Differential -Gleichung  Ay^^  By' +  Cy  =  0  ist, 
das  vollständige  Integral  dann  durch  die  Formel 


7B5iJ 

^9gJ     A 


reprSsentirt  wird. 

3)  Die  Differentialgleichung 

Ay"\r{ax±b)y'  ^ay 
soll  integrirt  werden. 

4)  Es  ist  die  Beziehung  zwischen  y  und  x  aufzustellen,  welche 
den  Ausdruck 

ITifil  XXXIV.  24 
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S«[t«  selbst  und  die  Verlingernngen  der  beiden  audern  berfibren  ; 
der  auf  der  Seite  selbst  liegende  BerQhrungsptinlct  eines  solcbei* 
Kreises  heisse  der  Süssere  Berahrungspunkt  dieser  Seite* 

A.  I.  Di«  drei  geraden  Linien,  vrelche  von  den  Winkelspitzeo 

eines  Dreiecks  nsch  den  Süssem  BerShrungs punkten  der 
gefcenClberJ legenden  Seiten  gezogen  werden,  scbneideo 
sich  in  einem  einzigen  Punkte. 
2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  innern  Berilfamngs- 
kreises  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  liefen  ebeo> 
falls  so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  twiscben 
Punkt  J.  und  II.,  und  zwar  doppelt  ko  weit  ron  I.  als 
TOD  II.  entfemt  liegt 

B.  \.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelspitxeo 

nach  den  Innern  Berührungspunkten  der  Gegensät«* 
gezogen  werden,  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Pnnhte 
(Punkt  1.). 

2.  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  änssem  BerObraog** 
kreise  an  die  Haibirnngspunkte  der  zugehörigen  SeitO 
gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sicli  verlängert  !■' 
einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.)- 

3.  Diese  beiden  Punkte  und  der  Schwerpunkt  liegen  eben' 
falls  so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  zvrisA** 
Punkt  1.  und  II.,  und  zwar  doppell  so  weit  von  !.>  *** 
von  IL  entfernt  lieet. 


) 


2  U  """■*' Ja«, 


''■'■  Bt™  41, 


'■•'lUrml 


Fnn.  ^  JM-r- 
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a 

2u  einem  Minimum  macht,   ivenn  die  Grenzwerthe  vom  y  behnnt 
sind. 

5)  Wird  mit  m  eine  beliebige  Function  von  A  bezeichnet,  so 
ist  das  Integral  der  Differentialgleichung 

in  geschlossener  Form  anzugeben. 


Von   Herrn  Fran«  Unfferdinger  an  der  k.  k.  Marine -SUm warte 

zu   Trieft. 

1)  Es  soll   aus   folgender  Gleichung   die  Unbekannte  x  be- 
stimmt werden: 

Resultat: 

«, = 11(1 + VT+c*)  -  V(i+\rrr?)»_4j, 

2)  Mau  soll  aus  folgenden  zwei  Gleichungen  die  Unbekaoatw 
X  und  y  bestimmen: 

aa?  ^  Ay  =  x^ — y*, 

6a?  -f  ay  =:  4j?y. 
Resultat:  i 

*V(a  +  ft)  — V(a-ft)  V(a  +  ft)  +  V(a-*) 

i 

3)  Das  Quadrat  einer  geraden  Zahl  2z  ISsst  sieb  fo 
oft  als  die  Differenz  zweier  Quadratzahlen  darstelloo, 
ata  sich  i^  In  zwei  ungleiche  Factoren  zerlegen  I8>'^' 
Warum  ? 
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BeispieL  6' =36  lS«st  mcb  aof  ?ier  Arten  ala  Prodoct  un- 
gieicber  Factoren  darstellen,  1.36,  3.18,  3.12,  4.9;  daher  läset 
sieb  (2.6)*=  12^  auf  vier  Arten  und  nicht  mehr  als  die  Differeni 
iweier  Quadrate  darstellen.    In  der  Tbat  bat  man: 

12«=37«--36«=20*  - 16«:=  16«-  9«=  13«-.5* 

4)  Wenn  sich  eine  Zahl  auf  n  verschiedene  Arten 
in  zwei  Factoren  zerlegen  iSsst,  so  kann  man  aas  die- 
s«n  Zerlegungen  immer  \n(n — 1)  neue  Zahlen  finden, 
«eiche  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Summe 
iweier  Qaadrate  zerlegen  lassen.    So  ist  z.B. 

48  =  1. 48  =  2.24  x:  3. 16  =  4. 12  =  6.8, 
aad  hiermit  findet  man: 

2888  =  47»  4  26»  =  49«  +  22« , 
2670  =  47«  + 19«  =  4»«  + 13«, 
2465  =  47«  4  16«  3s  49«  4  8«, 
2405  =  47«  4  14«  =  49« +2«. 
845  =  22«  4 19«  =  26«  4 13«, 

740  =  22«  4 16«  =  26«  4  8* . 
680  =  22«  4  14«  =  26«  4  2«, 
425  =  13«  4 16«  =  19«  4  8«, 
365  =  13«  4M« =19«  4  2«, 
260=  8«414«  =  16«42«; 

«benio  ist  36=1.36=2.18=3.12=4.9=6.6,    und  man  erhalt 
hiennit: 

1625 = 37«4 16«=35«4  20«, 
1450 =37«  4  9«=35«415«, 
1394=37«4  5«=35«4I3«, 
1369=37«4  0«=35«4l2«, 

481=20«4  9«=16«415«, 

425=20«4  5«=16«413«. 

400=20«4  0«=16«4l2«, 

250=15*4  5«=,9«413», 

225=15«4  0«=  9«4I2«, 

169=13«4  0«=  5«412«. 
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5)  Es  soll  ^ie  folgeode  Relation,  in  welcher  o,  b,  c  die  drei 
Seiten  und  A,  B,  C  die  gegenflberliegenden  Winkel  eines  spbi- 
rischen  Dreieckes  bezeichnen«  nachgewiesen  werden: 

SinM  _  Sin^g  _  Sin^C  _  1  -|-  Cos  ^  Cos  B  Cos  C 
Sin«a  ""  S\n%  *"  Sin«c  ^  1— CosaCos^Cosc  ' 


Von  Herrn  F.  Unferdinger  an  der  k.k.  Marine -Sternwarte  %n  Triett 

Auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  eines  gegebenen  Krei- 
ses liegen  zwei  feste  Punkte  A  und  B,  der  eine  ausserhalb,  der 
andere  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  auf  derselben  Seite  rom 
Mittelpunkt,  und  so,  dass  die  mittlere  geometrische  Proportio- 
nale ihrer  Abstände  von  diesem  Mittelpunkt  dem  Radius  des  g^e- 
benen  Kreises  gleich  ist.  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  M  I 
des  gegebenen  Kreises  mit  A  und  ß  und  verlängert  die  Verbin- 
dungslinien nothigenfalls,  bis  sie  den  Kreis  noch  in  zwei  andereo 
Punkten  Ai  und  ßi  schneiden,  so  ist  die  Sehne  AiBi  stets  auf 
der  Richtung  AB  senkrecht,  wie  auch  der  Punkt  ilf  gewählt  we^ 
den  mag.    Warum? 


XXV. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n* 


tJebpr   Gouzy's    Methode   zur    Bestimmung  der   mittleren 

Proportionallinie. 

Von  Herrn  Doctor  Voller  zu   Saalfeld. 

Ein  der  Gouzy'schen  Methode^},   „zwischen  zwei  gegebe- 
nen Linien  die  mittlere  Proportionallinie  zu  suchen'',  beizufögeD* 

*)  Nouvelles   Annalet   de  Mathematiquec     Tome  \VI.     Man  1A^* 
p.  135.  «-  Archiv  der  Mathematik  und  Phytik.  ThI.  XXXI.  Hft.  4.  |».47(. 
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der  Beweis  lässt  sieh  auch   mittelst  der  Aehnlichkeit  der  Drei* 
ecke  auf  folgende  Weise  ffihreb. 

Wenn  auf  einer  beliebigen  geraden  Linie  MN  (Taf.  I.  Fig.  9.) 
AB=ö,  AC=a  und  auch  ßD=:a  abgetragen^  hierauf  mit  der 
Zirkeldffhung  a  aus  C  und  D  als  Mittelpunkten  zwei  sich  in  E 
«cbneidende  Kreisbogen,  dann  noch  die  Linien  EA  und  EB  ge* 
zogen  werden^  so  ist  jede  dieser  beiden  Linien  die  gesachte  mitt- 
lere  Proportionale  zwischen  a  und  6. 

Esistnehmlich  zunächst,  wie  leicht  erhellet,  ^DAE^  ^CBE, 
folglich  ^ABE  gleichschenklig  und  somit  ähnlich  dem  Dreieck 
BBE,  weil  Z.ABE=^DBE  und  ^BAE^jsLDEB.  Da- 
her verhält  sich : 


d.  i. 


Folglich : 


Dß:BE=ßE:AB, 
a:BE=BE:ö. 

BE^  =  ab, 
w.     z.    b.     w. 


Schreiben  des  Herrn  F.  Unf erdinger  an  der  k.  k.  Marine- 
Sternwarte  zn  Triest  an  den  Herausgeber. 

Vor  einigen  Tagen  erhielt  ich  das  erste  Heft  des  XXXI V.  Theils 
Ihres  geschätzten  Archivs,  in  welchem  Sie  von  einem  Schreiben 
des  Herrn  Dr.  Zehfuss  in  Heidelberg  berichten,  betreffend 
netoeo  in  Tbl.  XXXHI.  S.  104.  abgedruckten  Aufsatz  über  das 
Rationalmachen  des  Nenners  in  Brüchen  von  der  Form: 


Obgleich  mir  der  Inhalt  der  genannten  Zuschrift  des  Herrn 
I^r*  Zehfuss  zur  Zeit  noch  unbekannt  ist,  so  bin  ich  doch  gerne 
bereit,  auf  die  von  Ihnen  a.  a.  O.  gemachte  Anmerkung  im  Inter- 
^se  der  Wahrheit  und  Wissenschaft  zu  antworten,  und  es  soll 
micb  (reuen,  wenn  hiermit  zugleich  dem  Wunsche  des  Herrn  Doc- 
tor  Zehfuss  genOgt  wird. 

Aus  der  Fassung  meines  Artikels  über  den  angeregten  Gegen- 
stand geht  hervor,  dass  ich  nur  von  jener  Methode  des  Ratio- 
i^achens  etwas  beibringen  wollte,  welche  sich  zur  Erreichung 
ihres  Zieles  eines,   nur  in  den  Vorzeichen  voq  dem  Nenner  des 
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gegebenen  Brucbe0  verschiedenen,  roulUpliclreDden  Factors  be- 
dient, welche  Methode  auch  gleich  am  Anfange  des  Aobatis« 
bezeichnet  ist;  dieses  haben  bereits  Sie  selbst  in  der  dttrten 
Anmerkung  besonders  hervorgehoben  *). 

Was  nao  den  Schluss  meines  Anfsatxes  betrifft,  welcher  iko 

lautet:    „Soll  man  sich  also  dem  Ziele  des  RationalnaeheBs 

genähert  haben,  so  muss  u.  s.w. 'S  so  bin  ich  gerne  bereit,  ihn 
in  der  folgenden  schärferen  Fassung  zu  berichtigen,  nod  Ich  bitte 
Sie,  diese  Berichtigung  in  Ihrem  geschätzten  Archiv  zu  feruf- 
fentlicben. 

....  Alles  bisher  Gesagte  gilt  auch  noch  dann,  wenn  Oi  fkot 
Wurzeigrusse  ist.  Soll  man  «ich  nun  dem  Ziele  des  RatioDa)- 
roachens  genähert  habeo,  so  muss,  wenn  0|  rational  ist,  rC^-^X^^ 
oder  r^'^^br  sein,  je  nachdem  it=2r  oder  it=2r-f  1   ist    Dies« 

gibt  im  ersten  Falle  v^^  und  ii^4^  im  zweiten  Falle  r'Tl  und 
n^3,  so  dass  also  ein  Bruch  mit  einem  Nenner  wie 

auf  die  besprochene  Art  noch  in  einen*  andern  von  gleichem  Werth 
und  mit  rationalem  Nenner  verwandelt  werden  kann;  ein  Brach 
hingegen  mit  einem  Nenner  wie 

sobald  Ol   von  Null  verschieden  ist,   im  AllgemeiDen  nieht  sehr. 

Ist  ii|  ebenfalls  eine  zweite  Wurzel,  d.  h.  sind  sämmtUcbe 
n  Glieder  des  Nenners  irrational,  so  muss,  wenn  man  sich  dem 
Ziele  des  Rationalmachens  genähert  haben  will,  rijr — 1)  <2r  oder 
r*<2r+l  sein,   je  nachdem   n=2r  oder  n=:2r-fl  ist.    Beide 

Relationen  geben  mit  Leichtigkeit  f*'T2,    also    im   ersten   Falle 

11^4,  im  zweiten  Falle  it'T5,  so  dass  also  In  einem  Brocb, 
dessen  Nenner  die  Form 

Va,  +  Vfl«  +  Vfli  +  V04+  V«5 


*)  Wai  ich  Herro  Unferdinger  schuldig  war,  da  ich  tob  von 
herein  ▼•llkomoien  uberEeogt  war,  data  er  hei  «eiiiMn  Aobatse  bebe« 
asdura  Zweck  balAo,  aU  den  von  mir  angegebMea.  Gbea  so  glaab«  idi 
desMelhen  Jetsft  «chaldig  m  teln,  onTeriäglich  dieyen  «eiacB  Brief 
abdrucken  la  lavtco.  G. 
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kal,  die  Anzahl  der  Ifrationalgritesen  des  Nenners  noch  vefniin- 
llert  werden  kann.  In  der  That^  macht  man  zum  Zweck  des  Ratio- 
nalroachens  den  ersten  Schritt,  so  ist  der  neue  Nenner: 


Kelcher  nur  vier  Wurzelgrossen  enthält,   aber  mit  jenem  obigen 

i^inerlei  Form  hat,  so  dass  also  im  Allgemeinen  auf  die  bezeich- 
te Art  eine  weitere  Verminderung  der  Wurzelgrössen  nicht 
liarehfuhrbar  ist,  und  man  siebt  also,  dass  die  Möglichkeit, 
einen  Bruch  von  obiger  Beschaffenheit  mit  rationalem 
Nenner  darzustellen,  im  Allgemeinen  nicht  mehr  vor- 
binden ist,  sobald  sein  Nenner  mehr  als  vier  Glieder 
hat 


Triest,  den  6.  März  1860. 


F.  Unferdinger. 


Merkwfirdige  allgemeine  analytische  Relationen. 

Von  dem  Herantg^eber. 

I. 

Es  ist  immer: 

(oo*!  —  fto«i)  («oA  —  Ml) 

+  (Vi  —  «o&i)  (Äyi  -  yoA) 
+  (cö«!  —  ooC\)  (yo«i  —  «öyi) 

=     K«6  +  Mo  +  CoYo)  («1«!  +  fti  A  +  Ciyi) 

— («o«!  +  Ml  +  «oyiXÄö'^i +ße^  +yo^i)- 

II. 

Es  ist  immer: 

(«„«  +  6o« + «o«)  (a,«  +  6,»  +  c,«)  (V  +  6,«  +  «t») 

« 

—  («!«  +  61*  +  C|«)  (fl^Oo  +  Mo  +  C^Co)* 

-  («t*  +  V  +  ct*)  K«i  +  Ml  +  coc,)« 

«f  2(croai  +  fto*i  +  ^oQ)  («i^a  +  *i*« + <^i^a)  («»a^o  +  Mo + c^Cq) 
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vro  der  letzte  Ausdruck  sich  auch  noch  auf  andere  Weise  schrei- 
ben lä«st. 


Von    dem    Herausgeber. 

In  seinen  Beiträgen  zur  Biographie  BesseTs  (Zeit- 
schrift für  populäre  Mittheilungen  aus  dem  Gebiete 
der  Astronomie  u.  s.  w.  Band  L  Heft  3.  S.  151.)  fuhrt  Wich- 
mann  an,  dass  den  Stamm  zu  der  später  so  reichhaltigen  Biblio- 
thek BesseTs  die  folgenden  Bücher  bildeten,  aus  denen  er  seine 
erste  mathematische  und  astronomische  Ausbildung  schupfte: 

Mo n nie h,  Lehrbuch  der  Mathem.  2Thle.  Berlin  18Ü0- 1801. 

Bohnenberger,  Anleitung  zur  geographischen  Ortsbestim- 
mung.   Göttingen  1795. 

V.  Ende,  Geographische  Ortsbestimmungen  im  niedersich- 
siechen  Kreise.    Celle  1801. 

P  f a  ff.  Versuch  einer  neuen  Summations  •  Methode.  Berlin  .1788l 

Hindenbnrg,  Sammlung  combinat  analytischer  Abhandlnn- 
gen.    2  Thie.    Leipzig  1796  und  1800. 

Kästner,  Anfangsgründe  der  Analysis  des  Unendliche«. 
3.  Aufl.    Göttingen  1799. 

Kästner,  Anfangsgründe  der  höheren  Mechanik.  2.  Aafl- 
Göttingen  1793. 

Euler,  Theorie  der  Planeten  und  Coroeten.  Uebersetxt  ?od 
Pacassi.    Wien  178L 

ScKeibel,  Astronom.  Biblioth.  Abschn.  1.2.  Breslau I784^-S9. 


Fehler 

in  Selirdn's  Irfebenstelliyen  IionrAritlmientafelB,  Ste- 
reotyp-Ausgi^abe  Ton  1860: 

Taf.  L  S.29.  Fasstafel,  Spalte  ^'\  Z.  1.  statt  3.35.40  lies:  O.35.40. 

.  Braunschweig  am  27.  Februar  1860. 

Fr.  Vieweg  &  Sohn. 


Berichtigungen. 

In  ThI.  XXXill.  S.57.  statt  Tbl.  XXiX.  S.432.  setze  man  Thl.  XXXllK 
S.  420. 

Im  Literartfchen  Benchte  Nr.  CXXIX.  (Thl.  XXXIII.)  S.  10.  %.  ISl 
•etso  man  „algebraischer^^  ttatt  „allgebraischer.*' 
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Beiträge  znr  Tetraedrometrie. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  Junghan 
in  Gotha. 


I  Die  Tetraedrometrie  scheint  seit  geraumer  Zeit  nicht  au  den- 
jwigen  Feldern  zu  gehören,  die  von  den  MathemalilcerD  mit 
Voriiebe  bebaut  werden.  Seit  Feuerbacha  «yGrundris«  zu 
analytischen  Untersuchungen  der  dreieclcigen  Pyra* 
mide.  Nürnberg.  1827.''  (nur  ein  Auszug  der  Resultate  ohne 
Beweise  aus  dem  angekündigten  ausfährlichen  Werke,  von  dem 
lA  nicht  weiss,  ob  es  erschienen  ist)  scheint  kein  bedeutendes 

[  Werk  aber  den  Gegenstand  erschienen  zu  s^in.  Fenerbach, 
sowie  seine  grossen  Vorgänger^  Lagrange  und  Carnot,  be> 
haadeln  den  Gegenstand  durch  Coordinatensysteroe ,  also  durch 
Grteen^    die  dem  Tetraeder  als  solchem  fremd  sind,  indem  sie 

1  die  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte 
und  denen  eines  fönften,  der  zu  ihnen  in  gegebenen  Beziehun«;en 

{  steht,  ontersuchen.  Diese  grossartigen  und  von  schönen  Resul- 
taten gekrönten  Untersuch ungen  machen  es  aber,  wie  mir  scheint, 
nicht  uberflOssig,  die  Abhängigkeit  der  verschiedenen  Bestini- 
mnogsgrussen  des  Tetraeders  von  einander  unmittelbar,  nHm- 
üch  ohne  das  Mittel  der  Coordinaten,  aufzusuchen  und  darzustel- 
len. In  diesem  Sinne  scheint  noch  wenig  gethan  zu  sein.  Das 
Neueste,  was  ich  kenne,  ist  die  erste  Abhandlung  im  ersten 
Bande  dieses  Archivs  von  Professor  Bretschneider  und 
Emiges  von  demselben  Verfasser  in  seinem  „Lehrgebäude 
der  niederen   Geometrie.   1844."     Die  Leser,   welche  etwas 

Tlieil  XXXI V.  25 
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Bedeutendes  darüber  aas  neaerer  Zeit  kennen,  sind  um  geflUlige 
Mittheilung  gebeten.  —  Der  Hauptgedanke^  den  ich  seit  eioiger 
Zeit  über  diesen  Gegenstand  verfolge,  ist  der:  dass  im  Tetraeder 
die  Ecken  als  solche  durch  gewisse  Functionen,  die  ich  ds 
Eckensinus  und  polaren  Eckensinus  bezeichne  (8.{.4. 
im  Folgenden)  eben  so  als  selbstständige  Rechnungsgrossn  in 
bebandeln  sind,  wie  (die  Winkel  durch  ihre  Sinus  und  Cotioos 
im  ebenen  und  sphärischen  Dreieck.  Diese  EckenfunctioAen 
sind  auch  sonst  schon  bemerkt  worden  (sie  machen  sich  bei 
allen  das  Tetraeder  betreffenden  Rechnungen  geltend),  aber  die 
Symbole  dafär  sind  mehr  nur  als  Abkürzungen  för  eine  gewisse 
Zusammenstellung  von  ebenen  und  Flächen -Winkeln  bebiD- 
delt,  nicht  als  Symbole  besonderer  Rechnungsgrossen,  die  ihre 
eigenen  Gesetze  haben.  —  Hat  man  also  die  Tetraedrometrie  ei- 
nerseits als  eine  Anwendung  der  Coordinatengeometrie,  anderer- 
seits als  eine  Anwendung  der  ebenen  und  sphärischen  TrigoDo- 
metrie  betrachtet,  so  mochte,  ich  den  Versuch  wagen,  sie  nd^eo 
die  letzteren  als  eine  eigene  Disciplin  hinzustellen,  deren  Redi- 
nungsgrOssen  sind:  Längen,  ebene  Winkel,  Flächenwinkel,  d^eoe 
Dreieckflächen  und  dreiseitige  Ecken.  In  diesem  Sinoe  en- 
pfeble  ich  in  dem  folgenden  Aufsatze  besonders  §.  16.  über  dis 
Verhalten  einer  dreigetheilten  dreiseitigen  Ecke  lo 
den  Theilecken  und  6.19.  über  das  Verhalten  von  fier 
Ecken  um  einen  Punkt  der  Aufmerksamkeit  der  geoeigteB 
Leser. 


§.  l. 

Am  Tetraeder  0^4  A  C  (Taf.IV.  Fig.l.)  bezeichnen  wir  die 
drei  Seiten  der  Ecke  Omit  abc,  ihre  Winkel  mit  a/Sy,  ihreKuc 
ten  mit  upq,  deren  Gegenkanten  mit  Imn,  die  an  ihnen  li^w* 
den  FiXcbenwinkel  mit  a'  ß'  y'-    Es  heissen  die  Seiten  und  Wbkd 

der  Ecke  A:  ai  biCi  aß'  y*, 
der  Ecke  B:  a^b^c^a'  ßy*, 
der  Ecke  C:  fhb^e^af  ß'  y. 

Es  repräsentiren 

Imn      die  Seiten  eines  Dreiecks  (ABC), 

Qib^c^  die  Vf^nkel  desselben, 

t/  ß'y^  die  an  einem  Dreieck  anliegenden  Flächenwinket 

abe      die  Seiten  einer  Tetraederecke, 

aßy      die  Winkel  derselben. 
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f^  die  Kanten  derselben, 

J^J^J^  bezeichnen  die  den   Ecken   O,   A,  ß,   C  gegenüber- 
liegenden  Dreiecke, 

§iQ%(h      die,  Radien  der  Ihnen  amschriebeDen  Kreise, 

äih^h^     die  auf  sie  gefHllten  Hohen, 

•ei  ein  beliebiger  Punkt  im  Tetraeder), 

verarg       bezeichnen  die  Längen  KO,  KA,  KB,  KC, 

die  Winkel   der  r^j^,  TiT^,  rir^,  also  die  Seiten  der 
gegen  J  geöffneten  Ecke  bei  K, 

die  Winkel  der  fT|,  rr^,  rr^,  also  solche   drei,   die 
einen  gemeinsamen  Schenkel  r  haben, 

die  von  K  auf  A  Ai  A^  A^  gef&llten  Normalen, 

den  Inhalt  des  ganzen  Tetraeders, 

die  vier  bei  K  zusammenstossenden  und  von  A  Ai  A^  A^ 
geschlossenen  Theiltetraeder, 

dieselben    Tetraeder    oder   Pyramiden,    wenn    r  =  ri 
rsr^ssrs  ist 


#»' 


n% 


PiP%Vt 


»ichnungen  von  Winkeln,  wie  (r^p) ,  (r^^  u.  s.  w.,  als  von  den* 
ligen,  welche  r^  mit  p,  resp. r^  mit  A  bilden,  sind   selbstver- 
idlich. 


§.  2. 


Bekanntlich  ist 


«^  _  _i ? L. 

^       sina^       smo^       sincg 

»ser  ffir  ein  ebenes  Dreieck  constante  Quotient  werde  der  M  o  - 
iulos  des  Dreiecks  genannt.  Jeder  Sinus  eines  Dreiecks  wird 
tiso  durch  Multiplication  mit  dem  Modul us  in  die  Gegenseite,  jede 
^ette  durch  Division  durch  denselben  in  den  Sinus  des  Gegen- 
pols verwandelt. 

GMcher   Weise  werde  der  Quotient   -; —  =  -7-7,  =  -5 — 

^  sma        sinp         siny 

r  Modalas  der  Ecke  (O)*)  genannt  und  mit  M  bezeichnet; 

1,  üfj,  M^  sind  die  Moduln  der  Epken  A,  B,  C,  so  dass 


*)  Dieser  passende  Name  far  2g  aod 


■in/i 
•ino^ 


iit  aa«  Profestor  BreC 


■chaelilers    „Lehrgebäude    der    niederen     Geometrie.      Jena. 
'ronnaBB  1844**  entlehnt 
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Wir  setzen  ferner: 

also 

<  — fl=i(6  +  c-a),    (j-a  =  i(/J +  /  —  «), 

U.   8.   W«  II.    8*    W. 

lind 

also 

fl+c=1800— (5— a),    a-e  =  90<>— (<F— a) 

U.   8.   W.  U.    8.   W. 

Haben  dieselben  Buchstaben,  onten  aceentoirty  dieselben  Be- 
deutungen fOr  das  Polardreiet'k,  ist  also  ai  ^  180^— a,  «i  =  180^-0 
u.  s.  VF.»  so  ist 

«  =  270<>-ori,    also    ISO» - 1  =  <Fi  - 9(K>. 
also  .e  =  e|,    «=180® — «i, 

a  -f  6  =  180*^ —  («i  "- ^i)»    «  —  a  =  «i  —  «I , 

u.     8.     w. 
ferner 

(j  =  2700-11,    also    (J— 90o=:180*>— «1, 
also  €  =  Ci,    <r  =  90^-|-^i, 

a-€=1800  — K+e,),    (J-a  =  ai+i?i -«K> 

U.      8.      H*. 


*)  Darch  die  Einfährang  der  Winkelgrdsfe  2e  (det  \]ehet$thüue* 
Ton  360®  über  die  Seiten«amnie)  neben  fi»  (derq  fphiritchen  Ezcet«)  g^ 
winnen  ^iele  Formeln  der  iphftruchen  Trigonometrie  an  elegante«  Ad- 
•eben.  Ich  erlaube  mir  darüber  auf  eine  kleine  Schrift:  „Sto'i** 
über  dat  sphärivche  Dreieck'^  aufmerksam  au  machen,  welche  !> 
der  Programmenliteratar  begraben  liegt  (Programm  des  Lucktic' 
Gymnasiums  1848),  und  welche  die  Keime  ron  dem  enthmlt,  w** 
ich  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  etwa  Neues  und  nicht  Üniriclit' 
bares  darsubieten  habe. 
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$.3. 

Am  meisten  treteo  In  diesem  Aufsätze  die  bekannten  Ecken* 
fanctioneD  hervor,  die  hier  mit  P  und  TL  bezeichnet  werden  and 
deren  mannigfaltige  Zusammensetzung  sowohl  aus  den  Seiten 
mfp.  Winkeln  der  Ecke  als  aus  je  zwei  Seiten  und  dem  einge* 
sdilossenen  Winkel  resp.  je  zwei  Winkeln  und  der  dazwischen* 
Begeaden  Seite  als  bekannt  vorausgesetzt  wird;  nämlich: 

Pss  i  V(l— cos*a — cos*6 — cos^c-|-2cosacos6cosc)         (!•) 

sj  V  sini  sin  («  —  a)sin  (*— Ä)sln  (i— c)  (^) 

=:  V^sinesin(a+c)sin(6  +  e)8in(c+ß)  (3») 

=  4einasln68in/  =  2sinasincsin/3=  isinAsincsina  (4') 

=  iüf^sinasin/Ssin)^  (5^) 

-=  isin(ii//t)6ina=  isin(p//a)6inA  =:*  ^  sin (^^/s) sine;  ((oP) 

JI:=.4V(1 — cos*«  — cos*/J — cos*/— 2cosacos/9cosy)  (1*) 

^  V — costfcos(tf — a)cos(0  — /?)cos(tf— /)  (2*) 

:=  Vsin  esin  («—  B)B\n{ß — e)sln(y  —  e)  (3*) 

=  i  sin  a  8111 /?  sin  r=  «sinasin/siuö  =:sin^siu}/sina  (4^) 

=  iilf  sin  et  sin  ß  sin  y  (5^) 

=  i8in(u^,)sioa  =  isin(p^^sin/3=  isin(9^g)sin}'.  (6^) 

Anmerkung  1.  Die  Ausdrücke  (6)  ergeben,  dass  P  con* 
staot  ist  für  alle  sphärischen  Dreiecke  auf  einerlei  Seite  a^  deren 
Gipfelpunkte  in  einem  dieser  Seite  parallelen  kleinen  Kugelkreise 
liegen;  und  dass  17  constant  ist  Älr  alle  sphärischen  Dreiecke 
von  einerlei  Gipfelpunkt  und  Gipfelwinkel  o,  deren  Gegenseiten 
s  aof  demselben  grossten  Kreise  liegen. 

Anmerkung  2.  «Ist  Im  sphärischen  Dreieck  aßy  (Taf.  IV. 
Rg«  2.)  f  ein  beliebiger  Bogen  grSssten  Kreises,  der  die  Seite  n 
mter  dem  Winkel  tp  trifft,  so  ist 

2P=  sin  /"sin  9  sin  a ,    2  JI  =  sin  fs\n  q>  sin  a.  (7) 

Anmerkung  3.    Bekanntlich  ist 
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3C  =  //|Ax  =  \p^  sin  a  .ttsin  6  sin  y  =  upqP.  (8) 

Ist  also  aßy  (Taf.  IV.  Figl  2.)  ein  sphärisches  Dreieck  auf  der 
Kogelfläche  vom  Radius  R,  sq  ist  iA*P<ler  Inhalt  derPynimd^, 
welche  das  durch  aßy  gelegte  ebene  Dreieck  zur  Grundflficbe  und 
den  Kugelmittelpunkt  zum  Gipfel  hat.  Da  nun  iA*,deriiiMt 
der  entsprechenden  Pyramide  (Ür  das  gleichseitige  rechtwiokKs« 
Dreieck  ist,  so  ist  P  der  Exponent  des  Verhältnisses  dieser 
beiden  P3rramiden  und  der  Ausdruck  des  Inhaltes  der  erstereo, 
wenn  die  letztere  zum  körperlichen  Raummaass  gewählt  wird. 

Anmerkung  4.  Verlängert  man  an  einer  Ecke  die  eiM 
Kante  tiber  den  Eckpunkt  hinaus  oder :  verlängert  man  zwei  Sei* 
ten  eines  sphärischen  Dreiecks!  ^ber  die  dritte  Seite  bioans  bis 
zu  ihrem  Durchschnitt,  so  wird  dadurch  ein  Nebendreieck  be- 
stimmt, welches  mit  dem  vorigen  einerlei  P  und  71  hat  (Oeber 
die  Relationen  zweier  Nebendreiecke  ist  Mehreres  zn  fiodeo  ib 
dem  erwähnten  Luckauer  Programme  von  1848.) 

Anmerkung  5.  Bedeuten  P|  und  17^  die  entsprechenden 
Functionen  fiir  das  Polardreieck,  so  ist 

P=JI,,    JI=Pi,  (9) 

was  sich  leicht  aus  §.  3.  und  noch  leichter  aus  §•  4.  (4)  erken- 
nen lässt 


Anmerkung  6.    Wir  werden  (aus  einem  später  erl 
Grunde)  die  Function  J7  mit  dem  Worte  „Eckensinus''  und  P 
als  »^polaren  Eckensinus''  bezeichnen. 

§.  5. 
Aus  (5)  geht  leicht  hervor: 

-=:*     oder    P=Mn,  (1«) 

wonach  aus  (4)  und  (5)  leicht  hervorgeht: 

2P> 

sinasin6sinc  =  ~jj  =:2ilfP,  (H) 

smasinpsm/=  '~p'      IS' 

Anmerkung.  Beispielsweise  eine  Anwendung  des  Modo- 
lus  M:  In  vielen  BOchern  (z.B.  Meier  Hirsch  Sammlong 
geometrischer  Aufgaben  II.  p.  124.,  Bretschneider  Lebr* 
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g«bSade  etc.  p.  438.)  findet  inan  für  den  Radias  der  einem  Te- 
traeder amschriebenen  Kugel  den  Ausdruck  entwickelt: 

iÄ*.4/^=tt*sin*ii+jii*ein*6  +  9'*8in*c — 2pf(co8a  —  cosftcoec) 

^•Sn^Ccos  6  — cosa  cos  c)  —  2tip(co8  c—- cos  acos  b). 

Da  nun 

cos  a  — *  €os  ft  cos  c  =  sin  ft  sin  c  cos  et 

f  * 

iflt  u.  s«  w.,  80  findet  man,  wenn  man  dies  einsetzt  und  die  ganze 
Gleichung  durch  M*  dtvidirt»  nach  §.  2.  und  §,  5. : 

4/J*.412'  =  ii*sin^  +  p*sin*^  +  ^*sin*y — 2p^sin^sinycosa 

— 2tc9rsinttsinycos/} — 2tcpsinasin^cos/, 

was  man,  wie  es  scheint,  noch  nicht  bemerkt  hat. 

§.  6. 

* 

Aus  /  =  2psinai=:2^isino  folgt: 

2pJlf|  sin  a  =  2^|  ilf  sin  a 
oder 

Am  Tetraeder  verhalten  sich  die  Moduli  zweier  Dreiseite  wie 
4ie  Moduli  der  gegenfiberliegenden  Ecken. 


Der  Quotient 


2p_2£,_2e,_2^_ 


ist  also  als  ein  Modulus  des  Tetraeders  zu  betrachten.  — 
Wir  werden  sehen,  dass  am  Tetraeder  mehrere  solche  constante 
Quotienten  vorkommen,  die  gleichen  Anspruch  auf  den  Namen 
Modolus  haben. 


^  Et  «ei  hier  ein  fär  allemal  bemerkt,  iIbm  die  den  fettgetetxten 
Zeidien  onten  rechts  angehängten  Indicee,  wie  Fi,  ZT, ,  if, ,  immer  etwas 
to  Ecken  Aj  B,  C  Angehorlges  oder  ihnen  Gegenaberliegendes  beieich- 
QM,  während  die  Buchstaben  ohne  Index  der  Ecke  0  oder  dem  gpanien 
Ttlraeder  angehören. 
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2,  -2„   -  2^.-2».  -''^'  •*" 


Noch  ein  Attsdrnck  fOr  A  ist  bemerkenswerlh.  Zieht  man 
tom  Fu«apunhte  von  A' in  J  drei  Normaleii  auf  l',  m.  n,  so  sind 
imt  hctga',  hctgß',  hctf''/.  Zieht  man  von  demselben  Punkte 
Ijerade  nach  den  Punkten  A',  B,  C,  so  fiadet  man  an*  den  drei 
Thdldreiecken,  in  welche  d  dadurch  zerlegt  wird, 

•2J  =  Ihctga'  i-mhdgß'+nhctsf. 


~  /ctg«*  +  mctg^  +  ii*tg/' 


(31) 


S    12- 

Aasdrüeke  fSr  S  ergeben  sich  nun"  leicht  buk  deneu  fdr  b, 
••Idi«  man  nur  mit^  zd  mnlliplkiren '  bat.  BeMtvrkenawerth 
mA  folgende:  , 

Abb  J  =  mn  folgt 

^A ' oder  M '=  BlllA  =  (nach  (24))  31Bh>,  (33) 

OiMer  Auadrnck  giebt  ferner : 

(33) 

FeTMr;    Da  A  =  -r^  ,  so  i-l: 

Jh  =  M  =  ^^^    und  ebenso    r^'i^u.s.  w.     (34) 
Da  «OD  (3S)9  =  4^//,  d^, ,  so  ergiebt  die  Divigion  durch  (34) : 


2JaJ)»inn  _  2 J^j  t 


L 


(25); 
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§.  7. 

Es  ist     ' 

2p  /       810  a         /sino 

^       ^      sinai'sincK      sinasioai 

oder,  wenn  man  ilfsina  statt  sina»  ilfisioa  statt  sioai  seist: 

fiMMi  sino  =  l,       {iM%M^  sin  o'  =  ti, 

(ilUM^  sin  /  =  n  9       f^üfiüfssin/  =  g , 


fiflM^Mi  U^M^  sin  a  sin  /?  sin  y  ^  Imn, 

Da  nun  belcanntlich  /mn  =  4^^9  so  findet  man  unter  Aoweodiing 

von  (5)  und  (13)  leicht : 

^QiM^M^-jl-  (15) 

Da  nun  nach  (13)  das  Product  links  unverändert  bleibt,  wenn  man 
die  vier  Indices  0,  !>  2,  3  beliebig  permutirt,  so  ist  auch 

^         ^l  ^^        ^a    ' 

ein  Modulus  des  Tetraeders»  und  zwar  -derjenige ,  welcher  dem 
Modulus  2^  des  ebenen  Dreiecks  am  meisten  entspricht  ood  die 
Benennung  ,, Eckensinns''  flir  J7  rechtfertigt. 

Aus  (13)  und  §.  3. ^ergeben  sich  noch  leicht  die  Ausdrücke: 
W  =  ^5£^  =^«ÄJf.ilf^. .  (17)  (18) 


i-  8. 

Da  z/As=z/iAi  =3Cy  so  ist  auch  nach  (10),  wenn  man  dorth 
jn  dividirt: 

ilA  =  Hl  Ai  =  n^  =  JI,A,.  (19) 

Ferner  ist; 

h  =  tisin(tf^  =  tisinft|Sih/ 

=  uMi  sin  ß'  sin  /  &=  (nach  (14))  iiMi  M^M^  sin  a/  sin  /3'  sin  /    (SQ) 
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«td  weil  nach  (18) 


MM  mr  M  ^  Vi 


SO  ist 


2Qhj=z  m Bin  a'  smß*  sin  y* ,  also  auch       (21) 
iQiki  =iV(tß\na'  sinßsiny, 
2Q^=zJXt9ina6inß'  ßiny, 
2^^  =  Jnsinasin/^sin/. 

Moltiplicirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen  und  dividirt  durch 

die  erste,  setzt  links  aus  (17)  Sqiq.^q^  =  ^,   rechts    aus  (12) 

2J7 
•in «sin/? sin  7=  ^,  bebt  auf,  und  setzt  wieder  links  fA«ilP=V, 

80  erbfilt  man: 

Äi^Ä8=jnÄ.4/r2  =  4z/*iT==  um,  (21«) 


also 
I 

1 


hhik^h^  =  3C.  4i7A  =  3(1.  iiTjA,  u.  s.  w.  (22) 


§9. 

A  =asin(tiz/)  =psin(pz/)  =  qs\n{gJ) 

i  2J7itt      2IL»      2J/aO 

'  =^=W  =  ^y<»^M6));  (23) 

r    also 

Sin  a  Sin  p  Sin  y      ^  ^    ^'  2/7* 

'^  —      n*      •  A  —   ~&i       ' 

'    also  ist  die  constante  Grösse  ÜA  =  iT^A^  u.  s.  w. 

=  2V^^J7,J2ai78  =  2  V  nj^  B^n^  =  a^Hrfl^^ßä 

=  2  Vin^  J^j  =  2».  (24) 

25» 
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Diesen  Aasdruck,  welcher  in  den  Formeln  hSiifig   ersehriat, 
bezeichnen  wir  mit  2to. 

Demnach  ist  also: 

Da  nun 

2/rj  =  sin  ffi  sin  ß'  sin  y' , 

2172  =:  sin  62  din  er' «in  / , 
2/73  =  sin  Cj  sin  0^  sin /^' » 
J  sp  S^'Sin  Ol  aln  6ist«x% ; 
so  erhält  man  4lirch  einfache  Mdtiplication : 

2te  ='^9/' 4^^^^~^  .9  sin  «1  »in  ftj^io  1%  »in«'  aiB  /J'  «Ib  y'.     (36> 

§10. 
k  =  «sin  («^  =psin  (pJ)  =  ^^sin  (^-^ 

=  2PL«^2^  =  2_Pij^        •  (27) 

Sinai       sino2  '    sincs 


also 


A'^     8fi^>^B«A^y 


sin  Ol  sin  62 sin  <^3  ' 
und,  da  bekanntlich 

sin^i  8in6tfii*^^9  ^=^  ^ 


ist, 


A»  = j =  — p       •  :j 

=  p  ' 


also 


A=4^V^^-».    ^  =  2V"PI^F.7^.    (28)0») 

Aus  der  Symmetrie  des  Ausdrucks  2 V^iPiPjlöJff,  welchen  wir 
mi^  %W  bezeichnen,  g^ht  hervo»,  ^^B8 
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Noch   ein  Aosdrack  fiir  k   ist  bemerkeBSwerth.     Zieht  man 
▼om    Fustfpunkle  von  h  in  J  drei  Normalen  auf  /;  m«  n,  so  sind 
9  Actga',  hctgß*,  Actg/.     Zieht  man  von  demselben  Punkte 
mde  nach  den  Punkten  Al  B,  C,  so  findet  man  ans  den  drei 
ildreiecken,  in  welche  d  dadurch  zerlegt' wird , 


2J  =  Ihctga^  +mhcigß*+nhctgy^, 
also 

^  ""  /ctg a* +HI ctg /J'  +  nttgy^*  ^^'^ 


§.  12. 

Ausdriicke  ffir  (E  ergeben  sich  nun*^  teicht  aus  denen  fiSr  h, 
welche  man  nur  mit  l/l  zn  multipliciren '  hAi  Bemerk enswerth 
sind    folgende:  « 

Ans  J^mn  folgt 

Jh'  oder  3ff  =  mnh=^  (nach  (!24))  2JDlfr.  (32) 

Dieser  Ausdruck  giebt' ferner : 

(33> 

n     A      277,« 
Ferner :     Ua  A  =  — ; —  ,  so  ist : 
rt7ru^>  sin« 

«^     2z///,tt       .    ^  '^J.riip 

^A  =  3(E  =  — ^-^    und  ebenso    — 1-^^  u.  s.  w.     (34) 

sin«  sinp  -  ^    ' 

Da  nun  (3S)^  sz  iJII^J^J^ ,  so  ergiebt  die  Division  durch  (34): 

«^      2^/az/ssina       2^^/;siha'  ^^^ 

3«  =  — *-^ = ^7 u.  s.  w.  (26) 
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§.  13. 
Aus  A  =  ^  =  ^  ((25)  und  (23))  folgt: 

u 10    ^  n^Js         l w    ^  JiJi 

810«      Jlili""     to    *     «in«'""  JZ^JI,"^    flp 

q w_ ^%^\  n w_ Ä^ 

Daraus  wieder: 

since       IHIiU      ,  eince      /7iU 

sin/?       nil^p  sin  CK       JIu       f     /»«v  /^Qt 

sinp'      Ilill^m  sinp       /7gm     ' 


sio/       Jlilgy 
sin/""i2iJ5in' 


u.  s.  w.; 


ond  ferner: 


ti         /     to      JT^ i£| ^ 


also: 


sina*sino'        i71f| '    to  i7| 

u/zzJHsinasino'y 
pm=nrsini5sin/J',  \  (39) 

^=:  ntsinysin/. 


§.  14. 
Nach  (4»)  ist: 

sinÄsiny= -7^ — »       «'"P«'"/  —  lüTT"* 

sin/5'8iny'  =  -^  ,     »in/J'sinyrr:  J^; 
also 


inz. 
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=  -r- ; oder      -; -. — ~-  =zz::-=r 


sin  0910  0}        sin  Ot  sin  Ob  sin  a^ sin  03       Il^n^ 

Ferner  ist 

Psin  a  =  Jlsin  a    nach  (10) » 
Pi  sin  a=:n^  sin  Oi ; 


«ko 


fo^licb  auch 


und  hieraus: 


PPi  sin  *a  =  17/7|  sin  a  sin  Oi , 


P±P%  sin  ^o'  =  U^n^  sin  a^  sin  a, , 


Pfi     sin*a  Ulli     sin o sing}  ^  /J^/Pi 

T^a  sin«a' "~  JJ^iTa   sinassina,  '^  n\it*^ 

oder 

sin«./PPj^_££i 

sliT^'V^.-S^.'  ^^^ 

also  auch  nach  (35): 

PP^u^^P^P^P,    \ 

PP^^  =  P^P^m\  !  (40«) 

PP^g^zuP^P^n^    ) 

Die  in  §•  13.  und  g.  14.  ausgesprochenen  Gleichungen  lassen 
«ick  oft  zur  Umwandlung  von  Formeln  verwenden. 


$.  J5. 

Ehe  wir  zu  einem  zweiten  Abschnitte  Obergehen^  wird  es  gut 
sein,  den  im  Fortschritt  der  Untersuchung  erweiterten  Begriff 
eines  Tetraeder- Modulus  zu  recapituliren.  Als  solcher  Ifisst  sich 
im  Grunde  jeder  Quotient  betrachten,  der  aus  Bestimmungsstficken 
voD  einerlei  Index  zusammengesetzt  ist,  und  seinen  Werth  nicht 
ändert,  wenn  man  jedem  dieser  BestimmungsstOcke  einen  und  den- 
selben anderen  Index  beisetzt;  oder,  um  das  Hauptmerkmal  nicht 
als  ein  nur  äusserlicbes  erscheinen  zu  lassen:  jeder  Quotient,  der 
aas  irgend  welchen  zusammengehörigen  Bestimmungsgrossen  des 
Tetraeders  so  zusammengesetzt  ist,   dass  er  seinen  Werth  nicht 
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Sndert»  wano  maq  jene  BestimmnngsstQebe  durch  je  gleichtrtige 
ebenso  ziisainniengeburige  ersetzt 

Ein  Beispiel  der  Anwendung  solcher  Moduln  gtebl  die  An- 
merkung zu  §.  5.:  Enthält  nämlich  in  irgend  einer  Gleichung  jedes 
einzelne  Glied  den  Nenner  (ZSUer)  eines  Modulus  aus  ferscide- 
denen  Gruppen  (mit  verschiedenem  Index)  ^ein-  oder  mehrroal 
als  Factor«  so  kann  man  durch  Multiplication  (Division)  mit  dem 
Modulus  oder  einer  Potenz  desselben  den  Zähler  (Nenner)  mit' je 
gleichem  Index  an  dessen  Stelle  setzen. 

Es  ist  nun  klar,  dass«  wenn  Ausdrücke,  die  in  der  erwSbntea 
Weise  zusammengesetzt  sind,  nicht  in  Form  von  Quotienten,  son- 
dern in  der  von  Prodncten  erscheinen^  auch  diese  in  äholicber 
Weise  anzuwenden  sind,  indem  dann  der  reciproke  Werth  d<fl 
einen  Factors  den  Nenner  vertritt,  während  der  andere  Factor 
als  Zähler  fungirt;  weshalb  auch  die  BinschräAkung  auf  die  Qoo* 
tientform  aus  dem  Begriff  des  Tetraeder-  Modulus  faUen  zu  lassen 
ist.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  die  angeföhrte  Anwendung  nickt 
die  einzige  ist,  welche  die  Moduln  fOr  die  Umformung  von  Glei- 
chungen und  Ausdrücken  wichtig  macht.  Es  mOgen  daher  die 
bis  jettt  hervorgetretenen  Mdduln^  hier  nochmlBils  ühersicktlicb 
aufgeflihrt  werden: 


1) 

2p  =  -7^  . 
*      Sinai 

2) 

„      Bxna      P 

M  —     .           =    ri' 

sino       n 

1 

3) 

2p              u. 

4)        m  =s  ^ = 4«,  »,ilf,  =  '^y^'  =  v.*MM,  M^M, 

hkih^h^  /sintt  3ff  ^^  iJJiJ^J^ 

™  Tfe«"  ''sinasina'  "^'Iw  ^'     (Sl)*""' 

6)      1W  =  2<~PPiPtPz  =  2^ . 


Jun§kan:    BiUräge  nur  Teiraeärameirfe,  383 


7)       3(l=zJk  =  Pupg  = 


u 

• 


§.  16. 

Sei  o/3/  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Win. 
»el  a,  /^^  jf^  die  Selten  a,  b,  c,  iV  sei  ein  beliebiger  Pankt  im 
Dreieck 9  ron  dem  aus  die  Bogen  d,  e,  f  nach  den  Ponkten  a, 
ß,  y,  gezogen  sind.  Die  Bezeiduuing  der  dadurch  bestkaroten 
Winkel  ist  aus  der  Figur  klar.  Es  handelt  sich  darum»  eine  Glei- 
choDg  zwischen  P  und  den  P-^F*unctJoneB  der  Theildreiecke  P'g 
P*,  P^  zu  Onden. 

AuflSsuiig;. 

2P = sin  b  sin  csin  a 

=  Af" sin /3"J!f '"sin  /'' sin  (a"+  a"0  *) 

=  4^V/  «'«n  /5"  4^|r,sin  /"  sin  (a''  +  «'") 
sina''       '^   sin«'''      '  vi/ 

=:  sin  e  sin  /*sin  /3"  sin  /"(ctga"  +  ctg  a'"). 

Non  ist  aber 

c4ga"sinj3"  =  — cosj3''cosc2-f  ^inc^ctg/*, 

ctga"'siny"'  =  •— cos  y"' cos  rf+ sind  ctg  c; 

alao 


ehr«/'  j.  .#«  v/i  -  -gin(PHy^)cosiH-(siny^ctg/'+sin|irctge)sinrf 
^^  +ctga'    -  8in/3«8inj^ 

QDd  folglich 

'^^=  sin  e  sin  /*sin  a'  cos  di-Bindain  eskny^  cos  /4sin  dsio/sinj3''cos  e, 

oder 


*)  DI«  aoeeotüirtMi   BodMtabe»  M\  M" ,  JT^  betleh^  sieb  auf  A%^ 
'TheildKiecke  A/?y,  iV«/,  Naß. 
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/>=;P'cosrf  +  P"cosc  +  P'"cos^  (41) 

Dieser  eben  so  emfache  als  folgenreiche  Satz  ist,  so  viel  tch 
weiss,  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden.  Er  bildet  die  Gnuid- 
läge  za  allem  Folgenden. 

§.  17. 

Bedeuten  ri',  t\** ,  tj^'^  die  drei  von  N  auf  die  Seiten  geßUiteo 
Huhenbogen,  so.  kann  maA  die  Gleichung  nach  (6)  auch  so  ins- 
drücken : 

2P  =  sin  17^ sin  a  cos  d-f sin  fj^^  sin  6  cos  e-f sin  ri'"  sin  c  cosf,    (42) 

277  =  sin  iy' sin  «cos  d+sin  tf*  sin  /?  cos  e-fsin  iy"'sin  y  cos/     {fS\ 

Es  ist  sina=silfsina=^|Sina^  u  s.  w.,  also 

M^^^M'=.^^^M-  =  ''^^m"'.  (44) 

sina  sinp  siny 

Dividirt  man  daher  (41)  durch  M ^  so  kommt: 

„      i7^  sin  a' cos  fZ     IT" sin  ß'' cos  e  .  Ä'"  sin /"cos/      ,.-, 

JT= ; + -^ + r^- -*     (45 

sma  sinp  siny 

Noch  eine  andere  Relation  ist  bemerkenswcrth»  die  sich  so 
ableiten  iSsst: 

2P  =  sin6sincsina, 

4P"/^"  =  sin  6  sin  c2 sin  «"sin  csin  i£sin  «'" ;    , 

also 

2P  sin  (a"  +  «''0  ctg  a**  +  ctg  a"' 


l^tpiii  -  giß  «^  3|n  „//  gin  «///  —  gjn  «^ 


(46) 


Setzt  man  nun  wieder  den  oben  schon  entwickelten  Wertb  vou 
ctga"  +  ctgcf'"  ein,  so  wird 

2P  ctg  dsin  a*  +  ctg  t  sin  p"  -f  ctg  ^sin  y^" 

XPtiptii  -  sin  d  sin  /3"  sin  /'' 

Dividirt  man  diese  Gleichung  noch  durch  2^^  =  sinesio/'sioff'i 
muUiplicirt  dann  rechts  Zähler  und  Neuner  mit  sindsinesio/'f  ^ 
erhält  man  ebenfalls  die  Gleichung  (41). 


Junghan:    Beiträte  %ur  Tetraedrometrte.  385 


§.  18.   • 

V^enn  man  oan  in  diese  Formeln  (41)  —  (47)  d  :=z  e  =^  f  s^izi 
Qnd  dabei  beriicksichtigt ,  dass  dadurch  a'' sn  6 — ß,  a^^'z=a-^y 
wird,  80  erhält  man  die  Bedinf^ung  fQr  den  dem  Dreieck  aßy 
nmscbrielienen  kleinen  Kugel  kreis.  —  Setzt  man  dagegen  in  die- 
selben Gleichungen  f{ ^=.r{' ':=zrf*  und  beräcksichtigt,  dass  dadurch 
die  Seite  a  darch  7\*  in  t — c  und  t — b  getheilt  wird  u.  s.  w.,  daas 
«^  ==  of**  =  \a  Q.  8.  w.,  90  erhftit  man  die  Bedingungen  för  den 
eingeschriebenen  Kreis.  Wir  versparen  jedoch  alle  ins  Einzelne 
lohende  Untersuchungen  ßir  spätere  Aufsätze,  um  zunächst  die- 
jenigen Lehrsätze  mitzutheilen,  welche  f6r  dieselben  als  Ausgangs- 
punkte dienen  werden.  —  Ueber  den  einem  sphärischen  Dreiecke 
Qjnsebriebenen  und  eingeschriebenen  Kreis  enthält  übrigens  das 
Luckaner  Programm  Ton  18-18  einiges  Material. 

§.  19. 

Der  Satz  (41)  führt  sehr  einfach  auf  einen  anderen  fiber  die 
gegenseitigen  Beziehungen  von  vier  Ecken  am  einen  Punkt,  d.  h. 
TOD  vier  EUrken,  die  durch  vier  von  einem  Punkte  ausgehende 
Strahlen  bestimmt  werden,  wie  in  Taf. IV.  Fig.  1.  von  KO,  KA, 
KB,  KC. 

Den  Uebergang  bildet  folgende  Betrachtung:  Verlängert  man 
den  Strahl  OK  über  K  hinaus  und  legt  durch  die  Verlängerung 
und  die  drei  Strahlen  KA.  KB,  KC,  die  mit  ihr  die  Winkel 
180^—0,  180*>— TT,  180^^»  bilden,  drei  Ebenen,  so  wird  dadurch 
die  Ecke  KABC  in  drei  Theilecken  zerlegt»  deren  jede  eine 
Nebenecke  zu  einer  der  drei  anderen  Ecken  um  K  ist  und  also 
nach  §.  4.  Anmerkung  4.  mit  derselben  sowohl  einerlei  P  als  ei- 
nerlei/! hat  Bezeichnen  wir  nun  fßr  die  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  gegen 
A  Ai  A%  A'^  geöffneten  Ecken  um  K  die  polaren  Eckensinus  der 
Rdhe  nach  mit  P  P|  P^  P3  (die  Eckensinus  mit  %  %i  4«  <ls),  so 
ergiebt  sich  nach  (41)  för  die  vier  Ecken  um  K  sofort: 

P  +  Pi  cos  tJ  +  Pa  cos  Jr  +  P,  cos  »  =  0 , 

Pcosr  +  Pt  +  Pocos  V  +  P«  cos  u 

(48) 
P  cos  Jr  +  Pi  cos  V  +  P2  +  PaCOsAsi: 

Pcosx  +P|C08fA-f-PaC«si4-Pj 

(Me  drei  letzten  dieser  Gleichungen  sind  nach  dem  Muster  der 
ersten  gebildet.) 
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§.  20. 

von  Bedeutung  ist  die  Zusainliiefi8tellung  der  so  eben  gefun- 
denen Gleichungen  mit  folgenden  zwar  schon  lange  bekannten, 
aber  noch  nicht  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachteteo: 

Die  einfache  Betrachtung  der  Projectionen  der  Dröeckezi|, 
^2>  ^z  ^"^  ^  ergiebt  die  Gleichung: 

J=  ^i  cosß'  +  d^cosß'  \-  ^jcosy', 

welche,  durch  111=  jj  ^^'^•^•''^  wird: 

— -//  +//iCosa' +-öaCOß/5'  +  Xr3CO8y'=:0,  \ 

II  COS  a^—  11^^  -i-H^cosy  +^3Cosj3  =0, 

n C08 ß^ -{■  IIi  cos Y — H^  -f-flTgCOSasrü, 

Ilcosy' -\-IIiCOsß   -{■  IT^cos a  —  H^  =0; 

von  welchen  Gleichungen  wieder  die  drei  letzten  der  ersten  nach- 
gebildet sind. 

§.  21. 

Diese  beiden  Gruppen  von  Gleichungen,  deren  eine  die  l^e- 
7/iehungen  zwischen  jeden  vier  Ecken  um  einen  Punkt,  die  an- 
dere die  Beziehungen  zwischen  jeden  vier  Tetraedereckeo  aiK' 
spricht,  zeigen  bei  einem  vergleichenden  Blicke:  dass  vier  Ecken 
um  einen  Punkt  unter  einander   dieselben  Relationen  haben,  »i« 

die  Polarecken  von  vier  Tetraederecken. 

# 

Dass  diese  Analogie  keine  zufallige  ist,  lässt  sich  durch  fol- 
gende Betrachtung  nachweisen: 

Errichtet  man  auf  den  Endpunkten  der  vier  Geraden  r,  fi« 
9*^9  )*3>  <^i6  v^"  ^  ausgehen,  normale  Ebenen,  so  schliessen  dies« 
ein  Tetraeder  ein,  dessen  Ecken  offenbar  die  Polarecken  zu  den 
vier  Ecken  um  K  sind,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  Fläcbeo- 
Winkel  der  Tetraederecken  von  den  Seiten  der  vier  Ecken  un 
einen  Punkt  zu  180^  ergänzt  werden.  Da  diese  Construcfion  je- 
desmal möglich  ist,  so  milssen  sich  alle  auf  die  vier  Ecken  eine^ 
Tetraeders  bezüglichen  Siitze  durch  Vertauschung  von  II  mit  F. 
von  P  mit  %,  von  «',  /?',  /  mit  I80<^— c,  181)0— n:,  180»-«, 
von  a,  /?,  y  mit  180-A,  I800— ^,  180«»— v  auf  die  vier  Edceo 
um  einen  Punkt  übertragen  lassen,  und  umgekehrt. 
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§.  22. 

Beetimmt  man  nun  auf  den  vier  von  K  ausgehenden  Strahlen 
vier  Längen  r»  r|,  rs,  r^*  verbindet  ihre  Endpunkte  Oy  J,  JB,  C 
durch  ebene  (Tetraeder-)  Dreiecke,  und  bezeichnet  die  vier  bei 
K  zusammeuätossenden  Theiltetraeder  mit  r,  T|  ,  T2,  T3 ,  so  ist 
nach  (8): 

3r,  =  P,rr.^r8, 

3Tj=p3rr,r2; 
also 


3rr      3riTj        Sr^T«       ^r^r^  ^ 

P         P,  Pa  P3  '  *  ' 


(51) 


vi-elcfae  Gross«  meder  ein  Modulus   des   Tetraeders  ist  und  mit 
R  beseichoet  Herden  soll. 

IMtiltiplicirt  man  damit  die  Gleichung  (48),  ao  erhSit  man: 

TT  +  riTiCOSO+TaTjjCOSTC  +  r^TaCOSJJrrO,     i 

(52) 
nebst  den  drei  anderen.  ' 


§.  23. 

Das  System  dieser  vier  Gleichungen  (&2)  gestattet  mit  Leich- 
tigkeit viele  besondere  Bedingungen  einzuführen,  je  nachdem  man 
über  die  Lage  des  Punktes  K  bestimmt. 

FOr  dei»  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Kugel  z.  B.  braucht 
n^a  nur  die  t  durch  Jd  zu  ersetzen  und  dann  d=d^z^d^^:=d^ 
zq  setzen.  Für  den  Schwerpunkt  hat  man  t  =  t,  s3T2  =  T3,  und 
<lier,  1*1^  r^,  r^  sind  4  der  Schwerlinien.  Am  fruchtbarsten  für 
die  Betrachtimg  des  Tetraeders  überhaupt  scheint  die  Bestim- 
nimig  zn  sein,  dass  K  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel,  also 
r=f,  =r2=r8  gemacht  wird,  und  es  wird  (für  die  Fortsetzungen 
dieses  Aufsatzes)  put  sein,  ffir  diesen  Fall  den  r,  Tj,  Tj,  Tg, 
welche  dann  Pyramiden  im  engeren  Sinne  werden,  besondere  Be- 
x^bnudgen  p,  p^,  p^*  Vz  zu  geben.   Es  wird  dann  aus  (50),  (5J),  (52): 

3|>  =  Pr»,    3|>|  =  P,r«,    3;^  =  P»r»,    3|>a  =  Psr»;     (53) 

26» 


trt^- 


.T  + 


+  •• 


O, 


(54) 
(55) 


steine    Besa»«-8 
^^ebt    der    MC-I- 

' "   ^«  (48)    »^  ^*^ 


\     <«9 


at.i  anderen.  ^^  ^ 


^    >!    B   €  an»  »"•ß®' 


—  101  Vefg»«^ 
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ie  eridSrI  sich  noo  daraus «  das«  die  Gieichang  der  Dreiecke 
))  der  Haaptgruppe  derjenigen  Gleichungen  angehört»  die  aus 
ler  Grundgleichang  (49)  der  Tetraederecken  eitvachfien,  dagegen 
lie  Gleichung  der  Schwerlinien  der  anderen  Hauptgruppe  derjeni- 
\y  die  aus  der  Grundgleichung  (48)  der  vier  Ecken  um  einen 
inkt  abzuleiten  sind  *).  Die  gegenseitige  Polorität  beider  Haupt- 
»en  findet  ihre  Erklärung  in  dem  §.  21.  Gesagten. 


S.  25. 

Da  nun  die  Gleichungen  (48)  und  (49)  und  ihre  nächsten  De- 
lenten    (52)  und  (56)  die   fruchtbarsten   Ausgangspunkte   fflr 

Intersuchungen  fiber  das  Tetraeder  sind,  so  mögen  die  wichtig- 

Iten  Ableitungen  aus  (48)  und  (49)  hier  folgen: 


(49) 


I. 
IL 


—  77  -|-i7|COS(/  +  i2sCos/}'+  Jlscos/  =  0, 

ücosa'— iZi  -l-i^cosy  •\- Tl^eosß  =0, 

TTcos/S'-f  ilicosy  —  iZs         i-l-ilscoso  =0,    Hl. 
ilcosy'  +  Hicosß  +  n^cosa  —  H,  =0;    IV. 


(48) 
P  +  Pi  cos  »  +  Pa  cos  »  +  Pa  cos  k 

Pcos  t>  +  P|  +  P2COS  V  +  Pa  cos  f4 

Pcos^-f  PfCosv-f-Pa  -fPaCosXi 

Pcos  »  +  Pi  cos  f4  -f  P2COS A  -f-  Pa 


0,  I. 

:  0.  II. 

0,  III. 

0.  IV. 


^)  Um  4m  Letotere  deotUcber  nacbxuweiten,  aU  in  $.  23.  andeotung«- 
r  weit«  schon  geschehen  idt,  denke  raan  iC  aU  Scbwerpankt,  und  von  0 
•  *vi  die  Schwerlinie  /  gesogen.  Dann  ist  liekanntlich  das  Stück  von 
^  weichet  innerhalb  des  Theiltetraedert  t  fällt,  }/$  offenbar  aber  ist 
^  VerhaltniM  tiZ^  da  beide  aof  der  Grundflache  J  tteben,  gleich 
<lni  VerhältniM.  dieses  Stuckes  cor  ganxen  /,  also  t  =  j£,  ebenso 
T|SSf,  =tt  =iX*  was,  In  die  Gleichung  (52)  gesetxt,  ergiebts 

r-|- r j  cos  r + Tg  cos  jr  +  Tg  cos X  =  0 , 
""*  weil  offenbar  r=.S/  n.  s.  w.  auch 

/  +  /i  cof  r-f-/*,  cos9r-f /,cu8»  =  0. 
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Svttt  nan  di«  Wefthe  ^on  coso^  coßß',  cm/  AuA  lU  11L>  IV. 
in  I.  oder  dite  Wertlie  v^n  co»9f,  cosn,  cosx  aus  U.»  UL,  IV. 
in  f.,  so  erhall  mtfn : 

(57) 

il« aü  771«+ 24«+ /Ta»— •iJ1ill8C08a*-ii7iiT3CO«/3— 2i]^n,c«y, 

^      F«  =  Fi«+  P2«  +  Ps«  +  2l*2P3C08  A  +  2Pii^3  COSfi+2PiP,C«SV. 

Durch  Eliniiaation  von  cosy^  au8  I.  und  IV.  und  cosy  aus 
II.,  in.  von  cosx  aus  L,  IV.  and*  von  cosfv  aas  II.,  III.: 

(58) 

n2+ ili«— 2II/7i  cos««' =  72a«^  +  IJj«— 2J7aHcoe«, 

nebst  zwei  anderen; 

P2  +  Pia+2l*PiCosp=F2*+lP3*  +  2P«P8COsil, 

nebst  zivei  anderen. 

Setzt  man  in  (58)  links  den  Factor  11 — 2iJI^  cosa'  aus  I. 
=  —  ili  cosa^  +  172 cos /J^  +  773  cos y'  und  dem  Factor  P+2P|  cosc 
=  Pi  cos  r  — » P^cos  ?r  —  p3<K)s  M : 

* 

(59) 

2/7^773  cos  a  =  —77,  (77,  -77cosa')+^^2(-^8-  77cos/3')  +773(7/3  — 77co8f'), 

nebst  zivei  änderen; 

2PaP3  cos  X=    Pj  (Pj  +P  cos  r)-P2(Pt+  Pcos  7c)-'B^(P^  +Pcos«), 

^nebst  zwei  anderen. 

Setzt  man  in  IV.  den  Werth  von  77  resp.  von  P  aus  I.,  00 
fährt  dies  auf: 

-  77t«8in  V  +  77a«8in«y  +  773«siti  V 
"*«^»  -  411,74773  ^       ^ 

^  ,     ^     Piasin^r— Pa«»in«^-Pj«sin«ji^, 

ctg  (nx)  =  —=^ M   mm   mm ^ )  • 

^^     ^  4PiP^P3  ^ 

Eliminirl  man  aus  I.  und  II.,  I.  und  IIL,  I.  und  IV.  17  resp. 
P,  dann  wieder  77,  und  Pj,  so  erhält  man: 


*)  (ttx)   bedeutet   den    Flächenwinkel .    den   die   Ebeneo   der  Wiik«l 
?r  und  H  mit  einander  bilden. 
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sin  V  sin 'j3' sin ^'  =  (cos  «  +  cos  ß>  cos /)* sin  ^a! 

+  (cos|J+ coso'c«»/)  Vin«|3'  +(co8y  f  eosa'  cos/S')^ift  V 
+(cosa+co8^'co8y')(cos/3-|-cosa'cos/)(coöy+cosa'cosjJ'), 

[sitHBiD%siB^  =  (co8A — cos9reosj()^sio^o 

+  (cosfi— cosrco8x)*sin%+(cosv— cosrcos^)*sin*« 

—  (COSA — COS7CCO0X)(CO8JB» — C08rC08X)(C06V—  CO80C0SflP). 

Diese  Gleichungen«  weiter  entwickelt,  ergeben: 

(62) 
1  =     cos^a  +  CO»*«'  —  co«'«co8*a'  +  2cos  /?co8  j?'co8)^oo8  y' 

-|*2co8aco8j3co8y 
+  cos  */3  +  cos  *j3'  —  cos  ^ß  cos  */3'  +  2  cos  «  cos  a'  cos  y  cos  y' 

-f  2  C08  acos  ß*  cos  y' 
+  co8^  +  cos*y'— cos*ycos*y'+2co8aco8ct'co8/Jco8|J' 
+  2co8a'cosj5cosy'  +  2 cos  acos/? cos y, 

1  =     cos'  X  +  cos  H  —  co8*X  cos'r  +  2  cos  ^  cos  jr eos  v  cos  % 

— 2  cos  X  cos  fi  cos  V 
+  cos*  f*  +  cos  ^n  —  co»^fi  cos  •»  +  2  cos  A  cos  t>  cos  v  cos  » 

—  2C08  Acos  7C cos  9( 

+  co«*v  +  cos  *x  ~  cos  *v  cos  *x  +  2  cos  X  cos  r  cos  f*  cos  tt 

—  2-casoco5^cosx — 2co'8«oo8yco8^. 

Bei  den  Eliminationen,  wodurch  die  Gleichungen  (61)  gefunden 
werden,  kommt  man  auch  auf  folgende  Gleichungen: 

(63) 
4i7j/73  =  (cos  ß  +  cos  «'  cos  y')(cos  y  +  cos  «'  cos  ß*) 

+  (cos  a + cos  ß*  cos  y ')  sin  *«' , 


»,r,  = 


(cos  fi  —  cos  V  cos  x)(co8  V — cos  V  cos  ») 

+  (cos  X —  cos  n  cos  x)  sin  ^, 
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Da  in^n^  eine  Function  aller  Flächen winkel  ansser  a  lod 
4PiP8  ^^^^  Function  aller  Seitenwinkel  (der  vier  Ecken  um  K) 
ausser  k  ist:  so  bieten  die  Gleichungen  (63)  die  Werthe  ?on 
cos  a  und  cos  X  durch  die  je  Hlnf  anderen  Flächen  -  resp.  Seiten- 
winkel  ausgedrückt,  dar,  was  aus  den  Gleichungen  (61)  oder  (02) 
unendlich  mahsam  zu  erreichen  wäre. 

Für  manche  Untersuchungen  sind  auch  folgende  Umfomuui' 
gen  der  Grundgleichungen  brauchbar,  die  man  erhält,  indem  man 
coso'  mit  1 — 2sin^ia'  und  mit  ^cob^W — I  u.«.  w.  vertansebt 
und  ebenso  mit  coso  u.  s.  w.  verfährt: 

(64) 

4(-.xr+/ri  +  //^  +  xTa)  =  n^  Bm^W  ^  n^%\n^ß'  +  /r,«n  V» 
i(ir+  n^  +iT«+/rs)     =  n^  cosSo^+^cos^j/J'+ziacos  V» 

1(-P  +  Pa+P,+Pj)  =  P,cos«4»  +  P8COs«4^  +  P,cos«4«» 
4(P+Pi  +Pj+Pj)      =  P,  sin  «45  +  Pasin«4«  +  Pssinn«; 

wozu  die  je   drei  anderen  analogen  Gleichungen   leicht  zo  bil- 
den sind. 

Durch  Verbindung  derselben  und  Anwendung  der  Gauss i- 
schen  Formeln  kommt  man  noch  auf: 


'      *  ^      smas  «  '      sincj 

*  ^      sinfla  ^      sinos 

ß_p  .  sinfüv-t-CT)  sin(t?x4-t?(n) 

ü-r+Pj+P^    sin(«v)     +"^»    sin(%f*)     ' 

n— ■»_■»       ■>  «'" (cv— c»)  gin (ox— Pft). 


(65) 


woraus  ferner  henrorgeht: 
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//sin  a'  =z  n^ cos  ^  sin  y  -|-  JT^  cos  c^6\n ß , 
77 sin  ß'  =  /7|  cos  /lg  sin  /  -|-  n^  cos  Ci  sin  a, 

/rsin  /  =  i7|  cos  Ossin^ -|- /72  ^^^  ^1  ^'^  ^ » 
P  sin  0  -|-  P^  cos  (vü)  sin  v  -f  l^s  cos  (f*t;)  sin  fi  =  0» 
P  sin  9s  -|-  Pi  cos  (vn)  sin  v-f  l^s  cos  (In)  sin  X  =  0, 
Psin  X  -|-  Pf  cos  (fi»)  sin  f*  -^  P,cos  (Xx)  sin  A  =  0. 

lo  allen  Gleichungen  dieses  §.  25.    kennen    die   /7  mit 
den  J,  die  P  mit  Srr  oder  mit  p  vertauscht  werden. 


(66) 


$.26. 

Einen  Ausgangspunkt  ßir  viele  Untersuchungen  fiber  das  Te- 
traeder bietet  auch  die  Anwendung  des  Satzes  (41)  in  §.  16.  auf 
die  vier  Ecken  des  Tetraeder  dar.  Werden  nSmIich  von  dem 
beliebigen  Punkte  K  im  Innern  des  Tetraeders  nach  den  Ecken 
die  Geraden  r,  ri,  r«»  r^  gezogen  und  Ebenen  durch  sie  gelegt, 
80  werden  durch  die  letzteren  auch  die  Tetraederecken  in  je 
drei  T heilecken  zerlegt»  deren  Eekensinns  und  polare  Eckensinus 
80  bezeichnet  werden  sollen:  Die  rechts  angehängten  Indices 
bezeichnen  wie  bisher  diejenige  der  vier  Tetraederecken,  welcher 
dieTheilecke  angeh5rt,  die  oberen  Accente  W P%** P%'")  deu- 
ten die  Theilecken  an,  und  zwar  in  der  Art»  dass  diejenige  Theii- 
ecke,  welche  die  Seite  a%  mit  der  Hauptecke  gemeinschaftlich 
bat,  einmal,  diejenige  welche  mit  ihr  b^  gemein  hat,  zweimal, 
die,  welche  mit  ihr  c%  gemein  hat,  dreimal  accentuirt  ist. 

Wir  haben  demnach  aus  (41): 


P  =  1^  cos  (m)  +  P"  cos  {rp) + /*"'  cos  {tq) , 
Pi  =;:Pi'cos(r,u)+P|"cos(riiii)  +  Pj'"cos(r,n), 
P,  =  P^'  cos  {rj)  +  PJ'  cos  (x^p)  +  P^'"  cos  {r^n) , 
Pa  =  P8'cos(rs/)  +^8"cos(r8m)  +  Pj'"  cos  (r,y). 


(67) 


Diese  Gleichungen  sprechen  aber  noch  nicht  aus,  dass  die  von 
0,  A,  Bf  C  ausgehenden  vier  Geraden  r,  Vi,  r«»  r^  in  einem 
Punkte  zusammentreffen.  Je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  diese 
Bedingung  eingefilhrt  wird,  nehmen  die  Gleichungen  (67)' sehr 
verschiedene  Formen  an. 
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§.  27. 

Wendet  man  z.  B.  die  Gleichung  (41)  in  der  Form  (43)*)  auf 
diei  vier  Tetraederecken  an,  niultiplicirt  'mit  r,  Vi,  r^,  r^  und  er- 
setzt rsmrf,  rsin^i'  u.  8.  vv.  durch  di,  d  u.  s.  w.,  so  erhält  roao 

m 

*2llr  =  dl  sin  et  cos  (ru)  +  da  «•"  ß  cos  (rp)  +  d^  sin  y  cos  (r^) , 

2/7|ri  ::r:rfsin4yco8(riu) -fessln )f'coB(riit)-fef8Stii/}'cos<r|»), 

nebst  zwei  anderen. 

Hierin  lassen  sich  noch  die  12  Winkel  (ru),  (rp),  (r|tt)  u.  8.  w. 
auf  die  6  Winkel  v,  n,  x,  A,  ft,  v  und  6  Kanten  u,  p,  g,  l,  m^n 
bringet^  indem 

,    ^      r— ricos©             ,      ^      Ti— rcosp 
cos(ru)  = »      cos (r|tt)  = ,  u.  s.  w. 

IC  11 

Dadurch  wird: 

(69) 

Ttnt  :^  -= (t^Ti  cosf>)+  -= ^(r^-r^cos  n)  +■  -•  "'(r^r^cos*)» 

'iü^fi  Ä  — — (ri— rcosp)+  -^^(ri^rj^osv)+  — — — (r^  -racos^), 

tt  7»  Ff* 


nehsl  3wei  anderen. 

Anmerkung.     Wenn   man   in  eine  dieser  Gleichungen  nach 

(36)  = u.  6.  w.  setzt,  und  nach  (5u)  a  =  -j  =  — -j — i 

80  kommt  man  auch  auf  diesem  Wege  zu  der  Gletcbirag  (48). 


§.28. 

Am  frnchltiarftteii   ist  dieser  Ausgangspunkt  (Gleichung  (68)), 
wenn  man  fär  K  den  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  wfiblt, 


*)  Man  ^ird  die  'Form  (43)  im  Allgemeinen  der  Form  (4S)  Tonie- 

hen,  weil  diete  ISI  Kantenwinkel  a^  ö,  C;  ^i, ,  öi    u.  b.  w.  in  die  4  191«* 

ctiungen  hringt,    M:Shrend    jene  «tatt   deren    nur   die  6   FläcshenwiiM 
«>  /^>  X)  «'>  /^'»  y*  einfuhrt. 


Jung  hau:    Beiträge  zur  Teiraedrometrie.  395 

also  r  =  r|  =  Va  ==  rj,  cos(rii)  =  coi(r|ii)  =  sin  \v  u.  s.  w.  setzt. 
Dann  gewinnen  unsere  Gleichnngen  die  Form; 

(70) 

2//r  =  dl  sin  asin  \p  -f  c/^sin  /3sin  ^tt  -f  c^s  6>a  y  ^>u  jx , 

2//|r  =  </sinasin  ^v-f  ^^'m/^in  ^v^c^sinjS'sinJfiy 

'In^T  stc  c^sin j^sin i» <f  <^ slo  /sin  4v ^^/g  ^n o^sio  if*, 

Ü/jr  =  €{  sin  y sin  ix -f  c^i  sin  j3^ sin  ^^ -f  «^2 sin  o'slii  aX; 

od^r,  wenn  man  sie  noch  mit  2r  multiplieirt,  und  dann  2rsin  Jv^ti 
setzt,  u.  s.  w. : 

AHr*^  df|ttsintr-|-ci^psitij}'f  t^fsiti)^, 

4i7lr2^^/ttsitlce•f<f2^sio/^lf3msill/3^   )         (71) 
nebst  Ewei  andere. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  durch  Eliminationen  und 
durch  Substitutionen,  4ie  »im  Theil  scfaoö  aus  der  Figur  leicht 
ablesbar  sind,  zahllose  oeue  Relationen  zwischen  d«ii  Bestim- 
rouogsgrussen  des  Tetraeders  gewinnen« 

Zu  bemerken  lei  noch  dber  (71),  dass  die  Producte  tisina.... 

losin^tt         ti7  sinket' 
.»./sioo^  sieb    nach  (36)   einestheils  durch      w w-  •  *  *  •  tt  77    » 

anderntbeils  durch ^ — ....— ^ — ^ersetzen  lassen.    Letzteres 

w  w  ^ 

z.B.  giebt: 

Arho  =  12rft«»  +  fTi  1/1  n*+  Tl^d^trfl, 
nebst  zwei  anderen, 

woraus  durch  einfoche  Eliminationen  interessante  Resultate  zu 
gewinnen  sind. 

duch  lassen  sich  ieicht  die  PMdudte  je  zweier  GegeblcMitMi 
•infiilvreii :  Meltipiicirt  man  die  träte  der  6lelcbmi|^en  <71)  dit 
Äf ,  so  w^fd 

4/V*=  diUsinai-d^psinb'i-d^gBme* 

üa  nun  sinii  =  ä^,  8m6  =  ö— ,  sinc  =  ö— ,  so  ist: 

2^1  2f,  2pj ' 
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8Pr*=ti/^+pm^  +  on^,  (72) 

^1  Ps  Ps 

wonach  die  drei  anderen  leicht  su  bilden  sind.  Offenbar  ist  (da 
wir  ja  in  diesem  §.28.  unter  K  den  Mittelpunkt  der  umschriebe* 

iien  Kugel  verstehen)  —  die  Cotangente  des  sphärischen  Radio« 

des  dem  ^i  umschriebenen  kleinen  Kugelkreises.  Bezeichneti 
wir  diese  mit  ctgpi  (eine  Verwechselung  des  sphärlscboi  Radiw 
Qi  mit  dem  linearen  ^i  ist  nicht  zu  besocgen),  so  erbalten  wir: 


Sft**  =:u/ctg^i +;>mctg^+y«ctgpj , 
8Pir*  =  ti/ctg^  +/'mctg^-|-9nctg^, 
8P,r*  =  ti/ctg^  -l-ipmctgp  +  9»ctg^  , 
SPsr*  =  tt/ctg  Q^  +pm  ctg  Qi  +  gn  ctg  q. 


(W) 


Eliminirt  man  aus  der  ersten  und  vierten«  so  wie  ans  der  zweitep 
und  dritten  qn,  so  erhält  man: 


ul  _.Pctgg  +  P|Ctg^  — P^ctgfa  — Pactgp^ 
4r*  ctg  Q  ctg  ^1  —  ctg  es  ctg  ^ 

pm  _  Pctg^— PtCtgpiH-PaCtgfa— Pgctggs 
Jr*  ctgpctg^  — ctgpictg^ 

yn  __Pctgp  — Ptctgpt— P|Ctg^-(-PaCtgp8 
4r*  ctg^  ctg^  -  ctg  ^1  ctg^i 


(74) 


§.20. 

Der  Verfasser  hat  in  den  obigen  28  Paragraphen  aus  einer 
grossen  Menge  von  Einzelnheiten ,  die  sich  bei  ihm  angehloft 
haben,  diejenigen  zusamm engestell t,  die  ihm  theils  als  Grundlagen 
flir  die  Darstellung  anderer  Gruppen  dienlich  scheinen,  theiU 
geeignet»  diesem  verhältnissmässig  noch  wenig  entwickelten  Zweige 
der  Wissenschaft  Aufmerksamkeit  und  Arbeit  zuzuwenden.  — 
Zur  Aufstellung  eines  organischen  Systems  fehlt  ihm  noch  so  Tiel 
Material«  dass  es  nicht  rathsaro  scheint,  bis  zur  vollendeten  Her- 
beischaffung und  Verarbeitung  desselben  mit  der  VerOffentlichoDg 
mancher  immerbin  fär  sich  interessanter  Einzelnheiten  zu  warteo. 
Besonders  wQrde  es  ihn  freuen,  wenn  ihm  der  obige  Aufsatz  ei- 
nige Mitarbeiter  gewönne. 
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XX¥II. 

Summation  SEweier  uoendlieher  Reihen  auf  elementa- 
rem Wege. 

Von 

Herrn  Julius  Bode^ 

wUteniichafUicheiii  Hülfslehrer  am  Gjronaiiiniii  sn  Dnrtronnd. 


Lejeane  Dirichlet  fand*),  dass  der  Ausdruck 


Q 

sich  onendlich  der  Einheit  als  Grenze  nähere,  .Jorsque  la  vari- 
able positive  Q  devient  moindre  que  tonte  grandeur  donn^e/'  Herr 
SchlSroilch  indess  glaubt  **),  dass  dies  auch  jioch  fSr  den  Grenz' 
fall  p=0  gelte«  und  fuhrt  hierzu  zwei  Beweise  an,  einen  elenien- 
tiren  und  einen  zweiten  ausfährlicheren  als  Dirichlet  mit  Hülfe 
der  Gammafunktion.  Was  zunächst  den  elementaren  Beweis  an- 
geht, so  durfte  es  nicht  schwer  sein,  nachzuweisen,  dass  der- 
selbe  einen  Irrthum  enthält,  durch  dessen  Beseitigung  sich  dar- 
dmn  lässt,  dass  der  fragliche  Ausdruck  für  p=0  ebenfalls  genau 
gleich  Null  ist. 

Herr  Seh lu milch  folgert  aus 
oad  der  hieraus  abgeleiteten  Gleichung 
offenbar  in  Cebereilung  die  Relation 


0  Crelle't  Jonmal.  Bd.  I\X.  p.  326. 

**)  Schloinilch't   ZeiUcbrift  fnr    Mathematik    and    Phjtik.    1858. 
Lilsg.  p.  99.  nod  1860.  p.  182.  ff. 
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Denn  es  ist  wohl  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  die  Gl«- 
chung  (1^)  auch  in  der  Form 

gefchrif ben  ^Terden  darf,  in  welcher  -^^    das   allgemeine  Glie^ 
der    Reihe    bezeichnet  und    diese  stets   mit   dem    Gliede 


endigend  gedacht  wird.     Doch  ist^   wie  sich  zeigen  wird,  für  die 

Q 
Scblussbetruchtung  gleiohgöltig,  ob. das  letzte  Glied  7ö~uTp  ^"^ 

sein  soll. 


(2w  +  l)'+c 

Demnach  wird: 


2  _    p/  2  2  2  2^_\ 

giT?  /*^^)  —  ^  Lv2H?  +  4He  +  —  +  (2n— 2)H(»  +  (2fi)«+ey 

und 

2*-J^,      r/  1       _l_  .  ,        I  _J_\ 

-gpAP)  -e  L^ji+e"  2i+e  +     ••••  +  (2»i-'l)>+e-(.>„)H-p^ 

oder 

Q 

Geht  man  in  dieser  Gleichung  links  und  rechts  nach  f  tm 
Grenze  fiber,  so  folgt: 

(3) 

/^>=/iC(t  -  i+ij  -+2^-2;^)  -  (hI  +Jrh2+  •+ä;)L- 

Da  nunmehr  der  Werth  der  eckigen  Klammer,  welcher  mit  £ 
beseichnet  werden  möge,  fiir  jeden  positiven  ganzen  Werth  tob 
n,  auch  für  n  =  OD,  genau  Null  ist,  wie  bewiesen  werden  wird» 
so  ergibt  sich  ganz  streng  nach  der  von  Herrn  Schldoilcb  selM 
angegebenen  elementaren  Methode  des  Beneiaea  /][0)9=0. 
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Bezcicboet  nämlich  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl»  so  er- 
bfilt  £  drei  Glieder  mehr«  wenn  in  (3)  das  n  von  n  auf  n-f  1 
wSebst,    and  zwar   erhült   die    erste   runde   Klaronjer   mehr  die 

Glieder  -fq     ,  |  und  — ,>     ,  q,    die  zweite   runde   Klaronier  da- 

£;egen  verliert  das  Glied    —7;-. ,  wofür  sie  erhält  die  beiden  neuen 

Glieder    fs — rr  »nd  +3—711,  so  dass  dieGesammtänderung  des 
2«  +  I  Yw  +  2 

E  betragt: 

>       _!_  .  J ! L 0 


211  +  1""  2w  +  2"^«il      2;i  +  l      2n  +  2 

d.h.  £  ändert  sich  nicht  mit  w.  Nun  aber  ist  E  för  w=3  iden- 
tisch mit  Null,.  als<i  auch  für  w=4,  w  =  5,  w=6,  w  =  7,....,  d.i. 
auch  fiir  w  =  oo. 

Hätte  man  die  Reihe  in  (1*)  nicht   mit   .^^^u-i-'^;  »chliossen  las- 
sen,  sondern  mit    (2ii+V)H^'    ''^   wurde  £   allerdings  nicht  fiir 

endliche  n  gleich  Null  sein  künnen,  gewiss  aber  für  9t  =  00  un- 
endlich klein  sein  müssen,  wie  leicht  zu  sehen.  Immer  ist  dem- 
nach för  71  =  00: 

/•(0)=|  =  0  (I) 

and 

(II) 

Es  scheint  nicht,  dass  das  vorhergebende  Raisonnement  an- 
gegriffen werden  könne,  es  sei  denn,  dass  die  Gleichung  (3)  in- 
sofern bestritten  werde,  als  sie  aus  der  ihr  vorausgehenden  dadurch 
abgeleitet  ward,  dass  fdr  die  Grenze  der  Summe  der  unendlichen 
Reihe  gesetzt  ward  die  Summe  der  Grenzen  ihrer  einzelnen  Glie- 
der —  beides  in  Bezug  auf  q.  Allein  dies  thnt  auch  Herr  »Seh  15- 
milch  und  ist  auch  gewiss  statthaft,  wie  ich  im  Zusammenhange 
mit  anderen  dahin  gehörigen  Untersuchungen  demnächst  nachwei- 
sen werde.    Aus  de.m  vorhergehenden  Ergebniss  folgt  indess  nicht, 

dass    Z    -TT-    fiir  alle  unendlich  kleine  0  ebenfalls  unendlich  klein 
.  «=1  w*+e 

sei,  vielmehr  nähert  sich  der  Werth  dieses  Ausdrucks  mit  unend- 
lich klein  werdendem  g  allerdings  einer  diskreten  Grösse  grösser 
ala  NbII,  er  nimmt  aber  wieder  continuirücb  ab  und  zivar  bis  Null, 
^enn  p  von   einem  gewissen   unendlich    kleinen  Werth  an   noch 
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weiter  nnd  zwar  bis  Null  abnimmt.  Diese  merkwürdige  Eigen- 
schaft, welche  sich  als  eine  bis  jetzt  wenig  beachtete  Continui- 
tätsweise  ergibt,  kommt  der  Summe  sehr  vieler  und  wichtiger 
unendlicher  Reihen  zu  und  wird  ebenfalls  d|emn§ehst  ausfubriieb 
erörtert  werden. 


XSLVIIT. 

Ueber   den   Cartesischen  Satz  bezuglich    der  Anzahl 
der  positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  Gleichong. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  Zehfuss, 

Priiratdocenten    in  Heidelberg. 


Der  Cartesische  Satz:  Eine  algebraische  Gleichaog 
mit  reellen  Coefficienten  kann,  falls  sie  vollständig 
ist,  höchstens  ebensoviele  positive  Wurzeln,  als 
Zeichenwechsel,  und  höchstens  ebensoviele  negative 
Wurzeln,  als  Zeichenfolgen  darbneten,  erscheint  zwar, 
obgleich  selbst  Gauss  (Grell e*s  Journal  III.)  es  nicht  ver- 
schmäht hat,  einen  Beweis  desselben  zu  liefern,  ffir  die  Zwecke 
der  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  seit  dem  Bekannt- 
werden des  Sturm'scheu  Satzes  von  untergeordneterer  Wichtig- 
keit; allein  trotzdem  wird  man  sich  mannichfacher  Anwendungen 
desselben  erinnern,  weshalb  es  nicht  ungerechtfertigt  erscheinei 
dürfte,  einen  auf  neue  Principien  gegründeten  Beweis  desselben 
zu  veröffentlichen,  besonders,  da  sich  dabei  auch  bezüglich  der 
unvollständigen  Gleichungen  einige  neue  Bemerkungen  ergeben. 

Der  Mechanismus  des  Beweises  beruht  auf  der  bekannten 
B er nouili 'scheu  Schlussart,  nach  welcher  man  zeigt,  dass  der 
Satz  für  eine  Gleichung  nten  Grades  gelte,  sobald  er  für  die  je 
unmittelbar  niedere  Derivirte  sattfindet,  wodurch  die  Entscheidung 
nach  n— 1  Derivationen  zuletzt  von  der  Giltigkeit  des  Satiee 
bei  der  Gleichung  des  ersten  Grades  abhängig  gemacht  ist,  bei 
welcher  er  bekanntlich  zutrifft 
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1.    Untersuchung  des  Kennzeichens  der  positiven  ' 

Wurzeln. 

Die  Anzahl  der  positiven,  also  von  Null  verschiedenen  Wur- 
zeln der  Gleichung  nten  Grades 

f(x)  =  lu:»  +  Oior»-*  + ....  +  an^ix-^an  =  0 

sei  gleich  r,  die  Anzahl  der  Wechsel  sei  gleich  r.  Ebenso  sei 
/  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  Derivirten 

und  v'  die  Anzahl  ihrer  Wechsel.  Alsdann  hat  man  Immer  ent- 
weder v'=iv,  oder  v'=^v — 1,  jenachdem  o»  und  an-i  gleiche  oder 
eatgegengesetzte  Zeichen  haben.  Untersuchen  wir,  in  irelcbem 
Zusammenhange  diess  mit  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  bei- 
der Gleichungen  steht.  Es  sind  verschiedene  FSlIe  dabei  zu  unter- 
scheiden. 

a)  Wenn  Um-i  und  On  beide  positiv  sind,  ist  v*=zv. 
Die  durch  y=f{x)  dargestellte  Curve  schneidet  wegen  an=f(0) 
die  Ordinatenachse  ob<»rhalb  der  Absctssenachse,  und  steigt  we- 
gen/''(0)=c/ii.i>0  anfangs  aufwärts,  bietet  also,  ehe  sie  noch 
die  Abscissenachse  trifft,  einen  Maximalpunkt  oder  eine  Wurzel 
?0D  f*(x)=^0  dar.  Nach  dem  Rolle'schen,  leicht  aus  der  Be- 
trachtung der  Curve  folgenden  Satze,  kann  nun  zwischen  je  zwei 
Wurzeln  von  f  (x)=^0  höchstens  eine  einzige  von  f(x)=zO  lie- 
gen; nur  die  grösste  positive  Wurzel  von  /'(:r)=0  braucht  nicht 
zwischen  zwei  Wurzeln  von  f'(x)  =  0  zu  liegen.  —  Eine  möglichst 
grosse  Anzahl  r  von  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  ergibt  sich 
demnach,  wenn  man  die  r'  — 1  zwischen  je  zwei  der  r'  Wurzeln 
von  f'(x)=^0  etwa  muglicheik  Werthe  noch  um  die  grusste  Wur- 
zel von  f{x)  vermehrt,  wodurch  im  Ganzen  r'  —  1-f  l  =  r'  ent- 
steht    Also  ist  r r'.      Diess,    zusammen    mit  r'  =  o,    ergibt: 

ß)  Wenn  a«>0  und  an^i<0,  ist  !;=t?'  +  l,  und  die  Curve 
schneidet  die  Ordinatenachse  oberhalb  der  Abscissenachse  und 
beginnt  fällend,  wegen  f\0)  =  ffn-i  <  0.  Eine  möglichst  grosse 
Anzahl  von  Wurzeln  ergibt  sich  demnach  filr  f(x)=:0,  wenn  die 
Cwe  sofort  die  Abscissenachse  durchschneidet ,  ehe  sie  einen 
einer  Wurzel  von  f^(x)  entsprechenden  Miniroalpunkt  erreicht, 
und  dann  wie  unter  a)  zwischen  je  zwei  der  r'  Wurzeln  von 
/''(a;)  =  0  eine  positive,  und  zuletzt  noch  eine  ausserhalb  der  r* 

Ihfil   XXXIV.  27 
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Wurzeln  von  f*{x)  gelegene  grosste  Wurzel  ergibt.    Die  gru^gte  An- 
zahl der  Wurzeln  von  f{x):=zO  ist  sonach  r'Tl+(r'--l)f  l~f'4l 

ZasammeD  mit  r=r'+  1  ergibt  sieh  r — v r' — »'. 

y)  Die   Fälle 'flu— 1<0,   On<0  und  ff«_i>0,   #iji<0  \zsm\ 
eine  den  Fällen  a)  und  ß)   analoge   Behandlung  zu   und  ergeben 

gleichfalls  r  —  t?_r'  — p'. 

S)  Wenn  afi=:0,  iii,-i=0,  so  beröhrt  die  Curve  im  ürspninge 

die   Abscissenachse  und   entfernt  sich   dann  von   ihr,   indem  sie 

•     eher  eine  Wurzel  von  /''(ar)  =  0,  als  eine  solche  von  ^(ar)=ü  ^r 

bietet.     Abgesehen  von  der  grossten,  müssen  demnach  die  Wir- 

zelo  der  letzteren  sämmtlich  zwischen  solchen  von  /''(:r)r=0 

liegen,  ihre  grusste  Anzahl  ist  mitbin  r (r'— 1)  +  1,  d.h.  r__r, 

und  da  unter  der  Voraussetzung  d)  auch  c  =  r'  ist,    so  enlstem 
wieder  r — v^r'  —  v'. 

f)  Wenn  Ob^O,  /»«-i^O,  so  ist  ©=i?'  *).     Die  Curve  geht 

durch  den  Ursprung  und  ^entfernt  sich  dann   von   der   Abscissen- 
achse;   die  weitere  Betrachtung  ist   wie   unter  d).      Es  entsteht 

wieder  r — v, r'  —  o'. 

5)  Wenn  Oii>0  und  fln-i=0  ist,  so  schneidet  die  Curve  ober- 
halb der  Abscissenachse  in  die  Ordinatenachse  ein  und  gebt  da- 
selbst horizontal,  wendet  sich  jedoch  alsdann  aufwärts  oder  ab- 
wärts, jenachdem  der  erste  der  Coefticienten  crji-.2,  <in-sy*f  ^^^ 
nicht  verschwindet,  positiv  oder  negativ  ist,  weil  dann  eine  der  Ordi- 
nate /*(0)  =  aii  nächstanliegende  Ordinate /];a:)  =  /*(0)  +  Oii-^''+.- 
augenscheinlich  nur  durch  das  die  nachfolgenden  kleinen  Glieder 
in  ar/*+*....  beherrschende  an^fA^^  von  fifi)=zan  unterschieden »ft- 
—  Wendet  sich  die  Curve  aufwärts,  so  ist  die  Betrachtung  nie 
unter  a),  wendet  sie  sich  abwärts,  so  ist  sie  analog  ß),  in  bei- 
den Fällen  resulttrt  daher  r — r      r'  — »'. 


*)  Hier  wie  unter  ^  toll,  »rie  überbau |it,  hei  BenrtheihiBir 
der  Ansah!  der  Zeichenwechsel  anf  Terachwindende  dieser 
keine  Rücksicht  gcnomiuen  werden,  sondern  es  gelten  nnr  di< 
von  Null  verschiedenen  Glieder  als  massgebend.  Eiaif* 
Schriftsteller  ersetnen  die  Nnllen  nach  Willkübr  dorch  «!■ 
fingirtes  +  oder  — . 


Än%iM  der  positiven  und  neffoüten  Wwtein  einer  ^eithung,  40S* 
i;)  Analog   t)    entsteht   auch,  wenn    Oii<0,    an-i  =  0   ist, 

Nach  Betraobtong  aller  dieser  Fälle  ergibt  sieh,  das«  selbst 
wenn  in  den  Coefficienten  Lücken  vorhanden  sind,  d.  h.  die  Glei- 

chnog  unvollständig  ist,  immer  r — v     r'  —  v'  sei,  wenn  nur  bei 

Zählung  der  Zeichenwechsel  die  Lücken  gänslloh  vet* 
naehlässigt  werden.  Da  der  Grad  der  Gleichung  ohtie  Ein» 
iloss  aof  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  war,  so  lässt  sich 
die  letzte  Ungleichheit  auch  auf  alle  Derivirten  ausdehnen,  d.  h. 
man  bat: 

Da  aber  die  (n  —  l)te  Derivirte  vom  ersten  Grade  und  für  sie 
aUo  der  Cartesische  Satz  richtig  ist,  so  hat  man  rC«-*)  —  r<»~*J=0, 

also  ist  r — r      0  oder  r e,  womit  der  Satz  bewiesen  ist 


II.    Untersuchung    des    Kennzeichens   der  negativen 

Wurzeln. 

Im  Vorhergehenden  ist  die  Giltigkeit  des  Kennzeichens  der 
positiven  Wurzeln  seihst  für  den  Fall  der  unvollständigen  Glei- 
chung itten  Grades  bewiesen  worden,  wenn  man  nur  bei  Beur- 
theitung  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  die  Lücken  nicht  mit  in 
Betracht  zieht.  Hieraus  würde  sich  durch  Transformation  von  a: 
in  —  :r  eine  leichte  Regel  für  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln 
för  alle  Fälle  herleiten  lassen,  wie  bekannt.  Allein  wir  wenden 
ans  zu  der  an  die  Zeichenfolgen  gebundenen  Regel  flir  die 
buchste  Anzahl  der  negativen  Wurzeln,  und  werden  beweisen ,  da$8 
sie  bei  der  vollständigen  Gleichung  nten  Grades  immer  statt  habe, 
dass  aber  im  Falle  der  unvollständigen  Gleichung  die 
Grenze  der  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  um  eben  so 
^iele  Einheiten  zu  erweitern  ist,  als  Lücken  mit  unge- 
rader Anzahl  von  Nullen  zwischen  zwei  Gliedern  von 
entgegengesetzten  Zeichen  Vorhanden  sind,  voransge- 
seist,  dass  die  Lücken  beim  Zählen  der  Zeichenwechsel  nicht 
beificksicfat^  werden.  -^  Die  nOthtge  Discnssion  der  einzelnen 
Fälle  isl  d»rebans  ähnlich  derjenigen  der  Fälle  ^nter  I.,  weshalb 
wv  uns  davauf  beschränken  wollen,  bei  der  voilständigen  Glei* 
cbong  wr  in  discatiren  den  Fall, 


L._ 
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wo   an>0    uod   afli-i>0. 

Bezeichnet  man  durch  p  die  Anzahl  der  Folgen  von  f{x),  durch 
p'  diejenige  der  Folgen  von  f'(x) ,  und  bezeichnen  r  und  r'  die 
Anzahlen  der  negativen  (von  Null  verschiedenen)  Wurzeln  von 
f{x)  und  f'(a:),  so  ist  zunächst  klar,  dass  für  aft>0  und  aii-i>0 
f(x)  eine  Folge  weniger  darbietet  als  f(x),  d.h.  es  ist  p=j/+i. 
—  Ferner  schneidet  die  Curve  oberhalb  der  Ordinatcnachse  in  die 
Abscissenachse  ein  und  senkt  sich  von  da  wegen  aii-i>0  f^eges 
die  Seite  der  negativen  Abscissen  hin,  woselbst  eine  mugtickst 
grosse  Anzahl  negatiirer  Wurzeln  von  f(^)=zO  entstehen  kann. 
wenn  zunächst  die  Curve  die  Abscissenachse  sehneidet,  ehe  sie 
in  einem  Minimalpunkte  eine  W^urzel  von  f'{x)^=^0  darbietet  ts 
ist  dann  ferner  zwischen  je  zweien  der  r'  Wurzeln  von  f{x)  nnr 
höchstens  eine  solche  von  f{x)=z(i  möglich,  und  endlich  kann 
noch  eine  absolut  grosste  negative  W^urzel  von  /)[^)  =  0  vorban- 
den sein,  die  nicht  zwischen  zwei  solchen  von  f'(x)=0  einge- 
schlossen ist.     Die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  ist  also  buch* 

stens  l+{r'— 1)+1,  d.  h.  r^^r'  +  l.  Diess  zusammen  mit  p=;7'|i 
ergibt  r^-p^J.r*  —  p'. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  im  Falle  der  vollständigen  Glei- 
chungen bei  allen  übrigen  zu  unterscheidenden  Fällen,  also  er 
hält  man  wie  unter  1. : 

r— ;>^r'—;i'^r" -/>''....  ^rC»-») -//»-'), 

and  da  r^"-*)-— /?<••""*)  =  0  ist,  so  kommt  r^p,  d.  h.  bei  der  voll 

ständigen  Gleichung  ist  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  deije 
nigen  der  Folgen  höchstens  gleich. 

Falls  Lücken  auftreten,  ergibt  sich  gleichfalls  immer  da^ 
Resultat  r — P^^' — p' »  ausgenommen  den  Fall,  wo 

Cm  ^  0  und    011.1=0 

ist.  Sei  z.B.  <?ii>0,  <ii|.i  =  0;  die  Curve  schneidet,  indem  sie 
horizontal  gebt,  oberhalb  der  Abscissenachse  in  die  Ordioaten- 
achse,  und  steigt  nach  der  Seite  der  negativen  Xf  oder  föllt,  jenapb* 
dem  der  erste  der  Coefficienten  a«.«,  o».^....,  welcher  okbt 
verschwindet,  positiv  und  voo  gerader  Ordnung,  negativ  und  von 
ungerader  Ordnung,  oder  umgekehrt  ist    Man  findet  wie  oben  in 
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dieseo  FSIIen  r—/>2lr'—j»',  ausgenommen,  wenn  a«-^  von  ge- 
rader Ordnung  und  negativ,  aUo  eine  LOcke  von  ungerader  Glie- 
derzahl zwischen  einem  Zeichen  Wechsel  auftritt.    Man  sieht  leicht, 

dass  rjjll-f-r',  weil  sich  die  Curve  der  Achse  nähert,  gerade 
wie  im  Falle   a«  >  0,    On-i  >  U.     Aber  es  ist  t'  =  v',    also  nicht 


sondern 


r^v^=r*'-o\ 


r— üj^l+r'  — »'. 


Dieses  Hinzutreten  einer  Einheit  wiederholt  sich  so  oft  mal,  als 
derartige  Lucken  nach  genügender  Anzahl  von  Derivationen  an 
das  Ende  der  Gleichung  treten,  d.  h.  so  oftmal,  als  solche  Lücken 
vorbanden  sind.  Bezeichnet  man  ihre  Anzahl  durch  f*,'  so  ergibt 
sich  durch  Addition  der  Ungleichungen: 

r— ü^l  +  r'— ©', 


T{r)  —  „(r)  ^\^  r^v-^l)  —  ©(v+l) , 


dassr  — D^fi,    was  dem  Anfangs   unter  IL  ausgesagten  Theo- 
reme entspricht    Ein  einfaches  Beispiel  bietet  or^" — a=cO. 


L\ 
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Die   Ellipse    und   Hyperbel    als    einhüllende  Kar?en 

eines  Systems  von  Kreissehnen. 


Von 


Herrn  Franz  Unferdinger 

an  der  k.  k.  Marine -Sternwarte  %n  Triest. 


Das  Problem,  mit  dessen  Erledigung  durch  die  Hilfsmittol  der 
analytischen  Geometrie  sich  der  vorliegende  Aufsatz  beschfiftigt 
ist,  was  seine  geometrische  Anschaulichkeit  betrifft,  sehr  einfach 
und  lautet  folgencfermaansen : 

Es  sind  in  einer  Ebene  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  zwei  feste 
Punkte  A  und  B  und  ein  Kreis  gegeben.  Verbindet 
man  diese  zwei  Punkte  mit  einem  beliebigen  Pnikte 
M  des  Kreises,  go  werden  diese  Verbindungslinien, 
nothigenfalls  verlängert,  den  Kreis  noch  in  zwei  ande- 
ren Punkten  Ai  und  Bi  schneiden,  und  die  Lage  der 
durch  diese  Punkte  Ai,  Bi  gelegten  Geraden  ist  für 
jeden  Punkt  üf  eine  bestimmte^  Man  soll  dio  krnainie 
Linie  bestimmen,  welche  die  Gerade  AiBi  beschreibt, 
währejnd  der  Punkt  Jf  die  Peripherie  des  gegebenen 
Kreises  durchläuft. 

§.  2. 

Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  O  des  gegebenen  Kreises  wm 
Anfangspunkt  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  und  be- 
zeichnen wir  die  laufenden  Coordinaten  mit  ;r,  ^,  so  ist  die  Glei- 
chung de»  gegebenen  Kreises  vom  Radius  r: 
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(I)  a:a  +  .V«  =  r« 

Die  CoordiDatet)  der  zwei  festen  Punkte  A  und  B  in  der  Ebene 
des  gegebenen  Kreises  seien  beziehungsweise  a^  h  und  a' ,  b'. 
Legen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  {x^)  des  gegebenen  Krei- 
ses und  durch  den  Punkt  {ab)  eine  Gerade»  so  wird  diese  den 
Kreis  noch  in  einem  zweiten  Punkte  treffen,  die  Coordinaten  die- 
ses Punktes  seien  u  und  r.  Ebenso  bezeichnen  v!  und  o'  die 
Coordinaten  desjenigen  Punktes  des  gegebenen  Kreises «  in  wel- 
chen die  durch  die  Punkte  {xy)  und  {a'b')  geführte  Gerade  den , 
Kreis  zum  zweiten  Male  schneidet.  2ur  Bestiinmung  von  Uj  v,  u'  ,v' 
dienen  die  Gleichungen: 


(2) 


wobei 


\  (3)       \ 


(4)  L—'- ,   üf  = ^,    L*=^ -.,  M*=i / 

'  X — a  x^a  X — a'  x — a' 

is4.  Betrachtet  uian  x  als  unabhängige  Variable,  so  ist  ersieht- 
Ucb,  dass  sowohl  y,  als  auch  u,  v,  u*  ^  n*  als  Functionen  Ton  x 
la  betrachten  sind.  Legt  man  endlich  durch  die  Punkte  (wo)  und 
(ti^vO  eine  dritte  Gerade«  so  ist,  wenn  man  Kürze  halber 

(5)  L7=^-^.     F  =  ?^?^ 

«etzt,  die  Gleichung  derselben : 

(ft)  y=üx+V. 

Gehen  wir,  x  um  Jx  Sndemd,  von  dem  Punkte  (xy)  des  gege- 
benen Kreises  zu  einem  benachbarten  Punkte  desselben  über,  so 
werden  sich  auch  die  Grossen  V  und  V  entsprechend  ändern, 
aod  die  Gerade  (6)  wird  eine  andere  Lage  erhalten.  Bezeichnen 
wir  die  Aenderungen  von  ü  und  F  mit  JÜ  und  JV,  so  ist  die 
Gleichung  der  neuen  Geraden: 

(7)  y^iü+JÜ)x+V+JV, 

uod  die  Coordinaten   des  Durcbschnittspunktes   der  Geraden   (6) 
ud4  (7)  sind : 


oder  auch: 
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Dieser  Durchscbnittspunkt  wird  offenbar  zu  einem  Punkte  der 
gesuchten  einhüllenden  Kurve,  wenn  wir  Ax  sich  der  Null  nSbem 
lassen,  und  da  in  diesem  Falle 

,.    JV     dV      ,.    JV     dV 

Lim  -; —  =  -j-  •     Lim  -7—  =:-r- 

/Ix       dx  Ax       dx 

wird,  so  hat  man,  wenn  x  und  y  die  Coordinaten  eines  Punktes 
der  gesuohtoi  einhüllenden  Kurve  bezeichnen: 

dF  rfF 

.-.^  dx  dxi  ^, 

dx  dx 

Werden  die  in  diesen  Gleichungen  angedeuteten  DifferenziatioDen 
ausgeführt  und  aus  ihnen  in  Verbindung  mit  der  Gleieboiu; 
x^  +  ff*=^r^  die  Coordinaten  .r,  y  eliminirt,  so  ist  die  Eliraina- 
tionsgleichung,  welche  nur  mehr  die  Coordinaten  x,  y  und  die 
Constanten  r,  a^  b,  a\  b'  enthalten  wird,  die  Gleichung  der  gesieb- 
ten einhOllenden  Kurve. 

Wir  haben  hiermit  in  Kürze  die  Methode  angedeutet,  welche 
wir  zur  Losung  der  vorgelegten  Aufgabe  verwenden  werden,  und 
es  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  hier  nur  angedeuteten  Opera- 
tionen wirklich  auszuführen,  was  uns  zu  einigen  längeren  Recb- 
nungs-Entwickelungen  nüthigen  wird,  worauf  ich  den  Leser  gleich 
am  Eingange  aufmerksam  mache.  Die  vielseitige  TransformatioDfi' 
fähigkeit  der  hierbei  auftretenden  Ausdrücke,  die  schliesslicbe 
Einfachheit  der  Resultate  werden  einigermaassen  für  die  Lioge 
der  Rechnung  entschädigen. 


§.  3. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (5)  V  und  V  nach  x  dife' 
reiizirt  und  die  Werthe  von  -jp »  -j-  in  die  Gleichungen  (8)  «ab* 
stituirt,   so  findet  man: 
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'        (9) 

(»-«0('«^g^-«a^)-(«>-''0("^5^-«^) 


tl  — M* 


woraus  ereichtlieh  wird,  dass  es  zunft^list  auf  die  Berechnung  von 

du     dv     du'     dv'       ,  ,     »x.    «t    .. 

II,  r,  k',  »',  T-*  ^  »  -!-•>    -j-  ankommt.    Die  Wertbe  von  u,  t> 

und  u* i  v'  sind  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  herzuleiten,  und 
da  aus  den  Gleichungen  (4)  hervorgeht,  dass  sich  die  Ausdrficke 
von  L\  M*  von  jenen  L»  M  nur  dadurch  unterscheiden,  dass 
a^  6'  an  der  Stelle  von  a,  6  steht,  so  iverden  sich  auch  die  Aus- 
ist«' dv'  -  du  dv 
drucke  fiir  u',  r,   ^^»    ^  aus  jenen  '"''**»  ^'^  5^»  ^  einfach 

dadurch  ableiten  lassen,  dass  man  a^  b'  an  die  Stelle  von  a,  b 
treten   iSsst,    so    dass  man   also  nur   die   ersteren  vier  Grössen 

«,  p,  -p  f   ^  zu  berechnen  hat,  wozu  wir  nun  übergeben.    Eli- 

minirt'  man  aus  den  Gleichungen  (2)  einmal  v  und   einmal  ti,   so 
erhält  man  folgende  zwei  Gleichungen: 

(l  +  L«)tt«  +  ^LMu  +  ^«  —  r«=:0, 
(1  +  L«)ü»  +  2^r  +  iH«— raL«=0. 

Die  erste  Gleichung  gibt  die  zwei  Abscissen  der  beiden  Durch- 
tfchnittspunkte  der  Geraden  {xy),  (ab)  mit  dem  gegebenen  Kreis. 
Da  aber  der  eine  Durchschnittspunkt  (xy)  ist,  so  rouss  die  erste 
der  vorstehenden  Gleichungen  identisch  erfsllt  werden,  wenn  man 
X  an  die  Stelle  von  u  setzt.  Aus  gleichen  Gründen  muss  auch 
die  zweite  Gleichung  identisch  erfSlIt  werden,  wenn  man  ^  an  die 
Stelle  von  v  setzt.    Man  erhSit  hierdurch: 

(l+i«)a:*  +  2Lüfar  +  Jlf«-r«=0, 

(I  +  X«)y«— 2%  +  ;if2-r«Z»  =  0. 

Zieht  man  diese   zwei  Gleichungen  der  Ordnung  nach  von  deii 
zwei  vorhergehenden  ab  und  zerlegt  in  Factoren,  so  ergibt  sich: 


mithin 
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(M — a:)  I  (1  + 1,*)  (u  +  or)  +  2Lilf  1  =  0, 
(p-i,)\{l  +  L^(v  +  y)-2M]    =0; 

da  aber  der  Voraussetzung  gemäss  m  und  e  von  x  und  y  verschie- 
den sind,  so  können  die  vorstehenden  Gleicbungen  nur  erfStlt 
werden,  wenn 

(l  +  L«)(u+a:)+2Lif=0,    (i+£«)(»+y)— 2«=0, 

und  hieraus  folgt: 

«  +  ^  — 1+L«  — (j;-a)«  +  (y-6)«' 
_      _2*   _      2(j?— a)(6j;— gy). 

x{(x—a)*  +  iy-b)*}  +  2(y-b)ibx-ag) 

l«-o)*  +  (y-6)« 
oder  auch,    weil 

— arJ(jr~o)«  +  (y  -  6)«|  _2(y-*)(A*— «y) 

•=ol(a;-a)«+(y-6)«|-(ar+tf)t(ar-«)»+(y-6)»l-2(y-*)l*(«-a)-«(y-*i' 
=  fl  I  (jf-a)« + (y-6)«  1  -  (x-a)  t  j;»  -  a* + 2ft(y-6)  I  -  (y-A)«(ar-<>) 

=0 1  (ar— «)«+ (y— 6)»l — (ar- «)  (r*  —  o«  -  6*) 

und 

-y|(ar-«)«+{y— 6)«)+2(x— «)(6:r-oy) 

=:A!(Ä-fl)«+(y-6)*)-(y+i)|(a;-o)«+(y-6)«i+2(a:-o)|6(a:-fl)-«(y-*); 
=«61  (x-a)» + (y-6)»)  -  (y-Ä)  ly*-  6«  +  2a(a;-ii)1  -(ar-«)«(f-*) 
=6  { (ar  -  a)»  +  (y-  6)«  1  -  (y  -6)  (r«  -  o«-6«) 


ist: 


«=: 


(10) 


a\(x—a)*+(s-b)*\—(x-a)(r*  -o«-  6«) 
t<(j?-a)«-Ky-fe)«l^(y-*)(r«-a«-6^ 

—       IM  ■  "t         ■  I  I    II     TT       I  .1      >        I    I  ■         ■  , 


Nimmt  man  jetzt  Rücksicht  auf  die  am  Eingänge  dieses  Para- 
gtaphen  in  Betreff  der  Ableitung  von  «',  v'  aus  n,  r  gemadMe 
Bemerkung,   an  hat  man  unmittelbar: 


t. 
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,     »'|(i-»0'+(»-t0'l-(j-a0(r'-a«-6'^ 


.     y|(a:-a')'t(j-6')'l-(y-y)(.»- 


-6") 


j.  4. 
Weil  uacb  der  tileicbong  (1) 


ist ,  80  iTtrd : 


;  (Zähler  T 


o)  = 


2&(A»— ay)  -fa:(r«— «»-  6') 


nnd  hiermit  Dach    den   gewüholicheo  Regeln    der    Differenziation 
der  Zähler  ron     -r- 


,l(x-»)'-f(.V-t)'l-2(j-a)(dj-.i,) 
l(j-a)'  +  Cy-t)'l». 


der  ZShIer  von 

=  ,(,-.,H(>-»-i^"'-''"+;"'-'-"' 

-[6|(x-.)«  +  (j,-»)«l-(,-4)(,'-o>-6«))?^-S!>_ 


|(i-a)'+(y-6)'|ii 
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Da  endlich  j-  und  t-   die  zweite  Potenz  von  (.t— a)'+(jf-6)*  xam 


gemeinticbaftlicbeD  Nenner  haben,  so  wird: 

(  ilu_  r^-a^-b^ 

(13) 

i  de  r«— a«-6» 

(  dx—     |(a:-«)«  +  (y  -  6)>|y  "■ 


Wird    auch    hier    wieder  die  Bemerkung    am  Eingange  des 
§.  3-  berficksicbtiget,  so  erhält  man : 


(14) 


du'  r«-  a'^—b'*  

«te  -  Kor-«')»  +  (y  -  6')*)»"' 

d^__  r«— a'«— 6"  

rfa:-     l(a;-a')«  +  (yT*')»i» 


u. 


§5. 
Wenn  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 


{(a:-a)H(y-^)*ty''        ""  {(a:-a')*+(Ä^-Ä')«ly 

setzen  9  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkung  des  §.3.  in  Beiog 

auf  die  Ableitung  von    -v- »    j—  aus   j- »    jt-  ; 

°  dx      dx  dx      dx 

(16)     ^=Ar,    5i=-A«.    5J=ÄV,    5J=-*V; 

und  diese  Werthe  wollen  wir  nun  in  die  Gleichungen  (9)  substi' 
tuiren.    Weil 


,  dv 
u'  — 


dx       dx  ^  ^  dx        dx 

ferner 

dt?      du'  , ,         ,.       du      du'       -  .         ,^ 

di-5i=-*<«-''>'    S-dS- =  *<"-«')' 

so  wird  der  Zähler  von  x  gleich 

-  (A — A')  utt'  (u — «')  —  (r — ©')  (hu'v  -  A'iir') , 
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oder  «srenn  man  die  Glieder  mit  Ate'  und  die  Glieder  mit  A'u,  je 
für  sich,  zusammenfasst  and  dabei  bedenkt,  dass  «^-f  r^=w'*+t?'*=r' 
Ist,  ancb  gleich 

—  (hu'  +  h'u)  (r« — uu*  -  »oO- 

Der  Nenner  von  x  hingegen  wird  gleich 

—  (hu  -  h'u')  (u — mO  —  (A»  -  A'üO  (p — »0 , 

oder,  wenn  man  die  Glieder  mit  dem  Factor  A  und  jene  mit  dem 
Factor  h',  je  für  sich,  zusammenfasst  ntid  wieder  mittelst  der 
Relation  w*  +  c'  =  tt'*-f  c'^izrr*  reducirt,  auch  gleich 

—  (A  +  A')  (r«—  fi«'—  rrO ; 

mithin  wird 

hu'  +  A'« 


(17)  X  = 


A  +  A' 


Wird  dieser  Werth  bei  der   zweiten  der  Gleichungen  (9)  iberuck- 
sichtiget,   so  gibt  dieselbe: 

_  (hu'  +  h'u)  (p  ~  rp  +  (A  +  AQ  (uv'  —  m^p)  ^ 
^~"  (A+AO  (II— m')  • 

der  Zähler  dieses  Bruches   kann  jedoch    leicht,    wenn    mau   die 
Glieder  mit  u  und  u'  je  für  sich  zusammenfas^t,  auf  die  Form 

(Ap'  +  A'p)(m— tiO 
f;«bracht  tvenlen,  so  rtaso 

(18)  .     y=-r+>' 

wird. 


§.6. 

Um  aus  den  Gleichungen  (17)  und  (18),  welche  nunmehr  an 
Jie  Stelle  der  Gleichungen  (9)  treten,  die  Werthe  von  %  und  j 
ab  Functionen  von  .t  und  y  zu  erhalten,  ist  nur  nothig,  fSr  u  und 
0  die  Werthe  aus  (10),  für  u'  und  t'  die  Werthe  aus  (11),  fVir  A 
vad  A'  die  Werthe  aus  (15)  zu  setzen.  Nehmen  wir  zu  besserer 
Uebersicht 

80  wird : 


414  ünferdinger:    Die  ElHp$e  und  Hpperöei 

Äp+Äp—     ^^^j ^ 

y<2^/g 
and 

Ä  +  A= ^^^pj ; 

folglich  ist: 
(20)  x  = 

/g(r2-^a'2 -6'«)  +  ^'«(r«— a«— 6«) 

y  = 

^(ra— o'*^— 6'«)  +  <'2(r*- a«— 6«) 

in  welchen  Ansdrü'cken  man  8ich  fiir  t^,  t'^  die  \^'erthe  aus  (id) 
zu  denken  hat. 

§.7. 

Wenn  man  in  den  ziveiten  Theilen  der  Gleichungen  (Id)  ent- 
wickelt und  alsdann  berücksichtiget ^  dass  x^-^-y^^^r^  ist^  so  wird: 

(21) 
««  =  r«+o«+6«-2«x-'>Ay,    («=  ra+n"+A'"-2a'ar-!»'y, 

und  wenn  man  sich  diese  Werthe  für  t^  und  ^  In  die  Gleichno- 
gen  (20)  eingefährt  denkt»  so  wird' einleuchtend,  dass  diese  Glei- 
chungen in  Bezug  auf  x  und  y  vom  ersten  Grade  sind,     lodern 


ai$  eiuMiUmde  Muneu  eines  Systems  pon  Kretssehnen.       415 

wir  beabaicbtigen  ^  Z&bier  und  Nenner  iq  den  zweiten  Theil^  die- 
ser Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x  und  y  zu  ord- 
nen, machen  wir  folgende«  zur  Vereinfachung  der  Transformation 
dienliche  Vorbereitung.    Ets  ist  identisch : 

wird  die  erste  Gleichnng  mit  a^  die  zweite  mit  a'  multiplicirt,  und 
%Terden  alsdann  beide  Gleichungen  addirt,  wird  ferner  dasselbe 
Manuver  mittelst  der  Multiplicatoren  b  und  h'  ausgeführt,  so  er- 
hält man: 

(22) 

a  (fl>  +  ft«)(r«-ci'«  -  6'2)  +  /i'(a«  +  ^'^Xr«— ««— 6«) 
b  (a«  +  6«)  (t*  -  «'«-^  Ä'*)  -f  6'  (fl'a + Ä'2)  (r«  ~  a«  ~  A«) 

hiermit  wird  der  Zähler  von  tl 

=     i*{«(ra— o^^— 6'«)  +  a^(r2  — a»— Ä«))-f«(ri«+6«)(r«--fi'«— A'2) 

+  fi'  (fl'2  +  6'«)  (r« — a« — Ä«) 

—  2n  («a:  +  %)  (r«—  a'*  —  A'«)  —  2a'  (a'^r  +  6'^)  (r«—  /i«— Ä«) 

_  (r«— «2— 6«)  (r2-  a'«  -  6'«)  (2a:  -  « -~  aO 
=     2r«tfl(r*-«'«— 6'«)  +  a'(r«— a«— Ä*)| 

~  2^  { a«(r*— a'«— 6'«)  +  «'«(r«-  a2_^2)  _|.  (r«- ,/«- A«)  (r«— r/'«  -  A'«| 

— 2^1  a^  (r«—  tt'2—  //«)  +  a'6^(r«-  ri«—  6«) ! 
=     2r»ja(r«— a'«— 6«)  +  a'(r«-  a«— A«)} 

— 2a?!(r2—62)(r«~a'«-6'*)  +  a'2(r«— /i«— ^«)} 

-2y  { aÄ(r«— a'«—  6'?)  +  a'A'(r«— o«  -  6«) ! . 

und   der  Zähler   von  y 

=     r«tÄ(ra— «'«-«'2)  +  6'(r«-a«-62))  +  6(aH6«)(r2-a'«~-6'a) 

+  6'(a'«  +  Ä'«)(r«-a*-6a) 

-26 (iwr  +  by)  (r«-  «'«— 6^«)  — 26'(a'a;  +  b'y) (r^^a^  -  *«) 

-(r« - a«— 6«)  (r«— a'«— 6'2)  (2^—6  - 6') 
=     2r«{6(r«— fl'«-A'2)  -f.  A'(r«— a«— 6«)! 

-2y  { Ä«  (r^-a'^Ä'«)  +  ^'«(r«— ««-Ä«)  +  (r«-««  ~  6«)  (r«  -a'-^-Ä'«)! 

-2;ir{  a6  (r«—  a'«  -  6'«)  +  a'6'  (r«  -  a«  -  6«)  | 
==    2r«t6(r«-a'2— 6'«) +Ä'(r«— ««--««){ 

-%^  t  (t»  —  a2)  (r«  -  «'«  —  Ä'«)  +  6'«(r«  -  a*— 6«)  I 

•-2ar{a*(r«— a'«— 6'»)  +  a'6'(r«-.a*— ^). 


416  Vnferdinger:    Die  Biiipse  vnd  Hyperbel 

Der  TL  und  y  geroeinschartliclie  Nenner  wird 

+  (r«—  o«  -  Ä«)  (r«  +  a'* + 6^«  -  2a'a:— 2A'y) 

=     ((r»— a'*  — ^'*)(r*  +  aa  +  6«)  +  (r«— a«-^)(rH«'«+^'*)l 

—  2jrta(r«— a'«-Ä'2)  +  a'(r«— a«— A«)| 

—  2ytÄ(ra  — a'*-6'«)  +  6'(r«  — fl«-6«)I 
=    2tr*— (a«+6«)(a'*  +  Ä'*)| 

--%t*(r*-  a'«— 6'«)  +  6'(r«— a«-Ä«)|, 
und  man  hat  daher  endlich : 

(23) 
r«| a(r«— fl'*- Ä'«)  +  a'(ra— a« -6«)  j 


x  = 


^\nh{yt^aiit^Un)  ^  fl/6^(|.a^fla_^2) }y       ) 


y  = 


Ir*— («« + 6«)(a'«+  6'«)|-  ta(r«-a'*-6^) + a'(r«— ii«-««)ix 
-|6(r«— a'«— &'«)  +  Ä'(r*— a«—6«)ly 

r^l^Cr«  — «'*—*'«) +6'(r«  —  a*  —  6«)| 

« 

—  I(r*— a«)(r2-a'«— 6'«)  +  6'«(r«— a«-Ä«)l^ 
—  t  fl*  (r^— a'*  -  6'«) +a'6' (r«  -  o«  -  6«)  U 


—  t6(r«-  a'«-  6'«)  +  6'(r«— ««— 6«)|y  ' 


§.  8. 

Diese  Gleichungen  (23)  treten  an  die  Stelle  der  Gleichao* 
gen  (20)  oder  schliesslich  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (9),  iid<I 
es  ist  daher,  um  zur  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve 
zu  gelangen  y  jetzt  noth wendig,  aus  diesen  in  Verbindung  mit  der 
Gleichung 

(1)  a:«  +  y«  =  r2 

die  laufenden  Coordinaten  Xy  y  zu  eliminiren.  Diese  Elimination 
soll  im  Folgenden  einfach  dadurch  bewerkstelliget  werden,  das« 
wir  X  und  y  aus  den  Gleichungen  (23)  bestimmen  und  die  gehn* 
denen  Werthe  in  die  Gleichung  (1)  substitoiren.     Die  resultirende 


aU  einküiiende  Kwrven  einet  Spslem»  vom  Kreitiehnen.       417 

Gleicbmig  wird  ausser  deo  Coordinaten  x  und  y  nar  noch  die 
Coostaaten  r»  a»  b,  o^  b*  enthalten  und  als  die  verlangte  Glei- 
cbang  der  einhGlIenden  Korve  alle  Aufschlösse  fiher  die  Natur, 
die  Lage  und  die  Dimensionen  dieser  Kurve  geben.  —  Werden 
die  Gleichungen  (23)  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x,  y  geordnet, 
so  erhalten  dieselben,  wie  ohne  Weiteres  einleuchtet^  die  Form: 


(iio  +  Bo%)  +  {A^  +  B^T)x  +  (Ja  +  ÄjX)y =0, 

(Jo'+«o'y)+(^i'+A'y)^+(^t'+Äi'y)y=0; 

und  zwar  ist: 


(24)    j 


Ao  =-r»|o(r«— a«-*«)  +  o'(r«— a»— 6«)|, 
Ä„=     r«-(a«  +  6«)(a«  +  6«). 
Ai  =     (r«— 6*)(r»— o«— 6«)  +  a^Xr*— o«-6«), 
Ä,  =— |a(r»— a'«— 6«)  +  o'(r»— a«- 6«)), 
^  =     ab(y*~  ««—  6«)  +  a'b'  (r*—  a*—b*), 
Ä,  =-t6(r»-o'«-6«)  +  6'(r»-a«-6«)), 
^   ^  Jo'  =  ->''tA(r*— o'«-6'«)  +  A'(r»— a«— 6«)1. 
Äo'=     r*-(a»  +  6«)(a'«  +  6«), 
^,'-=     «iCr'-a«— 6«)  +  a'6'(r«— o«— 6«), 
J?,'=-|  oCra  —  a«— 6«)  +  a'(r«-a»— 6«)), 
J,'  =     (r«— a*)(r»— a«-6«)  +  6«(r*— a«— 6«), 
^    Äa'=— |A(r»-o«— *«)  +  6'(r«— a»— 6^1; 

woraus  man  die  RelatioDcn  entnimmt:  • 
(26)  ^^=^,',  Ä,  =  i?tf, 

Maitipiicirt  man,  in  der  Absicht  y  zu  eiiminiren,  die  erste  der 
Gleichungen  (24)  mit  A^'-t-B^^'j,  die  zweite  mit  A^+B^x  und 
sohtrahirt  die  Prodncte,  mnitiplicirt  man  ferner,  in  der  Absicht 
X  m  eiiminiren,  die  erste  Gleichung  in  (24)  mit  Ai'  +  Bi'j,  die 
zweite  mit  Al-^•BlX  uqd  subtrahirt  die  Prodncte  ebenrall«,  so 
ergeben  sich  sofort  zur  Bestimmung  von  x  und  y  folgende  zwei 
Gleichungen : 

I  (Jo+Äox)  (At'  +  Äa'y)  -  (Ao'+B^'j)  (A^ +B^)  \ 

+  { (At  +Ä,x)(^a'+ /?,'y)  -  (Ji'+Ä,'y)  (^,+  Bix)\x=0. 

((4a+ÄoX)(^i'  +  Ä,V)-(4)'+Äo'y)(^i+i?iX)l 

+K^i+i»««)(^i'+i^i'y)-(^'+Ä.'y)(^i+Äix)ly=0; 
Tiiau  xrxrv.  as 


418  Onftrdtuftn    Die  EUtpse  nnd  avptrtel 

wttlohe,  wenn  mftn  dis  in  <ieu  Klaminehi  endMlteneB  Aasdrfickc 
«ntn-ickelU  in  Bcetig  aaf  x  and  j  «rdttet  und  dabei  bcticlcMclh 
tig«t,  dal»  v«nnuge  der  Relationen  ('26) 

B^Bt'-B„'Bt=0,    2?oß,'-Ä<,'ß,=0.    Ä,fii'-A'Ä,=0, 

ist.  in  die  1>eirfen  folgenden  fibergehen: 

I  (A^A^'-  AJA^)  +  (BoA^'-ßiAo')x-i-iA„B^'-A^B^*)y\ 

|(^o^i'-^i  V)+(.^^i'-*i^üOx  +  iAoB,'-AtBo')r\ 

und  setzt  man  endlich  zar  Abkfirzoog: 

(27) 

»=Äo^,'-/?,^o',    B'=Äo-<<,'-fi,^'.   »,=Ä,/4,'-Ä,4'. 
80  geben  die  vorhergebenden  Gleichungen: 

und  man   hat  durch  Sobstitutioo  dieser  Berthe  in  die  Gletchintg 

(I)  *«  +  y«=r« 

als  Gleichung  Af'T  gesuchten  einbfillenden  Kurve: 

oder 

(28)  (il+»x+(£y)«+(Ä'+»'x+€'F)*=r«(J|j+»iX+€iy)« 

Da  diese  Glekhong  in  Besug  auf  die  Gowdioaleii  x  und  y  tob 
I weiten  Grade  ist»  so  schliesst  man  daraus  zanScbst»  das«  die 
gesuchte  einhüllende  Kurve  ein  KegeJschnitt  ist  Da 
weiter  über  die  besondere  Natur  dieses  Kegelschnitts ,  (iber  die 
Richtung  und  Crosse  seiner  Hauptaxen  entscheiden  zu  können,  ist 
die  Berechnung  «ler  «ni^«0,  di,  t,  £f^  u.  b.'w.  betcfichiieteo4S«5s- 
sfeB  nitlebt  der  «Mohuogen  (27)  uod  (2S)  nethwtndis. 


alt  ettMUtende  Kurven  efnes  Spstems  von  Kretuehnen.        410 


§.9.- 

Dorcb  Anwendung  der  Relatioinen  (26)  aof  die  Gleichungen  (27) 
Oberzeu^  man  sieh  mit  Lßichtigkeit,  da«s 

(29)  4  =  r*»i,    4'  =  — r«tf,,    »'  =  -« 

iflt;  man  hat  daher  von  den  neun  Grus8en  il,]S»C,  il^}$^C^  ili>3?i,Ci 
nur  die  sechs  ]9 >(£»(£'»  Üi»  }$i,  <fi  zu  rechnen,  um  sodann  die 
dbrigen  drei  unmittelbar  hinschreiben  zu  bSnnen. 

Die  WeKhe  aus  (25)  in  dem  Ausdruck  Ar  B  hi  (27)  substi- 
tobt  geben  unmittelbar: 

rfUr«— a«)(r»-a«-6'«)+*'«(r»-a2-6^)|(r*-(aM6*)(a''+Ä'*)l 
=— 266V«  (r«  -  ««—6«)  (r^'-a'^  -  6«») 

^(r*-ii*-^fr«6'a(r«— ««— 6«)-^6'«|r*-^(aH»»)(«'*+*'»)r] 
-(r«-o'>-'A«)[f«6«(r»-a'»-6'«)-(r«-ii«)tr*-  (aH6^(«'*+A'*)J]. 

oder  weil 

r«6'*(f*-a«--6«)^6«lr*-(a»+6«K«'*+6'*))=-6'*(«HA^)(r»-a'*-6'*)» 
r«6«(rt— a'^-Ä«)— (r«-a«)lr*-(a*  +  6«)(a^+6'«)| 

=:(,.a_a«-6«)(a«<a'«+6'*)-r*) 
ist  9 

B=(r«-a*-6«)(r«-a'«-6'«)!-266V2+6'«(a«+62)'-ii«(«'a+6'«)4r*|, 

odtr,  wie  man  nun  leicht  findet: 

»=(r»— a*— 6*)(r«--a'a -  6'«) (r*  -  flfl' — 660  fr^+aa'— 66'). 
Ebenso  wird: 

€  =    r«  I  a(r«-a'«-6'«)+a'(r«-  a«-6«)  1 1 6(r»-a'«-6'«)+  6'(r«-.  o«-6«)  | 
-|a6(r«-  a'*— 6'»)  +  a'6'(r«-a«— 6«)||r*--(a«+Ä«)(ii'«+6'«)} 
=:     r*(r«— c«-6*)(r«— a'*— 6'«)(ö6'  +  a'6) 

+  (r2-a*-6«)a^6'[r«(r«-'a*— 6«)-tH-(a*  +  6«)(a'«+6'«)l] 
4.(r«-a«-6'«)<i6[r«(r2— a'«-6'«)  — |r*-(a«+6«)(a'«+6'«)}]. 

oder  weii 

28* 


420  ünf erdinger:    Die  EUtpte  und  ffyper^i 

ist, 

oder  auch : 

€  =  (r«—  fl«—  &«)  (r«  —  a'» — 6'«)  (r«  -  aa'  -  bb')  (ab' + a%. 

Ferner  6ndet  man  : 
=     2«iaV«  (r*  —  a«  -  6«)  (r«  -  c'« — 6'«) 

oder  weil 

ist,  80  wird 

oder  auch,   wie  man  sich  alsbald  überzeugt: 
^/  --  _  ^^^  _  flt«.  ^2)  (,.t_a'*-6'*)  (r«— oa'  -  66')  (r*—  ao'+  66^). 

Wir  gehen  non  über  zur  Berechnung  der  Constanten  4^  >  Bi»  (1* 
Zunächst  erhält  man: 

ili=     i(i^-6«)(i«-a'«--6«)+a'«(r*-a^6«)!Kr«--a«K«*-«'^^ 

—  |a6(r«- a'«— 6'«)  +  a'6'(r*-o«— 6«)|V 
=:=     (r«— a'«— 6'«)«t(r*  — a«)(r*— 6«)— 11^*1 
+  (r«-a«-6«)  (r«-a'«-  6^«)  |  {r«-6«)6'«  +  {r«-^«)a'«— 2«o'6M, 

also  auch 

ü,  =     r«(r*— a«— 6*)  (r«  -  a'«— 6«)* 

=:  (r»_a«-6«)(r«-a'«-6'«)tr«(r«-a'*-6'*)+r*(«'«+6'«Ma«'+*W» 

oder 

ü,  =  (r«  - a«  -  6«)(r»-a'*— 6'«) {r*-(aii' +6*0  V 


aU  einküUende  Jtvrven  eines  Spstems  vom  Kretuehnen,       421 
Ebeoso  ist 

+ 1  b  (j^-a'^  b*^)  +6'(r'-a*-Ä«)  | !  a  A(r«-a'«-6'«)  +a'6'(r«-o«-*«)t 

+  a'  (r«  ^  a*)  —  a'66'  -  abb*  j, 
und,  'Vrie  man  mit  Leichtigkeit  findet: 

»i=— (r«— a«-6*)(r«-a'«-6'«)(r«— aa'  — 660(a+a0. 
Endlich  ist 

€,  =  — {6(r»-a^-6«)  +  6'(r*--a*-6«)H(r«-6*)(r«  — a«-6'«) 
+  ta(r«-  ö'»-6'«)+a'(r*-a«-6«))  ta6(r«-a'«-6'»)+fl'6'(r«-a«-6«)l 

=— (r«-aa-.6«)  (r«-a'a-6'«)  t  b  (r«— o'«-6'«)  +  a'^Ä  +  6'(r*— Ä«) 

oder,  wie  man  sich  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  überzeugt: 

tfi  = — (r«— a«— 6*)  (r«— a'«— ft*«)  (r«— an'  -  bb')  (b + 6'). 

Hiermit  sind  die  sechs  Constanten  V,  ip  (i\  £ii,  Vi,  ii  be- 
rechnet und  wir  haben  mit  RQcksicht  auf  die  Relationen  (29),  indem 
wir  la  besserer  Uebersicht 

ff=(r*— a«— 6*)(r*-  «'«— Ä'«)(r«-'«a'  ^W) 

setzen y  folgende  Znsammenstellung: 

»  =     Ä(r«  +  oa'  -  66') , 
€  =     Ä(o6'  +  a'6), 
Jl'=     Är»(6  +  60, 
(30)  <  »'=— Ä(o6'  +  o'6), 

C  =— Ä(r«— oa'+660. 
Ü,  =      Ä(r«  +  aa'  +  66') . 
»,  =  -Ä(a+a'). 
tf,=-i5r(6  +  6'). 


Jk. 


4/S&  ünferäinger:    Di€  ßtUpie  unä  Bpperäel 


§.  la 

Die  Werthe  der  Constanten  £i,  Ti,  Ü,  ü'^  u.  s.  w.  nr&reD  nun 
in  die  Gleichang  (28)  des  gesachten  einhfiUenden  Kegekchiiittes 
zo  substituiren;  da  aber  diese  Constanten  sUmmtlich  dem  Fador 
H  geroeinschaftlicb  haben »  so  siebt  man,  dass  nach  gescbeli«iier 
Sabstitation  die  genannte  Gleichung  den  Factor  H^  in  beiden 
Theiien  enthalten  u-ird,  durch  welchen  man  also  abkOrzen  kattii. 
Wir  haben  ferner ,  um  der  Rechnung  dieVortheile  einer  symme- 
trischen Darstellung  zu  erhalten ,  bisher  die  Richtung  der  Coat^i- 
oatenaxen  ganz  unabhängig  von  der  Lage  der  beiden  Punkte  imk) 
und  (a'b')  gelassen;  es  ist  jedoch ,  ohne  der  Aligemeinheit  der 
Untersuchung  irgendwie  zu  schaden»  immerhin  erlaubt,  eine  det 
beiden  Axen,  z.  B.  die  Axe  der  o?»  parallel  mit  der  Verbiodoogs- 
,  Ihiie  der  beiden  festen  Punkte  (ab)  und  (a'b')  anzunehmen ;  hier- 
durch  wird  b^s^b'*  Wir  wollen  also  von  nun  an  unter  4»  S»  C 
X i  V ,  (£',  üiv^i»  ^1  dasjenige  verstehen»  was  aus  den  Wer- 
then  in  (30)  wird,  wenn  man  erstens  allenthalben  den  gemieiii- 
schafllicben  Factorr  H  wegifisst,  und  zweitens  6=6'  setzt  Hier 
durch  wird: 

ü  =^^r'^(a  +  a'), 

»=     r^  +  aa'-b^, 

€  =     b(a+a'), 

ü'  =     26r«, 

(31)  <  »'=-.*(a  +  a'), 

<£'=  — (r«-aa'  +  6«), 

ili=     r«  +  aa'-f6«, 

j    »,  =  -(a  +  a'), 

\   «1=^26; 

und  die  Gleichung  des  einhfillenden Kegelschnittes  ist  nach  wie  vor: 

(28)  (il+»x+€y)H(il'+»'*+«'y)«=r«(il,+»,^+(£iy)». 

oder  wenn  man  entwickelt»  in  Bezug  auf  x  und  j  ordnet  und 
dabei  beröcksichtiget»  dass»  wie  man  sich  mittelst  der  Werthe 
aus  (31)  sogleich  überzeugt: 
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M,  flM8  alüo  die  Glieder  in  xj  teraehwinden : 

(32) 
(JI«+i|«-r»JI,»)  +  (il»+il'»'-r»il|»,)2x+(»H»'*-r«»|«)x» 

+  (il€+il'€^-r«ilj€i)2y+(««+€'«-:r«tfi«)y«=:0, 

ivobei  die  constanten  CoefBcienteii  durch  Substitution  aus  den 
Gleichungen  (31)  noch  zu  berechnen  sind.  Um  dieses  auf  dem 
bequemsten  Wege  zu  bewerkstelligen,  d.  h.  um  «m  Scboellslea 
so  den  einfachsten  Formen  zu  gelangen,  welche  diese  Ausdrucke 
annehmen  können ,  verlassen  wir  die  Ordnung  der  Aufeinander- 
folge und  beginnen  mit  dem  Coef6cienteu  von  x^.    Es  ist 

(33) 
»«  +  »«— r»»,«=  (r*  +  aa'  -  &«)«  +  A*(a  +  a')»  -rHa-{^  «')*» 

oder  wenn  man  bezfltrlich  r*  —  6'  die  Eotw  ickelung  des  ersten 
Gliedes  mit  den  beiden  folgenden  ordnet: 

.      (34) 
»•  +  »'•— r»»i*=(r«  -  ^«)«— (a*  +  a'«)  (r««  6«)  +  aV« 

=  (f2  ^  «»  -  6*)  (r*—  a'*— ^«). 

Man  überzeugt  sich  ohne  SchwierigkoU  von  der  Richtigkeit  der 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

(36) 
r*(a+aO*-4Ä«r«+(r«+aii'+*«)*=:(fl-aO*A*-(r»-fl*-Ä*)(r»-«'*-6«), 

4*(a+a')*— 4Äar2 + {t^^aa' + 6«)*=(a-aO«rH(r«-a«-«|)(r«^a«-6«) ; 

denn  aas  unserer  Transformation  von  (33)  auf  (34)  folgt,  dass 

(36) 
(i«+aa'-6«)*  +  bHa  +  a')*— r«(a+aO«  =  (r«— a«~6*)(r«--ii'2— 6«)« 

oder 

(r*  +  aa' + 6*)«— 46«  (r«  +  aa')  +  6«  (a  +  ci')«  -?«(«+ «0^ 
=  (r*-  a«  -  »*)  {i^^^^b^) , 

(r»-^iia'  +  **)*  +  4r«(Äfl'^A»)+Ä«(ö+a')*— »^«+0')* 

=  (r«~- a«—  Ä«)  (|Ä— «^  -  6«) , 
oder 

(r«+aa'+6«)«--46V+6*(«-«0*— r«(ii+o')«=(r«-^a«-6*)(r«-ii'»-^«), 
(r«-ao'+6«)«-46«r«-r«(«-a')HÄ«(o+<f')*=^(r«-a«-6«)(r«-«'«-6«). 
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welche  zwei  Gleichangen  durch  schlichtes  Traosportiren  der  GHe- 
der  oomittelbar  in  die  zu  beweisenden  übergehen.  —  Kraft  dieser 
Gleichungen  (36)  wird: 

tf*  +  «'«— r%«=      (a—a')*r«  +  (r«— a*— 6«)(r«— a'«-6«). 
Ferner  ist; 

—  (6  +  60(«*'  +  «'^)l 
=r«t(a  +  a02*6'  +  (6  +  60  {ab'  +  a'b)  |  =0, 

ütf  +  il'«'-.r«ili«,  =-6ra(a+a')*-26r*(r«-aa'+6«)+2*r«(rHfla'+**) 

=— 6r«{(#i  +  aO*— 4aa')=— 6r»(a— aO*. 

S-  II. 

Die  Gleichung  (32)    der   gesuchten    einhdllenden   Knnre  hit 
also  die  Form: 

(37)  — in  +  llx«  +  2Py  +  «y«  =  0, 

^    wobei  die  Constanten  m»  V^  ))»  A  folgende  Werthe  haben: 
M=     r*{(r«-rt*-6»)(r«-a'*-6«)-(a-a0«6*l, 

(38) : 


«=     (r«—  o«  -  6«)  (r«—  a**—  6«)  +  (a  -  aO*r« 

oder 

in=     r»|»-(a— a0«6*), 

»=     (r»-a«-6«)(r«-a'*-6«), 

(3Ö) 

-^==-61^(0-00«, 


«=     »  +  (a— oO«»*. 

Die  Gleichung  (37)  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  kaon 
endlich  noch  durch  die  Annahmen 


(40) 
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(41)  < 

auf  die  einfachste  Form : 

(*2)  ^  +       Ba~  —  * 

gebracht  werden,  und  unser  letztes  RecbDaagsgeschaft  wird  nun 
darin  bestehen,  die  Grossen  xt,  A^,  B^  unmittelbar  durch  die  Con- 
(tanten  des  Problems,  nämlich  r,  a,  a',  b  auszudrflcicen,  um  als- 
dann unverzüglich  zu  den  aus  unseren  Gleichungen  ableitbaren 
geometrischen  Folgerungen  aberzugehen. 

Aus  den  Gleichungen  (39)  erhält  man: 

niÄ  IS  r«llP  +  (r«— 6«)  (o— o)"»  -  (a  -  o')*&«r«| , 
mithin  ist 

oder,  da  ans  der  Gleichung  (3Q  mit  Rflcksicht  auf  die  Bedeutung 
der  GrSsse  TU 

(,a_  aoZ—A»)«  +4ao'(r»-6«)  +  6*(o  +  oO«— r»(a  +  aO»=». 

(»«— oa'— 660»  +  6«(o— o-)»— r»(o— 00»= ». 

K  4.  (o — aO»  (r»—  6»)  =  (r»—  aa' — 6«)» 

folgt.  t 

|>»  -  aiÄ  =  r»»  (r«  -  ao' — 6»)«. 

Femer  ist 

«=M  +  (a-  oO»r*=  (r*-  aa'—  6«)«+  (a  -  a')«6«. 
und  in  Folge  dessen : 

tf=0, 

(*J)  j 6r«(a— oQ« 

'  '—  (r«— aa'— 6«)»+  (o— aÖ*P' 

(44) 
*  -'^(r»- ao'-6^»+(a-a')»6«' 

'»'=t^u,.-,ji7y'-r(r.!a')«6^T'<^--"''-^'>^^'-"''-*'>- 
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§.  12. 

Da  die  Gleichung  der  gesuehten  einhüllenden  Kurve  vom  iwei* 
ten  Grade  Ist,  so  ist  dieselbe  ein  Kegelschnitt,  wie  wir  bereits 
in  §.  8.  bemerkt  haben.  Die  Form  der  Gleichung  (42)  deutet  tof 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  das  Product 

(45)  (r«— ««— 6«)(r«— a'«— 6«), 

< 

welches  in  (44)  in  dem  Ausdruck  für  B^  erscheint,  das  Vorzei- 
chen -f  oder  — >  hat,  oder  je  nachdem  die  beiden  Factoreo 
r*  —  a* — 4*,  r^—a*^  —  6*  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Der  Punkt  (rt))  ist  der  Mittelpunkt  und  A,  B  sind  die  Halhaxeo 
des  einhüllenden  Kegelschnittes.  —  Ist  gleichzeitig  r'>a*-f6^ 
r«>a'*+6*,  oder  ist  gieieh zeitig  r*<a*  +  6«,  r*<«^  +  ^,  so 
haben  die  beiden  Factoren  in  (45)  gleiche  Vorzeichen.  In  diesen 
Falle  liegen  aber  die  *  beiderl  festen  Punkte  A  und  ß  beide  is- 
gleich  innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  des  gegebeMD 
Kreises.  Ist  hingegen  t^  ^d^-i-b^  und  r^'>'  a*^  +  6*  oder  umge- 
kehrt,  so  haben  die  Factoren  in  (45)  ungleiche  Vorzeichen,  lud 
einer  der  beiden  Punkte  A  und  B  liegt  innerhalb,  der  aodere 
ausserhalb  des  gegebenen  Kreises.  Wir  kunnen  daher  saget: 
Liegen  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  beide  zu- 
gleich innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  def 
gegebenen  Kreises,  so  ist  die  gesuchte  einhüllende 
Kurve  eine  Ellipse;  liegt  einer  dieser  Punkte  inner- 
halb, der  andere  ausserhalb  des  gegebenen  Kreiee«t 
so  ist  die  gesuchte  einhüllende  Kurve  eine  Hyperbel. 
Aus  der  Form  der  Gleichung  (4*2)  erhellet  ferner,  dass  die  Rieb- 
tang der  ersten  *)  Hauptaxe  A  der  gesuchten  einhüllenden  EllipK 
oder  Hyperbel  stets  mit  der.  Richtung  der  Axe  der  x  oder,  was 
dasselbe  Ist,  mit  der  Verbindungslinie  AB  der  beiden  festen 
Punkte  parallel  ist.  Der  Mittelpunkt  der  einhüllenden  EIKpse  oder 
Hyperbel  liegt  stets  in  der  Senkrechten,  welche  man  vom  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  auf  die  Richtung  der  Verbb- 
dungslinie  AB  der  zwei  festen  Punkte  fällen  kann,  weil,  wie  man 
aus  (43)  ersieht,   ti  stets  mit  6  dasselbe  Vorzeichen  hat 


*)  Denn  A  ist  immer  reell,  nnd  fär  deu  Füll,  das«  auch  B  reell  i*t 
iit  wegen 

B«—    "*■  (r«  -««— ^«)(r«— fl'«-Ä«) 
stets  A>B. 
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Beseieime«  wir  för  den  Fall  der  Hyperbel  den  spitzen  Win- 
kel, welchen  eine  der  beiden  Asymptoten  derselben  mit  der  Axe 
der  X  eiDschliesst«  mit  a,  so  ist: 

(    )     tg«       ^      —  y^^_^.  __  j,ja  ^  (a-ö')«6«  ' 

Wir  wollen  non  über  die  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A 
und  B  verschiedene  specielle  Annahmen  machen  und  untersuchen, 
von  welcher  besonderen  Art  die  entsprechende  einhüllende  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist. 


§.  13. 

Sind  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  gleichweit  vom  Mit* 
telpunkte  des  gegebenen  Kreises  entfernt,  so  hat  man  af^^^'^a 
wa  setzen,  die  einbfilletide  Kurve  ist  wegen  der  positiven  Beschaff 
Iraheit  des  Productes  (45),  welches  sich  alsdann  in  ein  voilstän^ 
diges  Quadrat  verwandelt,  stets  eine  Ellipse,  die  iieiden  Psnkfe 
A  üüd  B  mögen   innerhalb  oder  ausserhalb  des  ge^benen  Krei^ 

liegen  und  die  GleichuOgeo  (43)  und  (44)  geben  alsdann: 

x=0. 


(48) 


*  ■"'  (r«+a«— ««)«+4a«A»' 
"~     |(r«  +  a«-6«)«+4a»6«ia 


Ist  in  diesem  Falle  ilberdiess  6=0,  d.  b.  liegen  die  beiden  festen 
Punkte  A  und  B  gleicbweit  vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Krei> 
Ben,  und  gebt  die  Verbiodnngslinie  AB  durch  diesen  Punkt,  so 
(vird  ir=0,  V'=0,  es  fällt  also  der  Mittelpunkt  der  einhüllenden 
Ellipse  mit  dem  letzteren  zusammen,  und  man  hat  ferner: 

(49)  A  =  r,    ß=r^^, 

woraus  man  sieht,  dass  die  grosse  Halbaxe  dem  Radius  dea  ge- 
gebenen Kreises  gleich  ist. 

Setzt   man    in   den    allgemeinen    Gleichungen   (43)    und  (44) 
6=^0,  wodurch  man  voraussetzt,  dass  die  Verbindungslinie  AB 
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der  beiden  festen  Punkte  A  und  B  durch  den  Mittelponkt  des 
gegebenen  Kreises  gebt,  während  sonst  ihre  Lage  willkfirfich  iit, 
so  ergibt  sieb: 

(50) 

(t^  =  0; 

(51)  j  Vd^-a^Xr^-a*«) 


V 


r* — aa' 


so  dass  also  auch  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt  der  eiobfillea- 
den  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  dem  Mittelpunkte  des  gegebeoeik 
Kreises  zusammendlllt  und  die  erste  Hauptaxe  dem  Radius  die- 
ses Kreises  gleich  Ist  Die  Kurve  ist  eine  Ellipse ,  wenn  gleich- 
zeitig r^^a^,  r*^  af^  oder  gleichzeitig  t^^a^^  r*<fl'*  ist,  d.b. 
wenn  A  und  B  beide  gleichzeitig  innerhalb  oder  gleichzeitig  aoa- 
serhalb  des  gegebenen  Kreises  liegen.  Ist  hingegen  r^>  a*  nsd 
i^<^a^  oder  umgekehrt,  so  ist  die  einhQllende  Kurve  eine  Hypeh 
bei.  Diese  letztere  kann  sogar  in  ein  System  zweier  paralleler 
Geraden  übergehen,  wenn  a  und  a'  gleiche  Vorzeichen  habes 
(d.  h.  wenn  A  und  B  beide  auf  derselben  Seite  des  Kreismittel- 
punktes liegen)  und  i^^aa'  ist.  In  der  Tbat  gibt  bierffir  die 
Gleichung  (42)  zur  Bezeichnung  der  einhiillenden  Kurve: 

(51*)  x«  =  r«   oder  x  =  ±r. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (50)  und  (51)  a'=:ODy  womit  man 
voraussetzt,  dass  von  den  zwei  festen  Punkten  A  und  B,  welche 
beide  auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  des  gegebeneo  Krei- 
ses liegen,  der  eine  in  der  Unendlichkeit  liegt,  so  wird: 


(52) 


(53) 


1  jr=0. 

A»= 

=r*, 

B«: 

—         T                n 

1 

a-      ' 


die  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  f'<a* 
oder  r^>  a*,  d.  fa.  je  nachdem  der  Punkt  A  ausserhalb  oder  iooer- 
halb  des  gegebenen  Kreises  liegt. 

Liegen  beide  Punkte  A  und  B  in    unendlicher  Eotfemoiig» 
aber  in  gegebenen  Richtungen,  so  hat  man  a=:oc,  a'=:0D,  ft=oe, 
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-=|,    -->  =  <'  ZQ  setzen,  wo  t  oiid  i'  die  trigonometrischen  Tan- 

genteo  der  Winkel  bezeichnen,  welche  die  gegebenen  festen 
Richtungen  mit  der  Axe  der  x  einschliessen.  Da  anter  dieser 
Voraussetzung 

(r»—ii«'—6>)«~(l +«*)**    '"'8'"^°    (r«_oa'— 6»)*-" 

wird,  wovon  man  sich  leicht  fiberzeugt,  wenn  man  Zähler  und 
Nenner  in  den  ersten  Tbeilen  dieser  Gleichungen  durch  b*  dirt- 
dirt,  so  wird  i)=0  und 

(54)  A»  =  r«  — 


,  ^  «-O«  ' 


welche  Resiritate  man  erhält,  wenn  man  in  den  AusdrOcken  flür 
9  und  A^  Zähler  und  Nenner  vorher  durch  (r'~aa'-^6^)*  dividirt. 
Ferner  geben  die  allgemeinen  Gleichungen  (44): 

A»  _  (r«—  aa' — 6«)«  4.  (q — g^)«  6^ . 

geht  man  hiermit  aof  den  vorliegenden  Fall  über,  indem  man  vor- 
her Zähler  und  Nenner  durch  h^  dividirt,  berficksichtigend,  dass 

T  =  7 ,    TT  =  Ji  ist,   so  findet  man : 
Q       t        o        t 


B*""    (l  +  «*)(l  +  0    "•*' 


die  einhüllende  Kurve  Ist  also  ein  mit  dem  gegebenen  concentri- 
scher  Kreis,  dessen  Radius  durch  die  Gleichung  (54)  bestimmt 
wird.  Bezeichaen  o  und  a'  die  Winkel,  welche  die  gegebenen 
Richtungen  der  Lage  der  beiden  festen  Punkte  A  und  B  mit 
der  x-Axe  einschliessen,  so  ist  nach  dem  oben  Bemerkten  tga=^ 
tga'  =  ^,  und  wenn  o  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  gege- 
benen Richtungen  unter  sich  einschliessen,  so  ist  o>=a — a'  und 

t  —  V 
tg»=stg(o— «')=:  j^^,    folglich: 

1  +  tg«« 
oder 

(55)  At=rCosio, 
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der  Radius  A  des  einböUendeo  Kreises  ist  also  gleich  der  Pro- 
jection  des  Radius  r  des  gegebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  m, 
welchen  die  gegebenen  Richtungen  der  Lage  der  swei  festen 
Punkte  A  und  B  mit  einander  einschllessen. 

Anmerkung. '  Hiermit  ist  das  in  §.1.  aufgestellte  Problem 
nach  der  Methode  der  analjrtischen  Geometrie  gelost,  und  die 
hierbei  gewonnenen  Resultate  geben  auch  die  Mittel  an  die  Uaod, 
den  einer  gegebenen  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A  und  B 
entsprechenden  Kegelschnitt  zu  construiren ;  wir  werden  in  einem 
späteren  Aufsatze  diese  Constructionen»  so  wie  eine  Anweodnog 
derselben  zur  Losung  der  Aufgabe  mittheilen :  In  einen  Kreis 
ein  Dreieck  einzuschreiben,  dessen  drei  Seiten  durch  drei  gege- 
bene Punkte  gehen,  eine  Aufgabe,  welche  durch  die  bedeuteodeo 
Männer  (Pappus,  Castillon,  .Lagrange,  Euler,  Fuss, 
Lexell,  ..••)»  ^>^  ^^^  ™'^  ihrer  Losung  beschäftigten,  so  wie 
nicht  minder  durch  die  einfache  Erledigung,  welche  sie  Ton  dem 
jungen  Neapolitaner  Ottaiano  gefunden  hat,  eine  gewisse  Be* 
rflhmtheit  erlangte.  Nach  unserer  Methode  ergeben  sich  im  All- 
gemeinen zwei  Dreiecke,  welche  den  gegebenen  Bedingnoges 
genögen.  —  Auch  das  Problem  des  Alhazen,  die  Glanzpunkte 
des  Kreises  betreffend,  kann  mittelst  dieser,  ein  Sehneosystem 
des  Kreises  einhüllenden  Kegelschnitte  gelost  werden. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  wir  die  LOsung  des  analoge» 
Problems  von  der  Kugel,  welches  folgendermaassen  laotet: 

Es  sind  im  Räume  drei  feste  Punkte  A^  B^  C  nod 
eine  Kugel  gegeben.  Verbindet  man  diese  drei 
Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte  Jf  der  Kugel, 
•so  werden  diese  Verbindungslinien,  nothigen* 
falls  verlängert,  die  Kuti^eloher  fläche  noch  in  drei 
anderen  Punkten  i4|,  B^  C|  schneiden  und  die 
Lage  der  durch  diese  Punkte  Ai,  Bi ,  Ci  geleg- 
ten Ebene  ist  für  jeden  Punkt  M  der  Kugel  eioe 
bestimmte.  Man  soll  die  krumme  Oberfllcbe 
ermitteln,  welche  diese  Ebene  beschreibt,  wäh- 
rend der  Punkt  M  die  Kugetoberfläehe  l^e- 
schreibt, 

zur  Veröffentlichung  in  dieser  Zeitt^chrift  vorbereiten.  Beide  Pro- 
bleme sind  noch  einer  bedeutenden  Verallgemeinerung  insofeni 
nhig,  als  man  an  die  Stelle  von  Kreis  und  Kugel  eine  beliebige 
Linie  oder  Fläche  der  zweiten  Ordnung  treten  lässt. 
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Die  logarithmische  Linie  als  Cuire  der  rfickidrkenden 
Festigkeit,  nachgewiesen  im  Anlauf  des  Pfeilers,  der 
Saale   und   des   Pyramidalkorpers    mit  quadratischem 

Querschnitt  *) 


Von  dem 


Königlichen  Sections- Ingenieur  Herrn  ti.  Siokar 

%n  Lichten  felft  in  Ober -Franken,   Bayern. 


Der  PfeileraDlaof. 

VoD  einem  Prisma,  dessen  Querschnitt  und  Ansicht  von  oben 
la  Fig.  L  «rsicbtf  ich,  seiea  folgende  Ei^nscbaflen  bekannt  : 

1)  die  Ober-  and  Unterflftche  desselben  «den  horizontal; 

2)  nach  der  rechtseitigen  LSr^genrichtung  sei  dasselbe  von 
einer  senkrechten  Wand  begrenzt; 

3)  die  Länge  desselben  betrage  XSXf  Einen  Fuss,  eben  so 
viel  seine  obere  Breite ,  und  sei  zugleich  Ein  Fuss  f&r  die 
Längeneinheit  angenommen ; 

4)  das  Eigengewicht  der  Prismenmasse  für  Einen  Cubikfoss 
sei  mit  p^  die  reciproke  Festigkeit  derselben  ß2r  Einen 
Qoadratfuss  mit  w  bezeichnet. 

Welches  wird  die  nach  links  den  Querschnitt  des  Prismas  he- 
grenzende  Curve  sein,  wenn  in  jedem  seiner  Horizontalschnitte 
genau  den  Ansprüchen  der  reciproken  Festfgkeit  bezüglich  des 
tiberlagernden  Prismentheiles  genügt  werden  soll ,  das  heisst :  der 
jeweilige  Gesammtzu wachs  an  Breite ,  durch  die  Krümmung  der 
Carve  erzeugt,  und  mit  der  Länge  1.00'  eine  Fläche  bildend, 
mittelst  der  letzteren  hinreichend  sein  soll ,  eben  diesen  Prismen- 
tbeil  sn  trage». 


*)  nie  so  dieaem  Anfiats  gehörende  Figarentafel  •.  auf  Taf.  IV. 
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Diese  BediDgaog  bezeichnet  sich  analytisch,  wem  der  Cmt- 
dinateonullpunkt  bei  A  liegt,  längs  AB  die  AbscisBeD  und  mT 
ihnen  senkrecht  die  Ordinaten  gemessen  werden,  in  der  Glei- 
chung : 


y      v> 


woraus  durch  Integration: 


jr=  —Log.  nat  y 
und 


y-e 


entsteht,  wobei  e  die  Basis  des  natürlichen  LogarithniensysteM 
bezeichnet. 

p.o 
Fflr  a?=0.00'  ist.v=6  •  =1.00', 

fBr  y  =0.00'  ist  ar=  —  Log.  nat.  0  =  —  od. 

Mit  Berücksichtiguilg  der  oben  Terlangten  Eigenschaft  der 
Cnrve  und  dies  gefundenen  Resultates »  dass  ihre  Ordinate  am 
Coordinatennullpunkt  =1.00'  sein  muss,  kennzeichnet  sich  die- 
selbe nun  in  der  Gleichung: 


nun  aber  ist 


/ 


X 

ydx 
-1 

Log.  nat  e^ 


weil  Log. nat. «=li)0  ist,  so  ist  auch: 

fix 


w 

p* 


I     jfix  ist  aber     /  e»  3«— C=  ^-C,  woselbst  C dem  Werft« 


des  FlScbenintegrals  ßlr  x=0  gleich  ist 
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Wird  ferner  betrachtet ,  dass  schon  die  FiSche«  entstandeD 
durch  die  Moltiplicatioo  der  Ordinate  am  Coordinatennnllpunkt 
mit  der  LSoge  des  Prismas  1.00',  ein  über  diesem  ruhendes  Recht* 


eck  Ton  der  Breite  =1.00",  der  H5he  =:-,   der  Länge   =1.00' 
und  dem  Gewicht  Ton  p  ifir  Einen  Cobikfuss  tragen  kann,  so  ist 


C=  —  9    daher  nun : 
P 


f 


sBx 


-1 


9  _!? 

P     P 
w 

»-1 


p 


was  au  beweisen  war. 

Die  Fig.  !•  giebt  dei^  graphischen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  Torhergehenden  Sätze,  und  ist  für  dieses  Beispie!  fo  =  100 
Zentner,  jn  =  1  Zentner  angenommen  worden. 

Die  nachstehende  Tabelle  bedarf  keiner  Erläuterung»  und  er- 
leichtert die  allenfalls  wOnschenswerthe  Bekräftigung  der  gelösten 
Aufgabe  mittelst  eines  Zahlenbeispiels. 


• 

Jeweiliger 

Geaammtsn- 

AbtciMon. 

Ordinaten. 

Ordinatensa- 

waeb«  der 

wacht. 

OrdimiM. 

FmM9€, 

Fu99e. 

F^t—e. 

A(M. 

aooo 

1.000 

10.000 

1.105 

0.106 

0.106 

20.000 

1.221 

0.116 

a221 

30.000 

1.350 

0.129 

0.350 

40.000 

1.492 

0.142 

0.492 

50.000 

1.649 

0.167 

0.64» 

60.000 

1.825 

0.176 

0.825 

70jOOO 

2.014 

0.189 

1.014 

«0.000 

2.226 

0.212 

1.226 

90.000 

2.459 

0.233 

1.459 

100.000 

2.718 

0.269 

1.718 

110.000 

3.004 

0.286 

2.004 

120.000 

3.320 

0.316 

2.320 

130.000 

3.669 

0.349 

2.669 

140.000 

4.056 

0.387 

a056 

150.000 

4.482 

0.426 

3.482 

160.000 

4.953 

a471 

3.953 

170.000 

6.473 

0.520 

4.473 

180.000 

6.050 

a577 

5.060 

1SO.00O 

6.686 

0.636 

6.686 

aoo.000 

7.390 

0.704 

6.390 

TlieU  XXXIY. 
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lugleicfa  ^ie   ^f^xß  iialbe  Brette  eines  jPfeUeirs  l^eseic)iaea»  m 
wird  sieh  aim  der  Gleichung  J7=:—  Log.  nat.^  and  aas  der  vor- 

r 

stehenden  Tabelle  x  ==  140.00'  ergehen.    Ferner  wird : 


j 


'*  ydx  =  (y  - 1)  ~  =  3.056' .  100 = 305.60f 

P 


sein;  der  Vorsprung  bei  j?=  140,00'  ist  aber  auch  y  —  1  =4.066', 
—  l.OOO',  =3.056',  und  kapn  daher  die  FiSche,  welche  a066' 
zur  Breite  and  1.000'  ;iur  Länge  hat,  den  Prismentheii,  dessen 
Länge  ebenfalls  1.00'  und  «Jessen  Schnittfläche  305.609"  ist,  tra 
gen,  wenn,  wie  schon  angenommen,  p=l  Zentner,  tr=100Zeot- 
ner  gesetzt  wird. 

Soll  bei  gegebener  oberer  halber  Pfeilerbreite  and  ebenfidb 
bestimmter  Pfeirerhuhe  die  untere  halbe  Breite  gesucht  werdes, 
so  geschieht  diess  nach  obigem  Verfahren: 

Es  sei  beispielsweise  zur  oberen  halben  Breife  =4.066'  üt 
PfeilerhShe  =:  10.000'  gegeben. 

Aus  a:  =  140.00'  wird  nun  af  =  140.00' +  10.00' =  150.00',  nnd 

bestimmt  sich  y  aus  der  Gleichung  y^=^e^   mit  4.482'. 

Die  Fläche  mit  der  Differenz  4.482' -4.056' =0.426'  zur  Breite 
und  1.00'  zur  Länge  reicht  gerade  hin,  um  den  10.00'  höbe» 
Halhpfeiler  zu  tragen,  so  dass  die  in  der  Flljche  4.0569'  ruhende  rfick- 
wirkende  Festigkeit  hierzu  g«^^  nicht  in  Ai^sprucl)  genommen  wird. 

Der  Säulenanlauf- 

Es  werde  die  Curve  gesucht,  welche  so  geschaffen  ist,  dass, 
wenn  in  Fig.  2.  der  Halbmesser  einer  Sänle  am  Coordinatei* 
nullpankt  il=:1.00'  ist,  und  bezOglich  der  Messung  der  Ordi 
naten  soivohl,  als  der  Abscissen,  so  vfie  hinsichtlich  der 
Grossen  e,  p  und  w  die  beim  Pfeil^ranlauf  gemachten  Vorasa- 
setzungen  Geltung  behaltea,  bei  der  Drehung  der  vop  der  Corre 
begrenzten  Fläche  am  die  Achse  AB^  das  heisst;  dem  hierdnrcb 
erzeugten  Rotationskrirper,  stets  der  jeweilige  ringfSrroige  Zuwacb« 
die  ihn  Qberlagernde  Scheibe,  deren  H5he  =^da;  ist,  tragen  kasi. 
eo  %vie  dann  anch  selhstrerstandlich  der  den  vom  Coordinaten- 
nullpunkt  aus  beginnenden  Gesammtzuwschs  be^efchnende  Bing 
auch  dem  ganseo  zwischen  ihm  und  dieseui  Punkte  heOndlicbeB 
Drehaagsk5rper  M^iderstand  zu  leisten  Ikhig  Isl^ 
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AieM  beiMttbMit  sioh  waiytiadi  wie  folgt : 

dorch  Integration  resultirt  hieraus: 


oder 


a:55— Log,oat.y 


Für  ar=0  ist  y=l,00',  fiir  ysO  ist  ;r=-OD. 

Wird  ntm  das  Resultat»  dass  beimCoordinatenouHpanktysl.OO' 
isty  mit  der  in  Vorbergebeudem  von  der  Curve  geforderten  Eigen- 
schaft verbunden,  so  drOckt  sich  das  in  der  Gleichung: 


n  j      y^x 


w 


aa«,  welcher  Bedingung  aber  auch  durch  die  gefundene  Curve 
GenOge  geleistet  wird»  wenn  in  Betrachtung  kOmmt,  dass  die 
Scheibe  am  Coordinatennullpunkt  schon  einen  Cylinder  von  1.00' 

Halbmesser y  —  fl5he  und  p  Eigeogewicht  Rlr  Einen  Cubikfuss 
tragen  kann. 

Es  ist  nämlich  jetzt : 

w 
FerDer  ergiebt  sich  alsdann: 


»  /      if^x 


436 


r.  Slokar:    Die  logariikmiiehe  Unie 


Es  kann  aach  für  diese  Cnrve  schon  aus  der  graphUchen 
Darstellung  die  tllchtigkeit  der  bethStigten  Analyse  eotDommeo 
werden,  so  wie  Cberdiess»  damit  ein  Beispiel  in  Zahlen  deo  Be- 
weis liefern  kann,  die  nachfolgende  Tabelle  aas  den  Ergebnifsen 
der  entwickelten  Formel  construirt  ist. 


Jeweiliger 

GeMmnl- 

AbiciMeo. 

Ordinaten. 

Ordinatensn- 

OrdiaaleoU' 

wacht. 

wache. 

FUM—, 

Awe. 

Fiut*. 

Auf. 

0,000 

1.000 

20,000 

1.105 

0.105 

0.106 

40,000 

.1.221 

0.116 

0.221 

60,000 

1.350 

0.129 

0.350 

80,000 

1.492 

0.142 

0.492 

-  100,000 

1.649 

0,157 

0.649 

120,000 

1.825 

0.176 

0.825 

140,000 

2.014 

0.189 

L014 

160,000 

•  2.226 

0.212 

1.226 

180,000 

2.459 

0.233 

1.459 

200,000 

2.718 

0.259 

1.718 

220,000 

3.004 

0.286 

2.004 

240,000 

3.320 

0.316 

2.320 

260,000 

3.669 

0.349 

2.669 

280,000 

4.056 

0.387 

3.056 

300,000 

4.482 

0.426 

a482 

320,000 

4.953 

0.471 

3.953 

340,000 

5.470 

0.517 

.      4470 

360,000 

6.050 

0.580 

5.050 

380,000 

6.686 

0.636 

6.686 

400,000 

7.390 

0.704 

6.390 

420,000 

8.160 

0.770 

7.160 

440,000 

9.025 

0.865 

8.025 

460,000 

9.970 

0.945 

8.970 

480,000 

11.050 

1.080 

10.050 

500,000 

12.180 

1.130 

11.180 

GliiebMf 


aiß^  Curte  der  rüeiartrkenden  Fesüpkeit.  4S7 

y = «••  oder  ar  =  —  Log.  nat.  y 

üodeDy  and  zwar  mit  dem  Werthe  von  100.00'. 

Der  Kotationskorper  ohne  den  Ober  dem  Coordinatenullpunkt 
befindlichen  Cylinder  wird  den  Cobas  von  —  (.v* — l)iv= 540,172^ 

ausweisen,  welcher  culiische  Inhalt  durch  Zerlegung  des  Körpers 
in  Scheiben  von  20,00'  Hube  und  mit  Znhilfnahme  obiger  Tabelle 
annähernd  gefunden  wird. 

.  Wie  zum  gegebenen  oberen  Sfiulendurchroesser,  wenn  die 
SSalenhuhe  bestimmt  ist,  sich  der  untere  Darchmesser  berechnet, 
kann  wohl  Obergangen  werden,  da  ganz  dasselbe  Verfahren,  wie 
beim  Pfeileranlaufe,  befolgt  werden  darf,  und  der  Beweis  für  die 
Richtigkeit  desselben  schon  im  Vorhergehenden  enthalten  ist,  da 
ja  bei  einer  Säule  von  1.00'  obc^rem  Halbmesser  und  100,00'  HOhe 
fich  die  Stärke  des  unteren  Halbmessers  mit  1.649'  auswies. 


Der  Anlauf  des  Pyraroidalkorpers  mit  quadratischem 

Querschnitt. 

Wie  In  der  vorhergehenden  Untersuchung  der  Anlauf  der 
Saale  gefunden  worden  ist,  so  werde  jetzt  der  Anlauf  des  Kor- 
pers behandelt,  welcher  zum  Horizontalschnitt  in  jeder  beliebigen 
Hübe  nicht  den  Kreis,  sondern  ein  halbes  Quadrat  hat,  und  sei 
die  jeweilige  Länge  dieses  Quadrates  mit  2y,  dessen  Breite  mit  y 
bezeichnet 

Die  Obrigen  Bezeichnungen  und  Werthe  seien  dieselben  wie 
in  den  beiden  vorhergehenden  Problemen,  und  ist  es  selbstver- 
•tändlich,  dass  von  dem  Körper,  dessen  Querschnitt  ein  halbes 
Quadrat,  auf  denjenigen  geschlossen  werden  darf,  dessen  Schnitt 
das  Doppelte,  das  ganze  Quadrat  ist,  so  dass  der  fOr  das  halbe 
Quadrat,  das  heisst:  für  drei  Seiten  desselben  entzifferte  Anlauf, 
alsdann  das  ganze  nach  allen  vier  Seiten  umgiebt. 

In  der  Figur  3.  ist  dieses  halbe  Quadrat  sowohl ,  als  das 
ganze  ersichtlich.  Die  Bedingnissgleichung  wird  mit  BerOcksich- 
tigang  der  fßr  den  Säulenanlauf  gefundenen  Resultate  sein : 


"^f^^yj^^  y^^ 


u> 


2(^-1)  -p 
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oder  mit  Worten: 

Es  wird  stets  der  Zuwachs  des  am  Coordioatennailpunkt  vor- 
bandenen  halben  2jOO'  langen  und  1.0(K  breiten  Quadrats  deo  gia- 
zen  Pyramidalköfper  von  dem  Coordinatennullpunkt  abwiirta  tra- 
gen mösseo. 

Obige  Gleichung  differenzirt  giebt: 

s 

/O 

nochmals  diferenzirl: 

* 
iwdy  =  2p^Xf 

nun  integrirt: 

Log.  nat.y=j; —    od^r  y  =  e*». 

Also  ist  die  Anlaufscurve  dieselbe  wie  für  die  Säule. 

Es  traten  auch  gans  analoge  Verbältniss*  heafigliek  dei  l■i^ 
gration  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  ein»  Indem  hier  statt  d« 

Cylinders  ein  Reckteckkorper  mit  -  Hohe  und  2.00f  Basb  an 

Coordinatennullpunkt' als  Ton  dem  halben  Quadrat  getragener  Ksr 
per  erscheint 

Dass  aber  die  Einfihruiig  dieses  Verhftltnisses  md  der  Cif 
vengleichuag  in  die  Bedingnissgleicbung  diese  letztere  erMIt 
geht  aus  Folgendem  hervor: 

PI  e! 

"im  .        ^ 

Wird  aber  zwischen  den  Grenzen  Q  und  x  integrirt,  so  ist: 


ais  Curve  der  rückwirkenden  FesiigkelL  43d 

Dieses  Resjiltat,  eingeführt  in  die  ^edingnissgleichiing 


^J    ^yj    }fi^ 


te 

P 
ergiebt : 


•  i(9*- 

-1) 

2(»*- 

P 

te 

•1) 

1 

was  10  beweisen  war. 

Es  werde  bei  einer  Hohe  des  Pyramidalkurpers  von  100.00' 
Sit'  Prdbe  gemacbl  r 

Nach  der  Formel  ist  der  Cubas  desselbeifr  vom  €oordinaten- 
oullpankt  abwSrts 

=  2^^  8yy*^»aa:=y(3^«-l)=:343,80*', 

X  s 

weno  ^=1.649%  was  aus  der  Gleichung  yzzze^^  resultirt«  und 
wird  mittelst  der  berechneten,  auch  hier  giltigen  Stichmaa^se  für 
den  Säulenanlauf  der  in  je  nur  20.00^  Höbe  gezogenen  Ordinaten 

FOr  den*  Fall,  dass  für  die  Längeneinheit  nicht  Ein  Fus#, 
sondern  eine  beliebige  kleinere  Länge  angenommen  wird*  ändert 
sieb  die  (iurve  sowohl  für  den  Pfeiler,  als  diie  beiden  änderen 
tü^  äbVfärts  von  der  Ordinate  l.OO'  nidif  Mi  Woh\  äB^i  auf- 
wärts von  derselben,  indem  dieselbe  Fläche,  welche  vo^'hdt'  durch 

ein  Rechteck  von  l.OO'  Breite  und  -  =  lOO'    Höhe    ausgedrückt 

wnrde,  nunmehr«  wenn  etwa'  beim  Pfeileranlauf  für. die  Längen- 
ebheit  Ein  halber  Foss  genommen  werden  will,  durch  ein  ande- 
res Rechteck  voo  100.00^  Höhe  und  aS'  Breite,  also  mit  60.00«' 
Fläche  und  einen  50.009'  grossen  Flächenabsdhnttt  swfscben  den 
Ordinaten  QJV  nntf  1.00'  ofn^  den  Abscissen  O.O'  oiid  09*81'  aus- 

gedruckt  wird«  welcher  letztere  Werth  aus  der  Formel  x=^    Log.  nät.  y 

Aircb  EHitetinng  von  y  =:  zwei  halben^  Füssen  rr  zwet  Lärrgen- 
«Mieiten  resoltlri 
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Durch  dieses  Ergebniss  ist  aacb  erwieseo ,  dass  y  sie  Noll 
werden  IcaoDy  weil  doch  immer  eine  positive  Grosse  als  LlDgeii- 
eioheit  genommen  werden  moss,  daher  anch  der  Werth  vm 
jr=  — oe  fdr  ^=0  durchaus  begrOndet  erscheint 


Coefficienten  und  independente  Formeln  zur  Berech- 
nung der  combinatorischen  Prodocte. 

Ton 
Herrn  Carl  ff^asmund 

in  Biack-Earth.    Witcontin.    Dane-Conntjr.    (North  Anerica.) 


Beieichnet  man  die  Summe  der  combinatorischen  Prodocte 
der  rten  Klasse  aus  den  Elementen  1,  2,  3....m  für  die  Combi- 
nationen  mit  Wiederholungen  durch  E^  und  für  die  Corobinationen 

ohne  Wiederholungen  durch  (>,  so  lassen  sich,  wie  ich  in  eioea 

frfiheren  kleinen   Aufsatze*)  gezeigt  habe,   aus   den   bekaontas 
Rehtionen : 


•)  ArehiT.  ThI.  \\I.  Nr.  XVIII.  S.  9aa  Der  Herr  VerftiMr 
▼erweist  in  dieeem  Anfiatte  aof  S.  232.  auch  anf  die  Abhandloogei  ^ 
Herrn  Schl&fll  in  ThI.  X.  S.  886.,  ThI.  XII.  S.  58.  In  einem  aa  nick 
ferichtetea  Briefe  aas  Black -Earth  Tom  20.  Noveaiber  1850  betacrt 
er  sehr,  daee  er  die  Seh l&fli 'sehen  Abhandlangen  jetst  nicht  is^ 
einmal  habe  einsehen  kdnnen,  welches  hier  in  bemerken  loh  mck  9k 
Heransgeber  für  Terpflichtet  halte.  Eben  so  sehr  halte  ich  mich  n 
bemerken  Terpflichtet,  dass  Herr  Was m und  mir  schreibt:  „Alls' 
w^9  ich  von  mathematischen  Büchern  nur  Hand  habe,  i«( 
die  TOB  Ihnen  herantgegebene  (ebene,  spbiriache  and  tfki* 
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ir»=mÄJ^j  +  jr»-»  und   (>  =  niC^Zi'^C';^'^ 

duith  Sammining  aritbmetiscber  Reihen  leicht  folgende  Aosdrflcke 
ableiten : 

ir-=(m+l)„ 
A:-=(m+2),+3(m+2)«, 
5'=(m+3)«+10(m+3),  +  16(m  +  3),. 


If-=ÄJ(m+rVn+i^{m  +  r),+«  +  ..,.  +  ÄJ(m  +  r)a, 
nnd 

C-=2(m+l),  +  3(mfl)4, 
C-=6(m+l)«+20(m  + l),+15{m+l)„ 


C-=^J  (m  +  l)r^4  +  ^;(m  +  IHs-l-.. ..  -|-il;(m+ l)sr. 

Diese  bloss  von  r  abhingenden,   mit  B  nnd  ^  beseichneten 
CoelBcienten  lassen  sich  berechnen  nach  den  Formeln: 

B;=JP-(r  +  2),ÄJ, 


Bj=*J-(r  +  OiÄJ-i  +  (r+i%*J-*-....  +  (-.l)«-Hr  +  i)<.iÄJ 


roiditche)  Trigononietrio  and  der  2.  Theil  Ton  F.  Wolff'a 
tlieoretiteli*praktitcher  Zahleolehre.  Dieae  beiden  Bächer 
•nd  niff  deshalb  so  viel  werth ,  weil  sie  in  einem  kleinen  Ranme  so  viel 
titbaltea.  Mein  HnnpUchnti  ist  aber  eine  Sammlnni^  Ton  Bemerknn- 
gta  nnd  Formeln ,  die  ich  mir  gelegentlich  befm  Lesen  mathematischer 
Schriften  anfgeseichnet  habe.^*  Unter  allen  Bedingungen  habe  ich  den 
■it  se  weiter  Ferne  mir  sagesandten  Anfsats  eines  Ton  mir  in  allen 
Bstiehnngen  sehr  hochgeschatsten  Mannes  nnd  Frenndes,  dem  ich  die 
iMnliehstea  Gläckwnnsche  aber  den  Ocean  hinüber  losende,  mit  beson- 
'«er  Froodo  hier  abdracken  lassea.  6. 
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und 

'  Jr  =  C;+*- (r  +  3)i  C;+H  (r  +  3),  CJ, 

oder  noch  bequemer  nach  den  Relationen: 

fiJ+i  =  ,-ÄJ  +  (r+OÄJl.,    und   ^r+»  =  (r+t)(4+^J, 

nach   welchen  die  beigefügten   beiden   Tafeln  I.  «nd  K  fOr  Ae 
ersten  10  Combinationsklassen  berechnet  sind. 

Nachdem  ich  diese  beiden  Tafeln  berechnet  hatte,  habe  id 
noch  gefunden,  dasa  sich  beide  €ombiniitionsarteD'  nach  trgewi 
einer  derselben  berechnen  lassen.  Setzt  man  nämlich  io  der 
Relation  fSr  die  Combinationen  mit  Wiederhohingen - — m  Ar«, 
80  kommt  9 

r r 

r— l 

aus  der  Relation  füt  die  Combinationen  ohne  Wiederholungen  folgt: 

die  Vergleichung  dieser  beiden  Wert^e  fflr  m   leitete  miciif  m^ 
folgenden  Satz: 

Es  ist 

Jf-(«M-i)=:C-   oder    JT»  =6^1+1). 

r  r  TT 

Ich  will  bfoss  zeigen,   dass 

d.  h. 

(-m  +  2)4  +  10(-m  4-  2),  +  15(-m  +  2), 
oder 

(■1+1)4-  10(m+2),  +  16(«+ä), =(km+l)4+20(m+I),  +  lS(»ii+l). 
sei.    Noo  ist 
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(m^fiV^«c=)ii(ifif^4]V|m^fi-f-ff%iiii»^.«-^*...  e(«^  (AtcMvJ.  pi»482.)»* 
also,  wenn  man  m-t-1  für  m,  4  tiBr  r,   1  und  2  für  »  setzt: 

(«+ 1)^=3(111 +  1)4, 

-  IO(ii» +  2)4=-10(m  + 1)4  -  10(m+ 1)„ 

+  I5(m  +3),=r+  r6(m  +  l)«+30(m  +  l)a  +  M(iir+l),; 

«ruraus  sich,    wenn  man  addirty   die  Richtigkeit  der  obigen  Be- 
hauptuDg  ergiebt. 

Matt  er«ieli<  bferans  »cb«n,  iiu»  «ich  der  aNgemeio«  Be#els 
sof  dieselbe  Weise  fiihren  Ifisst'    Th«t  nan  dies,  so  ergebe» sieh 
dabei  nnter  anderen  die  folgenden  Relationen  zwischen  den  mi 
ß  und  A  bezeichneten  CoeflGcienteu : 

Br=±ii-  Ih-i  4  T  («•)«-»  ^^1  ±  («■  +  Di-i  ^r+,T....  +  {r-l)i-i  ^p 
^i=±(«'-  l)wBjT(0<-i  Bl^i±(i-i-  Oi-i  /»^T  ••••  +  (r-l)*-iÄJ; 

wo  die  oberen  Zeichen  zu  nehmen  sind,  wenn  r+t  gierade,   die 
antereo,  wenn  r-t-i  ungerade  ist. 

1.2.3.. ..*=db^Tfi;±5;T-.+Äj, 

Äj+/?;+ i»S+ .... +i»;=i±.#;T2^;j:2*^T2»^j±.. ..  +  2^»^ 
Jj+ J;+^+ ....  +  J;*:±Ä;T2^±2*i^T2«fiJ±....+2'-iÄp 

WO  die  obere»  Z«itben  gettdn»    weiM»  r+l  ^Mide^  di»  MtMtii» 
«tenn  t  '^'l  uogerade  igt 

Nach  Obigem  bat  man  also: 

Ä-=Äj  (m  +  r)r+i  +  i^(m +r),+* + ^{m + r),+, +....+ ÄJ(ii>^i'),r 
=i^(-m),+i  +  i^(- m)r4.«  +  J;(—m)r4, +  ....  + ^(—iii)t, 

and 

(>=i?J(-m-l+r),+i  +  i»;(-«-Hr)H^+Bj(-m-I+r),+,  +  .... 

....+*;(-'««»— 1  + Ohr 
s=4(«+lV4A+ i<i(m+l)H-i  +  /<5(m+l  V+»+  ....+ i<J(m+l)«r. 
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Die  indepeDdeoten  Formeln  bftbe  ich  avf  fotgeade  Art 
eriialteo : 

Bezeiclinet  man  die  ersten  Glieder  der  Igten,  2ten,  Stea»  etc. 
Differenzreihe  für  die  Reihe  0»,  Iv,  Tsf,  39,....  mit  JHit,  AH^, 
JHiy,  etc.  9  80  ist  belcaontlich 

^«Oy=arj^— a:j(a:— I)»+ara(d:— 2)y— jr,(a:— 3)»+.... 

Es  ist 

Setzt  man  f&r  die  beiden  Differenzen  innerhalb  der  Klammero  die 
eiitaprechenden  Reihen,  so  kommt: 

=  Xo^ry—  Xi (ar— l)y  +  a:,(a:— 2)»  ~  a:,(a:— 3)y  + ....  etc., 

wie  behauptet  wurde.  ^ 

Es  ist 

f       1.2.3....  m' 

Aus,  der  so  eben  bewiesenen  Gleichung  folgt,  wenn  manaifdr 
.JT,  m-ff  flir  y  setzt  und  dann  durch  1.2.3.... m  dtvidirt: 

1.2.3....m""'^Vl.2.3....iii/'*"1.2.3..4m— !)• 

Der  obige  Ausdruck  genfigt  also  der  Relation  fOr  die  ComlMt' 
^  tionen  mit  Wiederholungen  und  stimmt  überdies  fiSr  m  =:  1  und  3 
damit  iiberein,  womit  also  der  Satz  erwiesen  ist  Ich  habe  eioe 
Tafel  IIL  der  Differenzen  Rir  y=],  2,  3  bis  10  berechnet  nni 
beigefiSgt. 

Man  hat  also  jetzt  die  independente  Formel: 

'       1.2.3*«..  m 
mom«H^— fiH(m— lyH-t'-f  mt(m— 2)«M^^iiit(m«|-3)«M^+....  eto 

1  •  «.v....  fit 

,Der  Analogie  nach  mflsste   nun  C^=^  «ein    dem    vorigen  Ast* 

drucke,  wenn  man  darin  —  (m-|-l)  ffir  m  setzt.    Zn  ermittelo,  ok 
dies  richtig  ist,  wfirde  noch  -eine  weitere  Dnlersachung  erfordfrt. 
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Mao  bedarf  aber  de««eo  nicht ,  da  die  Coefficienten  B  dorch  die 
K  gegeben  sind ,  ond  die  Coefficienten  A  sich  dorch  die  B  aas- 
drücken lassen.  Ich  habe  auf  diesem  Wege  auch  eine  indepen- 
(kiite  Formel  für  C*"   abgeleitet.      Die   Sache   hat   weiter    keine 

Schwierigkeit  ond  will  ich  desshalb  blos  noch  die  Resultate  an* 
geben.    Es  war: 

Hieraus  findet  man: 

Jj=(-l)r-i/    [Ho(2r+l)r-#(r+t>-i]JP 

i+ [lo(2r+l)r-*(r+t)i-i-li(2r+2)r-/(r+t+l)w]  ÄJj 

|+[2o(2r+l)r-i(r+Ö<-i  -2i(2r+2)r.<(r+i+l)f-i 

+  2,(2r  +  3)r-<(r  +  i  +  2)#-i]iP;>- 


f 


•■..•.'.■■..•.',;.i 

.»-(r-l),(2r+2)r-<(r+»+l)'-M 


+[(r-l)o(2r+l),_<(r+0,_i-(r-] 

+...+(-I)'-Hr-l)r-i(2r+r)r-*(2r+»-l)i_i]Ä> 


Den  radependenten  Ausdruck  für  C^  erhält  man  jedoch  am  leich- 
testen, wenn  man  IT"*  durch  die  Coefficienten  B  anadrfickt,  dann 
nach  Al  ordnet  und  endlich  die  in  Kt^^  if|;~'^etc.  multiplicirteo  Glieder 
tammirt  *).    So  erhält  man : 


*)  Diese  Sommiruogen  laMen  lich   ieirhc   bewerkttelllgen   nach  den 
fefgeoden  Formeln: 


rr(o+r).+(r+lMa+r+l)«+(r+2Mö+H-2)«+....+(r+pMa+r+/i). 

=  (a  +  r)r  (ö  +  r  +  JH  +  l)a+r-^l 
imd 

r,(a  +  r)H— 1  +  (r  +  I)r(a  +  r  +  I).+._i  +  (r+2),(a+r+2)«+.-i+.... 

1  +(x-I)t(a+r+t-3)r(a+r+p+i-2)a+r+*-« 

"•(«— l)s  (fl  +  r  +  2— 4)r(a+r+|>+j— 3)«4.r+«-t  +  -«  «*«., 
die  ich  mir  b«  dieeeoi  Zwecke  abgeleitet  habe. 
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wo  die  oberen  Vorzeichen  zu  nehmep  nind,  wenn  r  ungerade»  die 
anteren,  irenn  r  gerade  ist. 

Schliesslich  will  ich  nur  noch  efwas  anfilhren^  was  ich  bei 
Gelegenheit  bemerkt  habe,  fiezeichoet  man  jdi^  Unionen»  Binio- 
neo»  Ternionen  etc.  ffir  die  Combinationen  ohne  Wiederholungen  mit 
A,B,  Cf  />,  Ey  etc.»  fiQr  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  mit 
a,  b,  c,  d,  e,  etc.,  qnd  die  Summe  der  Isten»  2ten»  3ten,  4ten.M.  Poten- 
zen der  Elemente  mit  Si,  S^,  5^;  S^,  etc.,  wobei  die  Elemente 
ganz  beliebige  sein  kuiinen»  so  bat  man  f&r  die  Combinationen 
ohne  Wiederholungen  dic^  bekannten  Relationen : 

A=zSi  oder  /4=<$i» 

etc.  etc. 

Ffir  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  bestehen  gan^  Shn- 
liehe  Relationen,  nAmlich: 

^=Si  oder   a=:Si, 

die  sich  von  den  vorigen  nur  dadurch  unterscheiden,  da^s  sSmmt- 
liehe  Vorzeichen  positiv  sind;  aus  beiden  ergeben  sich  noch  Rela- 
tionen zwischen  den  Combinationen  mit  und  ohne  Wiederholungen, 
nIaKch: 

B-^Aa  +  b^O, 
C—Ba  +  Ab-c=zO, 

etc. 
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wo  die  oberen  Voneichen  gelten,  wenn  r  angerade,  die  unteren, 
wenn  r  |i^ade  ist,    and  wo 

—  a:5(a:  — 5)3'+....  etc. 
ist. 
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Kubatur  des  Fusspunktenkorpers  eines  Eliipsoides  ^). 

Von 

Herrn  Dr.  Albert  Magener ^ 

Lehrer  der  Mathemnlik  und  Physik  an  der  Realschule  tu  Foaen. 


Wenn  man  von  einem  beliebigen  festen  Punkte,  dem  Pole. 
auf  sämmtlicbe  Tangentialebenen  einer  gegebenen  Fl2che,  der 
Basis,  Senkrechte  föllt,  so  bilden  die  Fusspunkte  derselben 
wiederum  eine  Fläche,  die  Fusspunkten fläche  zu  der  gege- 
benen Basis.  Wir  wollen  den  von  einer  solchen  Fläche  begränz* 
ten  Körper  den  Fusspunktenkörper  der  Basis  in  Bezug  auf 
einen  gegebenen  Pol  nennen,  und  im  Folgenden  erstens  das 
Volumen  desjenigen  FusspunktenkOrpers  bestimmen,  desseo 
Basis  die  Oberfläche  eines  dreiaxigen  Ellipsoides  rst,  m^ 
zweitens  den  geometrischen  Ort  gleicher  Fusspnnkten- 
k5rper  eines  Ellipsoides  aufsuchen. 

1. 

Es  liege  der  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatei^ 
Systems  im  Mittelpunkte  eines  Ellipsoides  mit  den  Halbaxe« 
17,  b,  c,  wo  ii>6>e  sei,   so  ist  die  Gleichung  des  EIRpsoide«: 

(1)  ^+  ^«   +  e«-*' 

also  die  Gleichung  seiner  Tangentialebene: 

a«  ^         Ä«  ^         c«       ^"' 


*)  Dieter  Anfsatz  enthält  eine  zum  Theil  neue  Kotwickeliinir  ftd 
Fortsetzung  des  im  Programm  der  Realschule  zu  Pnseo  Ostern  I8M 
behandelten  Themas. 


L 
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Imitbin  in  Folge  der  Gleicbmig  (l): 

Ferner  «hid  die  Gleichnngen  eines  von  einem  beliebigen  Punkte 
|iP(a,  ^,  y)  auf  die  Tangentialebene  gefüllten  Perpepdikels : 

nun  eine  Beziehung  der  Fusspunkte  aller  dieser  Perpendi- 
kel und  somit  die  Gleichung  der  FusspunktenflSche  zu  erhalten, 
heliminire  man  aus  den  Gleichungen  des  Ellipsoides,  der  Tangen- 
[tiilebene  und  des  Perpendikels  die  Grossen  ^Ti,  yi,  i|,   indem 
mto  die  Gleichung  (2)  erst  mit  a(j:—- o),  dann  mit  b(y — ß),  end- 
lich mit  e(z — y)   multiplizirt.     Man   erhält   dann  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (3)  folgende  Gleichungen: 

(4)         I  ^  {«(«-«)  +y(y-/S)  +  x(t~y)\=b(},-ß). 


j 


^  tar(ar— a)+y(y— /J)  +  z(z-y)|=c(»-y); 
erhebt  man  diese  in's  Quadrat  und  addirt,  so  erhält  man: 

folglich  als  Gleichung  der  gesuchten  Fusspunktenfläche  die 
Gleichung  vierten  Grades : 

(6) 

Führt  man  vermittelst  der  Gleichungen 

a(a?— a)  =  rcos^,    6(y— /3)=r8in^cosif;,     c(2— y)=r8in^8inif; 

Polarcoordlnaten  *)  ein ,  so  erhält  man  folgende  Potargleichung  der 
Fusspunktenfläche : 


*}  Im  eigen tfiehen  Sinne  sind  natürlich  hier  ^,  y,  r  keine 
Polarcoerdinatea ,  was  man  auch  noch  bei  einigen  im  Nacbfolgeadeii 
gebfaochten  Ausdrücken  an  beachten  haben  dürfte.  G. 

30* 
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r« 


__  +  — _ —  + — _ — j,. 

oder: 

.  (7) 
d^b^c'^  —  aa6*c*  co8  ^ — ßaHc'^  sin  ^  cos  ^ — yd^b'^c  sio  ^sin  ^ 


6*c*co8«^  +  a«c«  8111  «^co8*i^  +  a«6«8in«^8in  V 


2. 

Wir  gehen  nun  zur  Bestimmung  des  Volumens  des  von  die- 
ser FiSche  eingeschlossenen  Fusspunktenkurpers  fiber  and  b^ 
zeichnen  das  zum  Pole  P(a,  ß,  y)  gehörige  Volumen  desselbeo 
mit  f^(ct,ß,y).  Bekanntlich  verwandelt  sich  das  dreifache  hte- 
gral  fffdxdydz  durch  EinflShrung  der  Polarcoordinateo 

x^zArco^^^    y^zBr sind' QOByp 9    z=0*sin^8in^ 

in  das  Integral  Aß CJJfr^ sin  ddd4'^dr;  mithin  erhalten  wir  ^ 
Volumen  des  Fusspunktenkurpers: 

l\a,ß,y)^-^  j     J        I       r»sin {^dM^dr 

0  0  0 

oder 
(8)  F(«.  ß,  y)  =5^  y  "y  ^'^  ^sinMM^, 

0         o 

wenn  man  die  Integration  nach  r  ausführt 

Entwickelt  man  den  Werth  von  r'»  so  wird  V{(Dt,  ß,  y)  gleich 
einer  Summe  von  zwanzig  Integralen,  die  nach  &  zwischen  dei 
Gränzen  0  und  n  und  nach  i^  zwischen  0  und  2n  zu  nehmen  siod 
und  alle  einen  gemeinsamen  Nenner  haben.  Alle  diese  Integrale 
verschwinden   aber  bis  auf  vier.     Es    ist   nämlich    das  Integral 

8in*«"+'t/;cos"^<£'^=ü;  denn  die  Elemente  des  ersten  Qua- 

dranten  werden  von  denen  des  vierten  und  die  des  zweiten  Qvft- 
dranten  von  denen  des  dritten  aufgehoben ,  weil  in  ihnen  dtr 
Faktor  sin^^^+^tf;  stets  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  der  Fak- 
tor cos"^  aber  dem  Vorzeichen  und  der  Grosse  nach  stets  gieidi 

cos^'^^'^s\n^dip'=^0,  weil  die  Elc- 
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nente  des  ersten  und  vierten  Quadranten  von  den  entsprechen- 
den  Elementen  des  zweiten  und  dritten  aufgehoben  vierden;  end- 
lich ist  auch    /      cos^^^8in"Oi^=0,  weil  d|e  Elemente  des 

0 

ersten  und  zweiten  Quadranten  des  Faktors  cos^*H-id  wegen  gleiche» 
aber  entgegengesetzte  Werthe  haben. 

Nun  haben  alle  jene  Doppelintegrale,  mit  Ausnahme  von  vie- 
ren. In  ihrem  Zähler  einen  verschwindenden  Faktor  von  einer  der 
erwähnten  drei  Formen,  die  Werthe  des  Nenners  sind  aber  in 
den  einander  entsprechenden  Elementen  der  verschiedenen  Qua- 
dranten dem  Vorzeichen  und  der  Grösse  nach  gleich ,  weil  sie  aus 
einer  Summe  von  Quadraten  bestehen;  mithin  verschwinden  alle 
jene  Integrale,  wenn  man  in  passender  Weise  entweder  erst  nach 
^  und  dann  nach  ^,  oder  erst  nach  O  und  dann  nach  t/;  zwischen 
den  angegebenen  GrSnzen  integrirt. 

Mao  erhält  somit: 

,       p^    x>,;,4U*6V+3aV6«c«cos«d+3i3«a«6Msin^co8«i^j 

ZiAcJ     J       \ +  3y«o<>AMsin«^sln*ij;  1  sin  &MdA^  S 

«        «  (6«c*cos«d-fii«c«sin«^cos«V;  +  a«6*sin«^sin«tf;l»  ' 

oder,    wenn  wir  die  vier  Integrale,   aus  welchen    F(cr,  /3,  /)  be- 
steht, mit  Fo,  Vay  Vß,  Vy  bezeichnen  und 

cos*^     sin*dcos^      sin*^sin*if;      -^ 


setzen : 


(9) 

7t 


^^-ZabcJ    J 


stn^dMilf 


O  0 


n         n 


_  8a«      /*•   /*•  cos«dsin^d^rfi|; 


rr 


K(«,^,y)  = 


a^bc  J     J  Ä» 

o        o 

n         n 

Bin^^coahffd^ditf 


*n^s.rr'- 


O  0 

n  '       n 


.17      ^     /*•    P^  8\o^6in^if4Mif 

0  0    • 
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Die  vier  Integrale    Fq,  Va,  Vß,  Vy  laeaen  sieb   vermUlelct 
einer  einslgen  Integration  darstellen.    Differentiirt  man  nln- 

lieh   -Tn^  partieM  nach  a,  b,  c,  so  erhält  man: 

^^  =  1 äi sln«<^co8>=^.-^-, 

siD*^8in*t^  ^=  T  •  — g ' 

Beriickfiichtigt  man  dies^  so  erhfilt  man: 


(> 


«    ^'=^//#- 


aioMOif^* 


Fahrt  man  die  auf  a^  b\  c  bezfiglichen  partieHen  Differentiationeo 
erst  nach  vollzogener  Integration  ans,  so  kommt  es  oor  darauf 
an,  den  Wertb  des  Integrals 


C 


n         n 


-rr  - 


R» 

0  o 


zu  ermitteln.    Daraus  ergiebt  sich  dann  auch  der  Werth  Rlr  K^,  da 
ist,  durch  blosse  Addition: 

und  somit  wird : 

(12) 

,r/  o  X      2  .  ,ac.  .,ac.  -SC,.  2  ,  ,  öc.„.ac.  ,  ac 
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«  Aus  diesem  Werthe  fär  V(a,  ß,  y)  und  der  Formel  (9)  lassen 
sich  die  roeisteo  der  später  (in  Nq.  4. ,  5.  und  6.)  aufgestellten 
SStze  herleiten. 


3. 

Bevor  wir  jedoch  su  diesen  Sätzen  übergehen,  wollen  «vir  den 
Werth  von   Via^  ß^  y)  entwickeln.     Das  Integral 


'•=r/ 


«  sin  M^dilf 


o        o 


ist  dasselbe,  auf  welches  C.  G.  J.  Jacob i  *)  die  Oberfläche  eines 
Ellipsoides    mit    den  Halbaxen    "*   X»   "    ^urOckgefBhrt  hat. 

Zur  Transformation  desselben  setze  man  nach  Jacobi: 

Vjcos*^     sin^l  ^  cesd 

cos^      8in*^  >      VI  1  —  *2 sin «d  I  _  z/(^ 


vt%-+ 


wo    it*= 


"i 9  Ist,   dann  wird: 

ar  —  c^ 

asiud  -^  acosddt 

Vfl«^c«  Va*-1* 


mitfiin : 


ab*c*  cos  ddödilf 


V^fl*  -  c*  \b^  COS  *asin  V + ^^(i)  oos  *^]«' 


Da  nun  (üt  ^^0  cosdr=-  und  fQr  ^=o    cosd  =  l    und    d  =  0 

wird ,  so  ist  In  Bezug  auf  6  zwischen  arc  cos  -  nnd  0  zu  iiitegri- 
ren,  und  man  erhält: 


C= 


a6M        r^  C^ cos  Mddjf 

V^t^  J     J      1 6*cos*<J8in«VHhc*5*(5)co8»i|;|«/ 


0         o 


*)  Jacobi,  De  transforiiiHlione  et  lieterniination«  inte'gra 
lium  daplicittm.    Crelle*i  Journal  Bd.  X. 
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Führt  man  die  lotegratlon  nach  ^  zwischen  0  und  ^  aas,  so  er- 
hält man,  da 


o 


nij_        1 
mit'     um' 


ist. 


O  0 


Dieser  Aasdruck  lässt  sich  auf  elliptische  Integrale  reduciren  mid 
erhält  dann  folgenden  Werth: 

C=^^|siD«*JB(*,  d)  +  cos««F(it,  d)}+ J6M 
oder 

(13)       C  =  -^==Ua«-c*)JB(*.  ^+c»PXA,Ä)|+J*V, 
oder  auch: 


a«6«c«S 
C= 


8 
wenn  Sf  ~»  7»  -j  die  Oberfläche  eines  Eilipsoides  mit  denHafl»- 

axen  -t  t»  -    bedeutet. 
a    o    c 

Differentiirt  man  nun  C  partiell  nach  a,  b  and  c  und  berfick* 
sichtigty  dass  die  elliptischen  Integrale  F(ktS)  und  E(k,S)i  die 
wir  der  Kfirie  wegen  mit  F  und  E  bezeichnen  wollen»  als  Fank* 
tionen  von  k  und  d,  die  GrOssen  a,  b,  c  implictte  enthalten,  m 
erhalten  wir,   wenn  wir  k^-t-W^^l  setzen: 

?^-l|£     Fl 

3o  ~(o*— 6*)*(o«— c»)l' 

dk  _     6 

56  -~(a»— 6«)Ho»— c«)»' 

dk  _  («I«— fe«)lc . 
Sc  ~  (o»— c*)l  ' 


eint»  BUipttIde».  457 

mithin :  * 

dk  aa-(a«-6«)(o«-c») '*'""' 

* 

%Fdk        aE  0(6«— c«)F  c 


dk  da~a*- b*     (o» - 6«) (o«  — c")      6 (a«  —  c«)J ' 

a£aii_      feg        bF 

dk  db a»-6«''"a»-6»' 

dk  db  ~     (o*—b*)  (*»— c«)  "*■  o»— 6*  +  (6«-  c*)« ' 
d£  dk        cE  cF 


aASc~o«-c»~a*-c»' 

dFdk        cE  cF  (a«— ««)c» 


8Aac~6»— c«     a«-c«     a6(6«— c«)(a«-c«)*' 
Ferner  ist: 

dEd8_    d8___bc__ 
di  gä~'^ao~o«(o«— c^t' 

aFM_  a«  _      c 

5?  aa ~ 2Sä ~ 6 (a» — c»)!' 

ajBa«   -   ara«   „   .  aa    - .  ^ 
a£;8«_         b 

'Sdde~~a(a*—ti*)i' 

dFd8_     o__ 

di  Sc~""6(o«— c«)*" 

Setsen  wir  diese  Wertbe  ein,  so  erhalten  «vir  die  partiellen  Dif- 
ferentialqnotienten  von  C  nach  a,  b,  e  wie  folgt: 

(14) 

aC     «oc  »6c„  .      6*    ,  .  r  ,     ^  (a*-c«)6«     ,        E 

3f  =  "4"  I  ä  t'  +  Äi=^  +  [°  -  <^-  (a»_ct)(ft*_c«)]  y  ^,_^ 

dC     nab)be„        e*    ,  .  ,  .      .  .      c«     ,      £      .    2c«F  ( 
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Substituiren  wir  nun  die  fSr    ä~  >  "^  '   a~  gefundenea  Wertke  id 
Formel  (12),  so  ergiebt  sich  das  Volumeo  des  Fusspuoktenkorpers : 

(15)  V{a.  ß,  y) 

E         .  .      a*Ä« ,      F     j 


4. 

Die  in  Formel  (9)    aufgestellten  Ausdrucke  för    Va.  Vf,  y 
bleiben  stets  positiv,  da  die  Elemente  der  in  ibnen  vorkommeD* 

den  Doppelintegrale  innerhalb   der  gegebenen  Gränzen  0  und  ^ 

für  alle  Wertbe  von  ^  und  <p  einen  positiven  Werth  bebalten. 
Daraus  ergiebt  sich  erstens»  dass  der  Fasspuiiktenk5rper  F(a,  ß,  i) 
ein  Minimum  wird,  wenn  Va*  Vß$  Vy  verschwinden,  und  xwm- 
tens,  dass  die  in  Va,  Vß,  Fy  enthaltenen  Faktoren  von  a*,ß^,f* 
wie  sie  in  den  Formeln  (12)  und  (15)  vorkommen ,  ebenfalls  sUii 
positiv  bleiben  müssen.  Bezeichnen  wir  diese  positiven  Fakt»- 
reu  mit  Iß,  if  *,  iV^  und  mit  D^  eine  beliebige  positive  CoBstaotei 
und  setzen : 


(16) 


oder 


80  behilt 


I 
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F(«,  /J,  y)=  Fo+a«£H^Ä»  +  r*^* 

Keinen  Werth,  8o  lance  die  Gleichungen  (16)  erfiillt  werden,  und 
wir  erhalten  folgende  Sätze: 

1.  Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P(a,ß,y) 
aol  alle  Tangentialebenen  eines  dreiaxigen  Ellipsoi- 
des  Senkrechte,  so  ist  das  Volumen  V{ci^ß,y)  des  von 
der  erzeugten  Fläche  eingeschlossenen  Fusspunkten- 
kurpers  gleich  der  Summe  von  vier  Körpern  Vo+  Va 
+  Fß+V'/9  deren  Inhalt  nach  Formel  (16)  durch  ellip- 
tische Integrale  erster  und  zweiter  Gattaag  aiisge- 
drOckt  werden  kann. 

2.  Liegt  der  Pol  P(a,ß,y)  im  Mittelpunkte  des  El- 
lipsoidesy  so  ist  der  zugehörige  Fusspunktenkurper 
Fq  cid  Minimum*). 

3.  Liegen  die  Pole  P(a, /?, /)  auf  der  Oberfläche 
eines  dreiaxigen,  dem  gegebenen  Ellipsolde  eonceo- 
trischen  Ellipsoides,  welches  durch  die  Gleichung 

ausgedrückt  wird,  so  sind  die  zugehörigen  Fusspunk- 
tenkOrper    V(a,ß,y)   einander  gleich. 

Ist  ferner  die  Gleichung  eines  beliebigen  zweiten  Ortsei- 
lipsoides 

80  verhält  sich 


*)  Den  in  Formel  (15)  fär  Yq  entwickelten  Werth  hat  Tortolini 
in  Creile*«  Jaarnsl  Bd.  31.  in  der  Abhandlang  :  Nuove  applicationi 
4«!  Calc«lo  Integrale  relative  alla  Qnadratnra  delle  enper- 
ficie  eurve  e  ciibatnra  de  solid!  gegeben.  Die  durch  die  Giei- 
chung  (a;*-fy*-|-9*)'=^A*^*-h^^^'-f  ^*3*  ausgedruckte  Fläche  ist  be- 
kanntlich die  Fläche  der  optischen  Elasticität,  welche  Fresnei 
ia  seinen  Untersocbongen  über  doppelte  Strahlenbrechung  der  Construc- 
tion  der  ebenen  Wellen  ku  Grunde  gelegt  hat.  Man  kann  dieselbe  auch, 
wie  Plocker  (Diseussion  de  la  forme  g^n^raie  des  ondes  lu- 
aineases.  CrelleU  Journal.  Bd.  19.)  nachgewiesen  hat,  ai*s  dem 
Eilipsoide,  dessen  Axen  die  recipruken  Werthe  der  gleichgerich- 
teten Axen  des  hier  xu  Grunde  gelegten  Ellipsoides  «ind ,  entstehen  lassen. 


I 
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D  D   D      Dl   Dl   Dl 
L'  M'JS'^  L'  M'  N' 

folglich  sind  die  Hauptaxen  je  zweier  Ortsellipsoide  pro- 
portionirt  und  wir  erhalten  den  Satz: 

4.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleicher 
Fusspunktenkurper  sind  einander  ähnliche,  concen- 
trische  Ellipsoide. 

Dass  das  Ortsellipsoid  dem  gegebenen  Ellipsoide  Im  Allge- 
meinen nicht  ähnlich  ist,    ergiebt  sich  leicht  aus  Formel  (15). 

Setzt  man  a= ^nce,  /3=±ii6,  y= jittc,  so  erhält  man  oacb 
Formel  (12) : 

(17) 
V(na,  nb,  nc)  ==  F©  +  3n*Fo,   also  Via^  6,  c)=4  Fo  o.  s.  w. 

Daraus  folgen  die  Sätze: 

5.  Liegen  die  Pole  der  Fusspunktenkorper  in  den 
vier  Geraden,  deren  Gleichungen  a=J:Ra,  ß^±nb, 
y=±9tc  sindy  so  sind  die  Volumina  V{na,nb,nc)  gleich 
dem  (3n*-f  l)fachen  Volumen  des  MinimumkOrpers  Fo* 

Da  die  ganze  Schaar  der  Ortsellipsoide  alle  Punkte 
dieser  vier  Geraden  durchschneidet,  so  ist  jeder  Fuss- 
punktenkorper V(a,ß,y)  gleich  (3ii*-hl)Fo,  wo  n  sich 
aus  der  Gleichung  (16)  des  Ortselllpsoides  bestim- 
men  lässt 

Der  Werth  V(a,ß,y)  erscheint  unter  einfacherer  Form, 
wenn  man  a=^ß==y  setzt.  Da  nämlich  Ceine  homogene  Funk- 
tion vierten  Grades  ist  *) ,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Satze :  ,,Wenn 


♦)  D..  lougr.,  0=^  Y  '  ""**"^ 


0       0        \    a*    **"        ö*        ■*"        e*       I 

ist  iir  Betng  aaf  a,  ö^  C  ■ymmetritch ,    denn  et  behält  telnen  Werth, 

wenn  man  darin  a^  d,  C  oder,    was  daeaelbe  Besnitat  giebt,    die  Grl** 

«en  cos^,  tin^cos^,   sin^einyr   mit   einander    vertanacht.     SeUt  du 

ö  c 

nämlich  nach  Jacob!  I.  c.  ~tg^  oder  -tg^  für  Ig  ^  ein,  to  erhält  min, 

während  ■owobl  die  Gränxen  des  Integrals,  als  auch  sein  Werth  aarer- 
ändert  bleiben,  dieselben  Transformationen,  als  wenn  man  ä  oder  C  oiit 
a.  ▼erlauscht. 
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man  die  partiellen  abgeleiteten  Fonktionen  nten  Grades  durch  die 
VerSnderliche,  worauf  sie  sich  beziehen,  mnltiplizirt,  eo  ist  die 
Summe  dieser  Prodnete  gleich  der  itfachen  Funktion''  die  Glei- 
chung : 

(18)       «aT  +  %  +  ^öF=^^- 2 • 

welche  man  auch  direkt  aus  Formel  (14)  hätte  herleiten  k<}unen. 
Hithin  erhalten  wir  nach  Formel  (12): 

(19)  V(a,  «,  a)=  Vo  +  a^abcs(^ '  V  l) 

Die  vier  durch  die  Gleichungen  j:a=db/3=dby  ausgedrfickten 
Geraden  kana  man  als  die  vier  Diagonalen  des  Würfels  an- 
sehen» welcher  mit  dem  gegebenen  Ellipsoide  denselben  Mit- 
telpunkt hat  und  dessen  Kauten  den  Hauptaxen  desselben  paral- 
lel sind.  Wir  wollen  sie  die  Diagonalen  des  dem  gegebenen 
Ellipsoide  concentrischen  Würfels  nennen.  Dann  ergiebt 
sich  aus  der  letzten  Formel  folgender  Satz: 

Liegt  der  Pol  P(a,a,a)  eines  Fusspunktenkurpers 
¥(0,0,0)  in  einer  der  Diagonalen  des  concentrischen 
Wtirfels,  so  ist  derselbe  gleich  dem  MinimumkOrper 
Vq  plus  dem  Körper»  welcher  entsteht,  wenn  man  die 
Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  reciproken  Axen 
mit  a^abc  multiplizirt.  Die  Zuwachse  dieser  Fusspunk- 
tenkurper  stehen  im  Verhältniss  von  o*»  oder  auch  im 
Verbältniss  der  Quadrate  der  Entfernungen  des  Pols 
vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Ellipsoides. 

In  dem  besonderen  Falle  nun»  in  welchem  die  Halbaxen  des 

gegebenen  Ellipsoides  d^r  Gleichung  ac  =  6^  genfigen»  wird  nach 

Formel  (13): 

(20) 

2a^n  b 

F(«. «. «)  =  Fo  + -j- 1  cH  ^7==p  [  (««  -  O)  E(A. «) + c«fT*. «)  ]  I 

•der 

F(«,  «,«)=Po  +  jS(a.  y/Hc.c)*), 


*)  Hieraat  ergiebt  sich  nach  Formel  (19)  switchen  den  Oberflachen 
S{a,  Vac,  C)  und  sf-,    —=,    -  J    die  Relation: 

Sia,^äc.c)  =  a*c*sQ,   -L,   c). 
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Bezeichnen  nir  hier  das  siun  Pol  P(ft,  ß^  y)  gebSrige  VohiMii 
mit  F«       ,    80  wird: 

(a,/?,y)  a  ß         y 

Die  Werthe   F"  und  F*  ergeben  sich  aus  Formel  (15)  fiir  6cf : 
Daraus  folgt: 


^»  .  C2) 


(22)  F«  =  ^  +  -^  S(fl.  a.  b), 

da  die  Oberfläche  eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoldes  ait 
den  Halbaxen  a  >  6 

S(a,  a,  6)=  Ji;j2a«+  -7===/. ./.  _  \ 

ist. 

Um  F"  zu  finden,  muss  man,  da  Formel  (14),  des  verschwin- 
ß   ' 
denden   Nenners  6«— c«  wegen,   nicht  angewandt  werden  kioD, 

zum  Werthe  von  C  in  Formel  (13)  zurückgehen.    Bezeichnen  wb 

nun  mit  Casc  den  Werth  von  C,  den  es  fBr  6=c  annimmt,  und 

mit  l^j        den  partiellen  Differentialquotienten  von  C  nach  b, 

wenn  in  ihm  nach   vollzogener  Differentiation  6  =  c  gesetzt  wirdt 
so  erglebt  sich: 

folglich : 

86        4(a«-6«)'  2V^a»— A»    «_V^Z4»      , 

Da  nun   C  in  Bezug  auf  6  uiid  c  symmetrisch  ist,   so  ist  nach 
Note  2. : 

folglich : 


oder 

V 

ß 

ß    -* 

mUhin ,    da 

F«=F«  ist: 

tf Aif5  EiUp$0idet. 


a6Vö6A 
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4a«6«-36«,  o+Va«  — 6« 


(«,/». y) 


(23) 

K  36*         o+Vö«— 6* 

«'       ^        ^2V^a»-6»    o— Vd«^6* 

Formel  (22)  giebt  den  SatE: 

Der  Fasspabktenkorper  F«,  dessen  Pol  im  Mittel- 

panlcte  eines  verlängerten  Rotations-Ellipsoides  mit 
den  Halbazen  a>6  liegt,  ist  gleich  dem  vierten  Tbeile 
einer  Kugel  mit  der  grossen  Halbaze  des  Ellipsoides 
als  Radius  plus  dem   Körper,  welcher  durch  Multipli- 


cation  von 


mit  der  Oberfläche  eines  abgeplatte- 


ten Rotationsellipsoides  mit  denselben  Azen  entsteht. 
Nach  der  Formel  (17)  ergiebt  sich  aus  Formel  (22): 


(24) 


F»        =z4F«=l^-  +  -S(ii.a,6). 

(a,*,*)  o  ö  a 


Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  in  einem  verlängerten  Rotationsellipsoide  als 
Basis  die  Coordinaten  des  Pols  gleich  den  Halbazen 
der  Basis,  so  ist  der  Fusspunktenkurper  gleich  einer 
Kugel,  deren  Radius  gleich  der  grossen  Halbaze  der 
Basis  ist,  plus  dem  Körper,   der  durch  M ultiplicatidn 

von  —   mit   der  Oberfläche  .eines  abgeplatteten  Rota- 
a 

tionsellipsoides  mit   denselben  Azen'entsteht. 

Theil  XICXIV.  81 
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Die  den  Werthen  L,  M,  N^  D  entsprecheoden  GrSaeo 
L\  im,  2V«,  Z>s  sind  auch  fSr  das  RoUtionsellipsoid  als  Bans 

n        a         a         a 

stets  positiv  9  und  da  hier  lU*  =  N*  ist  and  F«        seinen  Wertli 

80  lange  behält,  als  die  Gleichung  a*L*-f  (/3*-|-/<)M*=Z>*  eHiiltt 

wird,  80  ergiebt  sich  der  Satx: 

Ist  die  Basis  ein  verlfingertes  RotatioDsellip^oid, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss* 
punktenkurper  ein  verlängertes,  concentrisches  Roti- 
tionsellipsoid,  dessen  Axen  sich  dorch  die  Fornel 
(23)  bestimmen  lassen. 

Setzt  man  |3*  +  y*=^*,   so   behält    F«        seinen  Wertb,  so 

lauge  ^^  unverändert  bleibt    Daraus  folgt  der  Satz: 

Liegen  ffir  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid  ils 
Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  Cylinders. 
dessen  Aze  mit  der  Aze  der  Basis  zusammenfällt,  s(f 
stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkurper  im  Ver- 
hältniss  von  a^;  mithin  sind  die  Fusspunktenkorper, 
deren  Pole  auf  derselben  Cylinderoberfläche  liegen  md 
gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  einander 
gleich.  Bleibt  a  unverändert,  während  q  sich  ändert, 
so  stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkurper  in 
Verhältniss  von  gl*. 

Verlegt  man  ferner  den  Pol  P(a,  ß,  y)  in  den  Brennpunkt 
der  grossen  Aze,  setzt  also  «*=:a*  — 6*  und  ^=y=:0,  so  wird 
das  zugehörige  Volumen: 


(i6)     F«  = 


!liO  s-Q  ...       36^       ^  a-|-\^fl«-6«  ; 
6*       ^  2V^a*-6*    a-VoäHAi 


iü^n 


/  1  «.  A4  ^  I  4/  -«_A«    (  ^ 


I 


Hieraus  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid» 
50  ist  der  Fusspunktenkurper,  dessen  Pol  im  Brenn- 
punkte der  grossen  Aze  desselben  liegt,  gleich  einer 
Kugel  mit  der  grossen  Halbaze  als  Radius. 

Setzt  man  endlich   a  =  ß=iy,   so  folgt: 
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also 


0'       ^         ^2V^-6»    o-Va»-6« 
F«       =  


a« 


(26)  F-      =F-  +  ^S(a,a.6)*) 

(0,«,«)       0        a 


.      =J^'  + W_S(a,a,6). 


'^        -   ^ 

Hitbin  erhalten  wir  den  Sat2: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
Solist  der  FusspHnktenkurpef,  dessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  concentrischen  Würfels  liegt»  gleich 
dem  Mioiroamkörper  plus  dem  KGrper,  welcher  ent- 
steht,   wenn   man   die   Oberfläche   de^    abgeplatteten 

Rotatlonsellipsoides  mit  denselben  Axen  dorch  —  roul 

*  o 

tiplicirt;   oder  gleich  dem  vierten  Theile  einet  Kugel 

alt  der  grossen  Halbaxe  der   Basis  als  Radios    plus 

•  -+(0" 

dem  Körper,  der  durch  Multiplication  von mit 

der  Oberfläche  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoid 
des  mit  denselben  Axen  entsteht. 


6. 

Wählt  man  zur  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationselliptsoid 
mit  den  Axen  2a<2c,  so  erhalten  wir  den  vorigen  analoge  Sätze. 
Die  Gleichung  der  Fusspunktenfläche  geht  fOr  einen  Pol  P(a,  ß,  /), 
wenn  ar=:6  gesetzt  wird,  fiber  in: 


*)  Hierao«  folgt  nach  Formel  (19)  die  Relatioo  zwitcheii  den  Ober- 
fliehen der  RotntionseUiptoide  t 


5(fl.«,»)a=«.*.»Q,    i.    J)- 
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ferner  wird 

a* — c*  f         a*-^c* 

/if  V  «*  —  C* 

rf*=a  =  arctg-^-^y-^. 

o 

BezeichDen  wir  das  zum  Pol  P{a,  ß^  y)  zugehörige  VoloineD  mi 
V^         and  Oberhaupt  alle  auf  das  abgeplattete  Rotationsellipsoui 

bezüglichen  Grossen  mit  dem  Index  c,  so  erhalten  wir  nach  For- 
mel (15): 

Fe=ft3««e+2c3  +  -^:^arctg^^^?|, 
0       o  V  a^^(fl  c 


y  2(««— C«)'  Vö«^C«  ^  C  ' 


oder 


(26*)  ^'=-3"+^^*<"'  ^*^>' 

da  die  Oberfläche  eines  verlängerten  Rotationsellipsoides  nit 
den  Halbaxen  a^c 

S(a,  c,  c)=2»{c»  +  -p===-arctg 1 

V  fl*  —  c*  <? 

ist 

SC 
Da   K-    in  Formel  (14)  den  verschwindenden  Nenner  a*-i* 

enthält,  so  müssen  wir,  am   V^  zu  entwickeln,  den  Werth  von  C 
aas  Formel  (13)  zu  HGlfe  nehmen»  und  erhalten: 


4Va* — c*       "        c  4, 


folglich : 


8Gi=»      _!L_,Qi«    ^  .,  .3a^c-4aM      ,  V^^.. 
-ar-  =  4(ä53pi)'3«'^*-2ac*+  -y^^^  arctg— ^-1; 

mithin,   da  nach  Note  2.  ^|^  _^  =  i?^i   ist, 

ve— 2«-/^C\  «!f!L-.Q  «     oi^3a*-4ii«c«      ,V?3 


eines  EUipioiäes, 


Ako  ergiebt  sieb,  da   F«=  F<  ist: 

(27) 


n 


3a*  V"a*— c* 


+4(o«-c»)'      '^     **  +V^;äiI^*''"*        c        ' 

Aus  Form«!  (26)  erlialten  wir  den  Satz: 

Iflt  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
mit  den  Halbazeo  a'^Cf  so  ist  der  FussponktenkOrper 
F«,  dessen  Pol  im  Mittelpunkte  der  Basis  liegt,  gleich 

dem  vierten  Theile  einer  Kugel  mit  der  kleineren  Halb- 
axe  als  Radius  plus  dem  Körper»  welcher  durch  Mul« 

(ff  . 


tiplicatibn  von 


mit  der  Oberfläche  eines  verlfin- 


gerten  Rotationsellipsoides  mit  denselben  Azen  ent 
steht. 


Femer  ist  nach  Formel  (17)  und  (26*) : 
(28) 


Fo      =4F«=l^  +  ^S(fl,,,,c). 


Mithib  erhalten  wir  den  Satz: 

Sind  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Coordinaten  des  Pols  gleich  den  Halb* 
axen  der  Basis,  so  ist  der  FusspunktenkOrper  gleich 
einer  Kugel,  deren  Radius  gleich  der  kleineren  Halb- 
axe  der  Basis  Ist,  plus  dem  Körper,  der  durch  Multi- 

plication  von  —  mit  der  Oberfläche  eines  verlänger« 
ten  Rotationsellipsoides  mit  denselben  Axen  entsteht. 

Auch  filr  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  bleiben  die 
ans  Formel  (27)  sich  ergebenden  Grössen  X*,  ilT*»  N^,  B^  stets 

0  e         0  e 

positiv;  mithin  behält,  da  Jß=M^  ist,    F«      seinen  Wertb,  so 
Itnge  die  Gleichung  (a^^fi)I^^fN^=m  erßlllt  wird. 
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Mithin  erhaltep  wir  den  Sats: 

Ist  die  Basia  ein  abgeplattetes  RotatioDsellipsoid, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Foss- 
punktenkurper  ein  abgeplattetes,  concentrisches  Re- 
tationsellipsoid,  dessen  Axen  durch  Formel  (27)  be- 
stimmt werden. 

Setzt  man  o*-|-/P=^'»  so  behält  V^       seinen  Wertb,  so  langt 

Q^  unverändert  bleibt ,   und  wir  erhalten»   wie  bei  dem  verlänger- 
ten Rotationsellipsoide»  den  Satz: 

Liegen  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  CylinderSr 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der  Basis  zusammenfällt,  so 
stehe.n  die  Zuwachse  der  FusspunktenkOrper  im  Ver« 
hältniss  von  )r';  mithin  sind  die  FusspunktenkSrper» 
deren  Pole  auf  derselben  Cylinderoberfläche  fiegei 
und  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  einan- 
der gleich.  Bleibt  y  unverändert,  während  q  sich  än- 
dert, so  stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkurper 
im  Verbältniss  von  p*. 

Verlegt  man  den  Pol  P(«t, /?,  y)  in  den  Brennpunkt  der 
Rotati onsaxe  2tf,  setzt  also  y*=a* — c*  und  «=/?=0,  so 
wird  das  zugehörige  Volumen: 


(29)  F.=«|a«c+_43a,ctg^^H?f?=2F.-:*^. 
/  y  n«— c*      ^      c  o        o       «> 

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Liegt  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
der  Pol  im  Brennpunkte  der  Rotationsaxe,  so  ist  der 
Fusspunktenk5rper  gleich  dem  doppelten  Misimaa« 
körper  minus  einer  Kugel  vom  Radius  der  halben  Axe. 

Setzt  man  endlich  auch  hier  o=/3=}f,  so  erhält  man: 

(30)  F*      rxFc+^S(a,c,c)*) 
oder 


«)  Hleraot  folgt  nach  Formel  (19)  die  Belalion  twiMhen  des  Ober> 
flächen  der  B4>UUont-£Uiptoide: 


5(«,C.*)=«V5(i.  i.  i). 


^ 


« 
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a-« 


F«       = Vf>L  5(1,,  c,  c)  +  ^, 

Wir  erbalten  somit  den  Satz: 

Ist  die  Basis  eiq  abgeplattetes  Rotatiensellipsoid» 
60  ist  der  Fusspanktenkurpery  dessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  concentriscben  Würfels  liegt,  gleich 
dem  Minimurokurper  plus  dem  KOrper^  welcher  ent- 
steht, wenn  man  die  Oberfläche  des  verlängerten  Ko- 

tationsellipsoides  mit  denselben  Axen  durch  —  mul- 

tiplicirt;   oder  gleich  dem  vierten  Theile  einer  Kngel 
mit  der  halben  Axe  der  Basis  als  Radius  plus  demKSr- 

per,  der  durch  Multipllcation  von     : —     mit    der 

c 

Oberfläche  des  verlängerten  Rotation^ellipsoides  mit 
denselben  Axen  entsteht. 


7. 

Wenn  wir  zum  Schlüsse  die  Kugel  als  Basis  nehmen,  so 
erhalten  wir  für  a:=:b::zc  für  einen  beliebigen  Pol  (a, /?,  y)  als 
Gleichung  der  Fusspunktenfläche: 

Wir  wollen  die  auf  die  Kugel  bezüglichen  GrOssen  mit  dem  Index 
I  bezeichnen,   dann  müssen  wir,  um  F'       zu  bestimmen,   zum 

orsprüoglichen  Werthe  von  C, 

^"V      J      f^oB^  .  sin^^cos^f;  .  sio^sin^f;\*' 
^       ^      V"aS~+ P + ? ) 

lorfickgehen  und  erhalten: 

n         n 

Cm^k^c^l      I      a*sin^d^rf^=:^a*. 

o  0 

Da  nun  C  in  Bezug  auf  a,  6,  e  symmetrisch  ist,  so  Ist: 
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ferner 

mithlo  nach  Formel  (11)  und  (12): 

was  die  geometrische  Betrachtung  sofort  ergiebt,  and 
oder 

(«,/J,y)  O  O 

Setzt  mau  «•  -J-  /J*  +  y*  =  r*,    so  wird : 

(32)  F.        =l5£!  +  ^ar». 

<«,/»»  y)         ^  ^ 

Nimmt  man  hierin  r=3ii»  so  erhfilt  man: 

(33)  F-  =  2.^a» 

•  d 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

1)  Ist  die  Basis  eine  Kugeloberfläche  vom  Radiai 
a  und  ist  r  die  Entfernung  des  Pols  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel»  so  ist  der  Fusspnnktenkorper  gleich  der 
Kugel  plus  einem  Rotationsellipsoide  mit  den  Halb* 
azen  a  und  r. 

2)  Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkte  der  Kugel,  seist 
der  Fusspunktenkurper,  die  Kugel  selber,  ein  Mioi* 
rouni;  liegt  er  aber  auf  der  Kugeloberfläche,  so  ist 
derselbe  doppelt  so  gross  als  die  Kugel. 

3)  Ist  die  Basis  eine  Kugeloberfläche,  bo  ist  der 
geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  FusspunktenkSr- 
per  eine  mit  der  Basis  concentrische  Kugeloberfläehe. 


Noten. 


1.    Die  partiellen  Ditferentialquotienten  einer  symroetriscIieD 
Function  von   n  verschiedenen  Variabein   gehen  in  eioander 
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Sber,  freon  man  naeh  voDsogeDer  DilbrentiaHoD  irgend  zwei  der 
Variabein  mit  einander  vertauscht. 

2.  Setzt  man  in  einer  symmetrischen  Function  von  n 
verschiedenen  Variabein  die  Variabein  einander  gleich»  so  ist 
der  totale  DitFerentialquotient  (d)  der  Function  nach  einer  der 
Variabein  gleich  dem  nfachen  partiellen  Differentialquotienten 
(8)  der  Function  nach  derselben  Variabelen»  wenn  darin  nach 
vollzogener  partieller  Differentiation  die  Variabein  einander  gleich 
gesetzt  werden.  Es  ist  also  filr  eine  symmetrische  Function  von 
%  .Variabein  ^(a»  6»  c,  ••••) : 

rf/(g»  ft»  C,....)as»=o=....  _     /y(lf,  6,  C....)\ 

da  V  8a         /a=ftae=.... 


Der  Beweis  für  beide  Sätze  ist  leicht  zu  fahren. 

3.  Sind  in  einer  homogenen,  symmetrischen  Function 
mten  Grades  von  n  verschiedenen  Variabelo  die  Producte  aus 
irgend  zwei  partiellen  abgeleiteten  Functionen,  multiplicirt  mit  der 
Variabein,  worauf  sie  sich  beziehen,  einander  gleich,  so  sind 
alle  so  gebildeten  Producte   einander   gleich,    und  es    ist   die 

Function  selbst  gleich  der  —  ten  Potenz  des  Products  der  Varia- 

ff 

beln,  multiplicirt  mit  einer  willkGrlichen  Constante. 

Beweis.  In  jeder  symmetrischen  Function  /*(a,  6,  c....)  von 
n  verschiedenen  Variabein  ist  der  partielle  Differentialquotient  nach 
einer  der  Variabein,  etwa  nach  a,  eine  S3rmmetrische  Function 
der  Qbrigen  Variabein  6,  c,  et....;   denn  es  bleiben  in 

y(a,6,  c....)  _  f(a+da,  b,  c....)—'f(a,  6,  c....) 
g—  g— 

beide  Posten  des  Zählers  rechts  symmetrische  Functionen   von 
6»  c...    Sind  nun  zwei  beliebige  3er  obigen  Producte  gleich ,  etwa : 

8/(a,  6,  c....)        Bf(apb,  €:••) 

• — §5 — =" — ^ — ♦ 

•0  ist,  da  a gj in  Bezog  auf  4,  c,  d....  S3rmmetrisck 

ist,  auch  c         gj    "^  in  Bezug  auf  6,  c,  d...,  symmetrisch, 
folglich  ist: 

8/(a,6,  c....)'    .Bf(a»b,e....)       df(a,b,c^..) 
« ü =* U =  ^ tc =  •  • 
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Da  aber  fiir  jede  homogene  Fanction   fla^b^  c....)  ntea  Grate 

dF       dF       BF  ^ 

iBty  80  erhalten  wir,   wenn  f(apb,c.„.)  eine  heroo^^ene,  sym- 
metrische  Function  mten  Grades  von  n  verschiedenen  Tariabehist: 


Bf( 
a- 


a,6....)       ,Bf(a,b....)         Bf(a,b....)     m 

"TS =* 86 =^~5; =  ;^A«.»'.-)> 


also: 


1_ Bf(a,  b..,.).  _^^        l^ 8f{m,b,.,.) mM 

f(a,b^Z^       So  ""n    a*   f(a,b...*)        8b  m  b 

folglich : 

/W677— I       8a       ^^  + 86—^  + SF— *^  +  "i 


oder 


m\da     db     de  ^        I 


l.f(a,b,  c....)  =  ~''(afte)-|-Const.> 

9t 


/(«,  6,  c....)  =  JiL.(a6e)", 
wenn  £  eine  willkfihrliche  Constante  bedeutet. 
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Andeataogen  fiber  astronomische  Beobachtungen  bei 

totalen  Sonnenfinsternissen  *). 

Von 

Herrn  Karl  von  Liitrow^ 

wirklieham  Mitglied  der  kaiterl.  Akademie  der  WiMeoachafteo  xu  Wien. 


(Ad8  dem  XXXIX.  Bande,  S.625.^  des  Jahrganges  1860  der  Sitzungs- 
berichte der  niathem.-natarfr.  Classe  der  kaiserlichen  Akademie  der 

Wissenschaften  besonders  abgedruckt) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  au  9.  Februar  1860.) 


Wir  besitzen  nachgerade  einige  sehr  lehrreiche  Instroctlonen 
über  die  Beobachtungen,  welche  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
anzustellen  sind;  ich  führe  hier  nur  an:  Arago's  Aufsatz  im 
Annuaire  du  Bureau  des  longitudet  1842 ,  die  von  der  BritUk 
ÄttoeiaUan  mit  Zuratheziehung  von  Otto  Struve  1851  herausge* 
gebenen  ,i SuggeeHons  to  Astranomers*' ,  dann  Carrington's  1858 
erschienMie  »pinfarmatian  and  SuggesHone" ,  femer  aus  der  neue» 
iten  Zelt  Faye's  Vortrfige  In  der  Pariser  Akademie  (Comptes 
renduiWßO,  October),  endlich  Alry's  Bemerkungen  luden  M&nihlg 
NoHceg  der  R.  Astr.  Soc.  VoL  XX.,  Nr.  2.    So  sehr  Ich  den  hohen 


*)  Diesen  mir  freondlichtt  mitgethellten  Anfiats,  welcher,  den  6e- 
geMtand,  am  den  ea  alch  hier  handelt,  Tonugtweife  aoa  riclitigen  Ge- 
tifitapuaJkteo  aoffaasend ,  In  Tonägllcher  Weise  geeignet  ist,  Beobachter 
totaler  Soiuranfiastemisse  anf  das  hlnanwalsen ,  worauf  sie  haaptsichlich 
Ihre  AnfPMrksamkeit  sa  richten  haben,  lasse  ieh  so  schleunig,  als  ea 
■ir  Irgend  mdgllch  Ist,  in  dem  Ardiive  abdrndken. 

Der    Herausgeber. 


>- 
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Werth  dieser  Schriften  im  Allgemeinen  anerkenne»  mass  ich  dteh 
gestehen  9  das«  ich  in  manchen  wesentlichen  Punkten  mit  densel- 
ben nicht  dbereinstimme,  und  halte  mich  durch  den  glficklichen 
Zufall  y  der  mich  die  seltene  Erscheinung  zweimal  so  vollstlndig 
als  möglich  sehen  Hess,  gleichsam  fGr  verpflichtet,  auch  mein 
Scherflein  über  das  Was  und  Wie  der  eigentlich  astronomisches 
Aufgabe  beizutragen. 

Vor  allem  muss  ich  nach  meiner  Erfahrung  dringend  empfeh- 
len» alles  an  sich  Unwesentliche  wegzulassen.  Die  Zeit  der  Tota- 
lität  ist  auch  im  besten  Falle  eine  so  kurze,  der  Eindruck  des 
PhSnomenes  ein  so  unwiderstehlich  mächtiger»  dass  die  gasie 
Fassung  eines  geflbten  Astronomen  dazu  gebOrt»  um  auch  nur 
einiges  Wenige  mit  voller  Sicherheit  wirklich  zu  beobachteo* 
Ich  rechne  aber  zu  solchen  unwesentlichen  Dingen:  Beleuchtung 
und  Farbe  von. Himmel  und  Erde»  Einwirkung  auf  Tbier-  und 
Pflanzenwelt»  Ab-  und  Zunahme  von  Temperatur»  Feuchtigkeit 
und  Licht  etc.  In  letzterer  Beziehung  wird  ohnehin  die  unertfis- 
sige  Bedingung»  unter  welcher  allein  solche  Notirungen  Sinn  haben» 
nämlich:  völlig  reiner  Himmel»  hier  nur  sehr  selten  erfiillt»  da 
eine  mehr  oder  minder  bedeutende  Wolkenbildung  mit  zur  Cha- 
rakteristik der  Erscheinung  gehurt. 

Da  in  den  meisten  Fällen  die  Beobachtongs- Stationen  nur  nach 
längeren  Reisen  zu  erreichen'  sind»  an  dem  glOcklicben  Trans- 
porte  der  Instrumente  aber  alles  gelegen  ist»  so  sollte  man  diese 
auf  das  All ernoth wendigste  beschränken.  Ein  gutes  Fernrohr  ?on 
wenigstens  3  Zoll  OetFnong  und  eine  verlässige»  Secunden  zeigende 
Taschenuhr  scheinen  mir  der  Hauptsache  nach  völlig  hinreichend. 
Damit  wird  allerdings  auf  Angabe  der  Orts-Zeiten  des  Anfanges 
und  Endes»  ja  selbst  auf  genaue  Bestimmung  der  Dauer  und  oft 
auch  auf  bessere  Kenntniss  der  geographischen  Lage  des  Beob- 
achtungsortes verzichtet »  denn  dazu  bedarf  man  weiterer  Instrumeate 
und  eines  eigentlichen  Chronometers.  Wozu  aber  sollen  hier  diese 
Erschwerungen  der  ohnehin  nicht  leichten  Aufgabe  des  reisendes 
Astronomen  dienen?  Zu  Längenbestimmungen  hat  die  heutige 
Wissenschaft  längst  weit  bessere  Mittel»  zur  Bestimmung  der 
Fehler  unserer  Tafeln  werden  die  Beobachtungen  aller  ständigen 
Sternwarten»  denen  die  Finsterniss»  wenn  auch  nur  partiell»  sidit- 
bar  ist»  ebenso  gutes  und  besseres  Material  sammeln»  die  genaaen 
geographischen  Coordinaten  der  Stationen  endlich»  wenn  Qberbaopt 
in  besonderen  Fällen  nSthig»  mag  man  beliebig  später  undaof 
andere  Weise  sieb  verschalen.  Unsere  Aufmerksamkeit  wird  wohl 
noch  fSr  eine  geraume  Zeit  auf  die  Erforschung  der  SteUonf^ 
Dimension  und  BeschatFenheit  dberhaupt  von  Corona  und  Prota*. 
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beraozen  sieh  beschrfioken  roffsseo«  ynd  es  wird  sidi  xunftclist 
danno  baodelD»  uosereo  Instramenten  die  hierzu  geeigneten  £in- 
richtangen  zu  geben. 

In  dieser  Hinsieht  erlaube  ich  mir  auf  meine  bei  anderer  Ge- 
l^enheit  gemachten  Bemerkungen  (Sitzungsberichte  der  kaiser- 
lichen Akademie  der  Wissenschaften  mathem.-naturw.  Cl.  XVII.  Bd., 
S.4I1.  u.  fr.,  so  wie  Astron.  Nachr.  XXXiLBd.,  S.395.,  XXXill.  Bd., 
8. 129.,  XXXiV.  Bd.,  S.  27.  und  XLil.  Bd.,  S.  209.  u.  tt.)  zurückzu- 
kommen, da  mir  durchaus  kein  Grund  bekannt  wurde,  meine  da» 
maligen  Ansichten  irgend  wesentlich  zu  ändern.  Ich  verweise  in 
Bezug  auf  die  nähere  Begründung  von  manchen  meiner  Vorschläge 
auf  die  angeftihrten  Quellen  und  will  hier  nur  bei  denjenigen  Punk- 
ten länger  verweilen,  die  auch  Liebhabern  der  Wissenschaft  zu- 
gänglich ä^ein  sollen. 

Corona  und  Protuberanzen  verlangen  ganz  verschiedene  Kraft 
des  Femrohres.  Die  EigenthQmlichkeiten  der  Corona  verwischen 
zieh  immer  mehr,  je  stärker  die  angewendete  VergrSsserung  ist, 
und  filr  diesen  Theil  der  Escheinung  wäre  ein  Ocular  am  zweck- 
massigsten,  welches,  wie  bei  Arago*s  Versuchen  Ober  die  Fähig- 
keit des  freien  Auges  die  Jupitersatelliten  auszunehmen,  gar  nicht 
vergrOsserte,  sondern  eben  nur  ein  scharfes  Bild  ^abe,  Deberdies 
ist  bei  Untersuchung  der  Corona  sehr  zu  wünschen,  dass  man  die 
ganze  Mondscheibe  beständig  fiberblicken  könne.  An  den  Protu- 
beranzen hingegen  gibt  es  Detail  zu  prfifen,  das  sich  erst  bei  etwa 
60maliger  Vergrosserung  in  hinlänglicher  Deutlichkeit  zeigt  Am 
besten  also  würde  jede  dieser  Aufgaben  einem  eigenen  Beobach- 
ter zufallen.  Wenn  aber  schon  ein  und  derselbe  Beobachter  bei- 
des bestreiten  soll,  so  miisste,  da  an  ein  zeitraubendes  Wechseln 
und  %viederholte6  Richten  etwa  zweier  Femrohre  nicht  zu  denken 
ist,  das  Instrument  entweder,  was  gewiss  am  bequemsten,  nach 
Liais  mit  einem  Doppelfernrohre  oder  nach  meinem  Vorschlage 
mit  einem  Doppel  -  Oculare  versehen  werden ,  das  in  8chieberform 
oder  durch  eine  excentrische  Scheibe  eine  schnelle  Aenderung  der 
VergrGssernng  zuliesse.  Dieses  Ocular  mfisste  so  construirt  sein, 
dass  jeder  der  Ix^iden  Einsätze  auf  das  Auge  des  Beobachters 
bereits  eingestellt  ist  und  so  bleibt,  wenn  es  in  Thätigkeit  gesetzt 
wird.  Mit  einem  solchen  Doppel -Oculare  vermag  auch  allenfalls 
der  einzelne  Beobachter  dem  Bedfirfnisse  zu  entsprechen,  beliebig 
oft  entweder  den  ganzen  Umkreis  des  Mondes  zu  fibersehen  oder 
irgend  hervorstechende  Gegenden  genau  zu  erforschen.  Immer 
aber  bleibt  dies  nur  ein  Nothbehelf,  und  eigentlich  stimme  ich, 
wie  gesagt,  ffir  Trennung  der  Aufgaben. 

FOr  die  Messung  der  Lage  und  GrOsse  aller  Erscheinungen 
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am  Rande  der  beiden  HimroelakSrper  ist  der  baoptsSchRchstBa 
mechanischen  Einrichtiing  nach  das  gewOhnlicbe  Po^tions-BHo«- 
meter  entschieden  der  angemessenste  Apparat,  wenn  man  folgende 
Modificatiopen  in  Gebrauch  und  Constroction  eintreten  Uost: 

1.    Die  zur  Messung  des  Positionswinkels  dienende  Linie  kau 
zum  Behufe  der  Messung  nicht  wie  sonst  in  den  Radius  gelegt 
sondern  muss  an  der  betreffenden  Stelle  des  Mondrandes  mit  diesen 
in  Berührung  gebracht  werden.    Die  normale  Lage  dieser  Linie  ist 
parallel  zum  Aequator  und  mit  hier  vOllig  hinreichender  Genadg- 
keit  dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  kurz  vor  und  nach  der  Beob- 
achtung den  Sonnenrand  oder  einen  Sonnenfleck  bei  ruhig  stehendeo 
Rohre  Ifings  der  Linie  hingehen  iSsst  und  dieselbe  so  lang  dreht, 
bis  das  Object  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Gesichtsfeldes  die 
gleiche  Entfernunt;  von  der  Linie  behHit.    Die  Lesung  am  Posi- 
tionskreise,    welche  dieser  Stellung  der  Linie   entspricht »   wird 
notirt,   und   damit  jeder  in  dem  gebrSuchlichen   Sinne  von  Nord 
über  Ost  gezählte  Positionswinket  unmittelbar  combinirt    Durch 
Bemerkungen  in  einigen  der  vorerwähnten  Instructionen  veranlasst, 
hebe  ich  ausdrucklich  hervor,  dass  es  hierbei  keinen  wesevtlieheo 
Unterschied  macht,   ob  das  Femrohr  äquatorial  montirt  ist  oder 
nicht;    das  Verfahren  ist  bei  parallaktischer  oder  ganz  einfaeher 
horizontaler  Aufstellung  des  Teleskopes  gleich  anwendbar.    Faye, 
der  diesen  ursprGnglich  von  Bessel  (Astr.  Nachr.  XVL  Bd.,  S.  161.) 
fiir  ähnliche  Zwecke  gemachten  Vorschlag  adoptirt,  will  durch  ebe 
Libelle  die  primitive  Lage  jener  Linie  auf  den  Horizont  bezogen 
wissen,    was   mir    keine  Verbesserung    der  Bessel'schen  Idee 
scheint,  da  es  das  Instrument  complicirt,  die  Operation  schwieri- 
ger und  wohl  auch  ungenauer  macht,  endlich  unnOtzerweise  dea 
Winkel  zwischen  Declinations-  und  Verticalkreis  in*s  Spiel  bringt 

2.    Der  Positionskreis  soll  im  Inneren  des  Rohres  angebracht 
sein,    so  dass  man   den  Positionswinkel  ohne  Hilfe  einer  Lampe 
und  ohne  das  Auge  vom  Fernrohre  zu  entfernen,    ablesen  kann. 
Herr  Faye   hat  vollkommen  Recht,   sich  gegen  solchen  inneren 
Positionskreis  zu  erklären,   unter  der  Voraussetzung,    dass  roto, 
wie  bei  dieser  Einrichtung  bisher  immer  geschah,  die  Positioos- 
Winkel  unmittelbar  auf  den  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  beso- 
gen  denkt,  denn  damit  ist  auch  die  in  der  Praxis  so  gut  wie  unaos« 
fiibrhare  Annahme  gemacht,  dass  man  das  Centrum  der  Mondscheibe 
beständig  auf  jenem  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  erhalte;  er 
thut  aber  gewiss  nicht  gut  daran,  diese  Einrichtung  auch  dann  zt 
verwerfen,   %venn  man  den  Positionswinkel  durch  Tangirung  der 
Peripherie  des  Mondes  niisst,  wo  von  solchem  beständigen  CeB' 
triren  weiter  nicht  die  Rede  ist 
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Jw  Statt  Fiden  sollte  ein  dflnnes»  weUenloses  oiid  pläiipar&llel#8 
Glee  im  Bceoap— lite  eingeaetst  werden»  das  durch  swei  auf  eio- 
aoder  aeni^reckte  Reiben  von  feinen  Linien  in  Quadrate  getheiK 
ist  Die  eine  Reihe  dieser  Linien  vertritt  den  in  seiner  normalen 
•AellQog  com  Aeqoator  parallelen  Faden,  die  andere  Reibe  den 
beweglichen  Faden  des  gewöhnlicben  Positions-Mikrometera,  nnd 
es  reicht,  nachdem  irgend  eine  Linie  der  ersten  Reibe  mit  dem 
ketretFenden  Punkte  der  Mondscheibe  in  BerOhrnng .  gebracht  nnd 
der  Positionsirinkel  «to  bestimmt  ist»  ein  einsiger  Blick  ohne  alle 
weitere  Manipulation  hin,  die  Dimensionen  der  fraglichen  Ob« 
jede  nach  allen  Richtungen  festzustellen.  Ich  habe  mich  bei  der 
totden  Sonnenfinstemiss  im  Jahre  1861  auf  das  beste  Oberzeugt, 
dass  eine  solche  Glasplatte  dem  deutlichen  Ausnehmen  auch  der 
sartesten  Objecto  nicht  den  geringsten  Eintrag  thut,  und  dass  man 
die  auf  das  Giai«  geritzten  Linien ,  wenn  auch  so  fein ,  dass  man 
sie  mit  freiem  Auge  kaum  bemerkt,  auf  dem  lichten  Hintergrunde 
der  Corona  völlig  bestimmt  sieht,  während  z.  B.  D'Abbadie  (/2.  A, 
S.  JH.  N.  Vol.  XVIIL,  pag.312.)  die  unangenehme  Erfahrung  machte, 
dass  ihm  die  Fäden  verschwanden.  Hauptsächlich  desshalb, 
dann  aber  auch  wegen  der  grosseren  Sicherheit  vor  zufälligen  Be» 
Schädigungen  und  weil  man  auf  Glas  beliebig  enge  und  genau 
äqoidistante  Linien  graviren  kann,  ziehe  ich  hier  die  Glasplatte 
dem  Fadennetze  vor.  Der  in  2.  besprochene  innere  Positionskreis 
konnte  fliglich  auf  dieser  Glasscheibe  angebracht  werden ,  wo  dann 
der  index  an  der  Fassung  fest  sein  müsste,  während,  wenn  der 
Positionskreis  am  Rande  des  Diaphragma  etwa  in  einer  Zähnung 
bestünde,  die  Glasplatte  den  Index  an  einem  beliebigen  Punkte 
ihres  Umfanges  zu  tragen  hätte.  Wenn  das  Ocular  die  oben  be- 
sprochene Einrichtung  eines  Doppeleinsatzes  erhält,  so  w4rd  man 
wohl  am  besten  jeden  Einsatz  mit  einem  besonderen  Positions- 
kreise versehen.  Die  Messung  der  Dimensionen  wird  um  so  ge- 
nauer sein  können,  je  enger  die  Linien  gezogen  werden,  ich  fand 
bei  einem  Femrohre  von  3  Zoll  Oeffnung  mit  60maliger  Vergnls* 
serung  eine  gegenseitige  Entfernung  der  Linien  von  0^7  Bogen ,  bei 
llmaliger  Vergrosserung  das  Zehnfache  dieser  Distanz  ganz  ent- 
sprechend ,  da  man  leicht  auf  das  Zehntel  solcher  Intervalle  schätzt 
nnd  damit  hinreichend  genaue  Resultate  erhält.  Man  wird  gut 
than,  diejenige  Reihe  von  Linien,  welche  zur  Messung  des  Positions- 
Winkels  dienen,  etwa  durch  einseitige  Abbiendung  am  Rande  des 
Gesichtsfeldes  kenntlich  zu  machen,  um  bei  allenfalls  nothigen 
grosseren  Drehungen  der  Glasscheibe  diese  Reihe  von  Linien  nicht 
mit  der  anderen  zu  verwechseln,  und  so  um  90^  falsche  Winkel 
zu  erhalten.  Vielleicht  findet  man  es  bequem,  die  Lamelle,  mit 
welcher  diese  Abbiendung  bewirkt  wird,  mit  Zähnen  zu  versehen. 
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die  als  Zühler  Rir  die  Linien  des  Milcrometere  dienen.*  Nothnei* 
diger  ist  solche  Zählung  (Ar  Stärkere  VergrOsserongen  bei  der  nde* 
ren  Reihe  von  Linien,  denen  dann  die  grösseren  Diflaensionen  m 
messen  znföllt  Somit  wäre  es  für  solche  VergrSssennigeii  att 
sweckmässigsten,  diese  zweite  Reihe  von  Strichen ,  tvelche  nrspiiaf 
lieh  auf  den  Aequator  senkrecht  gestellt  wird,  abzublenden,  vi 
die  erste,  zum  Aequator  parallele,  zum  Unterschiede  frei  n 
lassen.  Die  Glasplatte  muss,  wie  man  siebt,  von  aussen  dr^tar 
sein,  konnte  also  hier  einen  zweiten,  äusseren  Positionskreis  babai, 
der  genauer  getbeilt  wäre,  als  der  inhere,  und  an  dem  man  durch 
Niederdrücken  eines  abßirbenden  oder  sich  eindrückenden  Stift« 
die  Lesungen  am  inneren  Positiooskreise  ergänzen  und  controü- 
ren  würde.  Diesen  registrirendeu  äusseren  Kreis  allein  und  obae 
den  inneren  anzubringen,  wie  Faye  vorschlägt,  hielte  ich  wegen 
möglicher  Verwechslungen  der  einzelnen  Messungen  (ilr  bedenkiidi. 

Um  die  Uhrzeiten,  deren  muglichst  häufige  und  genaue  Noti- 
ning  hier  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  für  die  verschiedenen  Wahr- 
nehmungen zu  erhalten,  wird  man  sich  vielleicht  am  besten  eiaes 
kleinen  Chronographen  bedienen,  d.  h.  einer  Vorrichtung,  die  ein 
Rad  von  wenigen  Zollen  Durchmesser  während  einer  kurzen  Zeit 
gleichförmig  dreht,  auf  dessen  breiter  Felge  ein  Papierstreifeo  «o 
befestigt  wird,  dass  ein  darüber  angebrachter  Stift  durch  Niede^ 
drücken  Zeichen  darauf  macht.  Die  hiesige  Sternwarte  besitit 
schon  seit  langem  einen  solchen  Apparat  als  Hilfsmittel  zur  Map* 
pirung  von  Sternen,  und  Airy  macht  jetzt  einen  ähnlichen  Vorschlag 
fSr  den  hier  besprochenen  Zweck  (A.  A.  S.  JUonthly  NoUces  Vol.  XX, 
pag.  63).  Ich  halte  einen,  wenn  auch  nur  zur  Noth  erst  an  Ort 
und  Stelle  geschulten  Gehülfen  bei  der  Beobachtung  für  beinahe 
nnentbehrlich,  und  diesem  würde  ich  das  Geüchfift  zutheilen,  den 
Stift  des  Chronographen  in  Thätigkeit  zu  setzen,  so  od  er  vom 
Beobachter  dazu  das  Signal  erhält;  die  Vergleichung  des  Chro- 
nographen  mit  der  Uhr  \'or  und  nach  der  Beobachtung  gäbe  die 
entsprechenden  Momente  in  Uhrzeit.  Dieser  Gehülfe  hätte  auch 
schnell  zu  Papier  zu  bringen,  was  man  ihm  dictirt  und,  im  Falle 
kein  Chronograph  vorhanden,  an  der  Uhr  die  Secuiiden  während 
des  Verlaufes  der  totalen  Finsterniss  bestandig  laut  zti  zShlen. 

Mit  solcher  Vorbereitung  wSre,  glaube  ich,  allen  billigen  An* 
forderungen  entsprochen  und  die  kurze  Dauer  des  Phänomeoes 
in  streng  astronomischem  Sinne  thqnlichst  auszunutzen* 

Es  erübrigen  mir  nun  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen. 

Das  grosse  Princip  des  Theilens  der  Arbeit  wird  hier  mehr 
als  irgendwo  in  Anwendung  zu  kommen  haben.  Wenn  die  Ao- 
zÄbl  der  Beobachter  auf  einer  Station  es  zulässt,  kOnnte  sehr  zum 
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Vortbeiie  der  Sache  jedem  derselben  ein  f^ewisser  Tbeil  der 
Periph^e  des  Meudes,  s.  B.  ein  bestimmter  Qaadraot  rar  Ueber- 
wtehtiiig  zugewiesen  werden.  Es  würde»  wie  auch  Carriugten 
sehr  richtig  bemerkt»  ungleich  mehr  Nutzen  bringen»  wenn  man 
•tue  bestimmte»  an  sich  sehr  beschränkte  Gegend  des  Sonnenum- 
kreises  mit  ungetheilter  Aufmerksamkeit  betrachtete»  als  wenn 
man  in  dem  Streben,  alles  bemerken  zu  wollen»  nur  vage  Wahr- 
oebmungen  zu  Stande  brächte.  Jedenfalls  sollten  etwa  auf  Pola*  > 
risations- Versuche»  Anwendung  von  Aötinsmetern  und  dergleichen 
sich  nur  solche  Beobachter  verlegen»  neben  denen  andere  jene 
Hauptaufgaben  bereits  vollständig  besorgen.  Insbesondere  wird, 
M^enri  nicht  unerwartet  günstige  Verhältnisse  behülflicb  sind»  das 
Aufsuchen  von  neuen  Unteren  Planeten  eine  grosse  Anzahl  von 
Beobachtern  erfordern,  deren  jeder  einen  gewissen  ganz  kleinen 
Tbeil  des  Himmels  zu  durchforschen  hätte. 

Hinsichtlich  der  Corona  und  der  Protuberanzen  bat  mir  immer 
die  einfachste  Hypothese  die  beste  geschienen,  nämlich:  dass  sie 
Medien  angeboren»  welche  die  Photosphäre  der  Sonne  umhüllen» 
and  ich  glaube,  dass  jeder  Astronom  bei  dem  Anblicke  der  Er- 
scheinung sich  dieser  Ansicht  von  selbst  zuneigen  wird.  DalUr 
spricht  mir  hauptsächlich  der  Umstand»  dass  die  Form  der  Pro* 
taberanzen  sich  in  der  Corona  fortsetzt»  und  diese  an  denselben 
Stellen  ganz  ähnlich  gestaltete  Her vorragun^en  zeigt»  so  wie»  dass 
offenbar  die  Protuberanzen  nicht  immer  in  einer  Ebene  liegen, 
sondern  häufig  sieb  auf  einander  projiciren.  Es  schiene  mir  fer- 
ner für  diese  Frage  so  ziemlich  entscheidend»  uenn  man  den 
niedrigeren  und  dafär  auf  einen  grosseren  Tbeil  der  Peripherie 
des  Mondrandes  sich  ausdehnenden  Protuberanzen  mehr  Aufmerk- 
samkeit schenkte»  als  dies  bisher  der  Fall  war.  Ich  bin  der  Meinung» 
dass  diese  niedrigen  Ketten  von  Protuberanzen  sich  überall  dort 
aro  ersten  zeigen  werden»  wo  grossere  Theile  der  Ränder  der 
Sonne  und  des  Mondes  in  geringer  gegenseitiger  Distanz  beisam- 
men verweilen»  also  bei  den  Punkten  der  inneren  Berührung,  so 
wie  eher  auf  den  Grenzen  der  Tntalzone»  als  auf  der  Linie  der 
Centralität»  und  dass  man  durch  eine  gehörige  Verbindung  der 
Beobachtungen  von  verschiedenen  Oertlichkeiten  sich  von  der 
Continoität  dieses  rothen  Saumes  überzeugen  werde. 

Es  ist  übrigens  eine  merkwürdige»  von  mir  selbst  wiederholt 
beobachtete  Eigenschaft  dieser  Protuheranzen»  dass  man  diesel- 
ben zwar  hieich  und  farblos»  aber  doch  ganz  in  den  Umrissen 
ihrer  völligen  Ausbildung  einige  Secunden  vor  Beginn  und  nach 
dem  Ende  der  totalen  Finstemiss  sieht.  Es  wird  schon  desshalb» 
so  wie  aus  anderen  nahe  liegenden  Gründen  gerathen  seh»»  kurz 
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vor  dem  Verschif  indeo  der  Soddc  das  Blendglas  vom  Ferarolire 
abzänehmen  and  dassellii^  erst,  nachdem  von  der  Sonne  mdur 
wieder  erschienen  ist,  als  das  Auge  ertragen  kann,  wieder  vor- 
zustecken. Nor  so,  nämlich  ohne  Blendglas,  wird  man  auch  aber 
Baily's  „beads"  entscheiden  Icönnen,  besonders  wenn  man  die 
Vorsicht  braucht,  diejenigen  Theile  des  Mondrandes,  welche  be- 
stimmt sind  fiir  die  betreffende  Station  die  letzte  und  erste  Phase 
vor  und  nach  der  totalen  Finsterniss  zu  bilden,  genau  za  betrach- 
ten und  etwa  zu  Papier  zu  bringen,  da  an  der  Lage  der  Moed- 
berge  hier  alles  gelegen  ist 

Eine  wesentliche  Vorbereitung,  der  leider  von  den  Voraasbe* 
rechnern  beinahe  nie  entsprochen  wird,  ist  die  Kenntniss  det 
Punktes  der  Mondscheibe,  bei  welchem  die  zweite  innere  Beruhmo^ 
stattfindet.  Die  Corona  wird  in  der  ganzen  Gegend  des  Wieder- 
erscheinens der  Sonne  so  licht,  dass  den  Beobachter  besonders  bei 
stärkeren  Vergrüsserungen  unwillkürlich  die  Besorgniss  ergreift^ 
er  habe  vielleicht  nicht  den  richtigen  Punkt  im  Auge.  Dass  aber 
solche  Unruhe  vom  Uebel  ist,  brauche  ich  nicht  erst  zu  sageo. 
Kennt  der  Beobachter  hingegen  den  Positionswinkel  des  Endes 
der  Totalität,  und  lässt  er  sich  etwa  30  Secunden  vor  diesem  Ende 
von  seinem  Gebülfen  avertiren,  so  ist  eine  einfache  Drehung  des 
Mikrometers  hinreichend,  um  mit  aller  Bestimmtheit  zu  erfabreo, 
wo  man  den  ersten  Lichtblitz  wieder  zu  erwarten  hat. 

Was  den  verroutheten  Zusammenhang  der  Protuberanzen  mit 
den  Flecken  und  Fackeln   der  Sonne  betrifft,   so  sollten  die  rei* 
senden  Astronomen  es  den  stabilen  Observatorien  überlassen,  för 
die  Beantwortung  dieser  Frage  die  nuthigen  Daten  zu  sammeln. 
Das  Augenmerk  dieser  letzteren  wird  darauf  gerichtet  sein  nüs* 
sen,  mugUchst  genaue  Kenntniss  von   der  Lage  der  Flecken  and 
Fackeln  zu  geben,  die  während  der  totalen  Finsterniss  am  Rande 
der  Sonne  stehen ,  also  an  sich  unsichtbar  sind.    Thunlichst  zahl- 
reiche Beobachtungen  der  Sonnenflecken  mit  zweckmässig  einge- 
richteten Mikrometern   etwa  eine  Woche  vor,    und   ebenso  eine 
Woche  nach  der  Finsterniss  werden  die  Frage,    welche  Stellong 
die  in  Betracht  kommenden  Flecken  während  der  Finsterniss  ein- 
nahmen,   ganz  besonders   dann   hinreichend   genau  beantworten, 
wenn  man  der  Reduction  für  jeden  einzelnen  Fteck  jene  Elemeota 
der  Rotation  des  Sonnenkorpers  zu  Grunde  legt,  welche  aus  deo 
Positionen  gerade  dieses  Fleckes  sich  ergaben.    Die  Rednctioo 
wäre  allenfalls  in  der  von  mir  befolgten  Art  (A.N.  Bd.XLU.,  S.209n 
Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  matbem.- 
naturw.  Gl.  XVII.  Bd.,  S.41L)  vorzunehmen.    Die  Sonuenfackeb* 
deren  unmittelbare  Beobachtung  schwer  halten   dürfte,    kSnnten 


bei  totalen  Sonnenfinsternissen,  483 

aof  di€?  Flecken  bezogen  und  ihre  relative  Lage  gegen  diese  mog- 
Kchflt  vollständig  angegeben  werden.  Während  der  vierzehn  Tage, 
in  deren  Mitte  die  Finsterniss  fiele,  sollte  nur  eben  die  Entvricke- 

long  von  Flecken  und  Fackeln  thunlichst  uberivaeht  werden. 

* 

Unter  den  Beobachtungen,  die  mit  freiem  Auge  anzustellen 
siod,  empfehle  ich  wiederholt  (A.  N.  Bd.  XXXII.,  S.  395.)  die  Fest- 
stellung derjenigen  Orte,  wo  entweder  die  totale  Finsterniss  nur 
eio  paar  Secunden  gedauert  oder  ein  ganz  kleiner  Lichtfunke  der 
Sonne  übrig  blieb.  Wenn  man  dafür  Sorge  trägt,  die  Oertlicb- 
keit  der  Station  genau  anzugeben,  werden  solche  Bemerkungen 
über  die  eigentliche  Lage  der  nördlichen  und  südlichen  Grenzlinie 
des  Totalitätsgürtels  von  grossem  Nutzen  und  vielleicht  den  zu 
äbnliofaem  Zwecke  vorgeschlagenen  photographischen  Abbildungen 
des  Mondes  vorzuziehen  sein. 

Schliesslich  wünsche  ich,  dass  recht  viele  Astronomen  es  über 
sich  gewinnen  ror>gen,  ihr  Auge  festgebannt  am  Fernrohre  zu  lassen, 
und  auf  den  Genuss  der  Schönheit  des  Phänomenes  im  Ganzen 
zu  verzichten.  Nur  wer  dieses  Opfers  föhig  ist,  wird  wirklich 
Erspriessliches  leisten. 


Nacbscbrift  des  Heraasgebers. 

Als  ich  eben  dieses  Heft  zu  schliessen  im  Begriff  bin,  erhalte  ich 
Nr.  1244.  der  „Astronomischen  Nachrichten.  1860.  März  29.'% 
worin  sich  ein  sehr  lesenswerther  Aufsatz:  ^,Ueber  die  Pola- 
risation des  Lichtes  der  Corona  bei  totalen  Sonnen- 
fiosternifisen''  von  Herrn  E.  Edlund,  Professor  der  Physik 
ander  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Stockholm,  befindet, 
in  welchem  derselbe  Nachricht  giebt  über  seine  bei  der  in  Schwe- 
den eingetroffenen  totalen  Sonnenfinsterniss  vom  28sten  Juli  1851 
ZQ  WernamOy  einem  beinahe  auf  der  Linie  der  Centrallinie  der 
totalen  Finsterniss  liegenden  Orte  in  Schweden,  angestellten  Be- 
obachtungen. Aus  diesen  mit  grosser  Sorgfalt  angestellten  Beob- 
achtungen ergab  sich  ganz  unzweideutig,  dass  das  Licht  der 
Corona  polar isirt  war,  und  es  war  auch  möglich,  die  Rich- 
tung der  Polarisationsebene  zu  bestimmen.  Wenn  nun  Herr  Ed- 
lund am  Ende  seines  sehr  beachtenswerthen  Aufsatzes  sagt: 

„Die  Polarisation  und  die  Richtung  der  Polarisationsebene  im 
Lichte  der  Corona  sind  schwer  zu  erklären,  wenn  man  nicht 
annimmt,  dass  der^onnenkurper  von  einer  Atmosphäre  um- 
geben sei,  die  ohne  selbstleuchtend  zu  sein  das  Vermögen 
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besitzt  9  die  Lichtstrahlen  zu  reflektiren.  Nimmt  nan  die 
Existenz  einer  solchen  Atmosphäre  an,  so  werden  die  foo 
mir  beobachteten  Erscheinungen  davon  eine  nothwendige  Folge 
sein  und  können  vorausgesagt  werden.  Von  übrigen  Unstin- 
den  9  welche  für  das  Vorhandensein  einer  Sonnen-Atniosphire 
sprechen»  will  ich  bloss  die  erst  im  Jahre  1852  von  Herrn 
Secchi  gemachten  Wahrnehmungen  hier  erwähnen,  znfolge 
deren  die  Sonneoscheibe  von  der  Mitte  mehr  Wärme  als 
von  Punkten  näher  an  der  Peripherie  ausstrahlt,  woraus  man 
die  Folgerung  schon  gezogen  hat,  dass  die  Photosphäre  tod 
einer  wärmenden  absorbirenden  Atmosphäre  umgeben  sein 
möge;** 

so  stimmen  wir  ihm  darin  ganz  bei,  und  'sind  der  Meinung,  dtss 
auf  diese  Weise  ein  neuer  Beweis  geliefert  ist,  dass  die  hei  totaten 
Sonnenfinsternissen  vorkommenden  merkwürdigen  ErscheinoDgea 
lediglich  der  Sonne  und  nicht  dem  Monde  angehören,  weon 
man  auch  hiervon  nicht  schon  anderweitig  längst  überzeugt  wSre. 


%:% 
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Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kreise  zu  suchen. 

Von  Herrn  Dr.  W.  Stamm  er. 
Die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  seien 

Bezeichnen  wir  dann  mit  x' ,  y'  die  Berührungspunkte  des  ersten 
und  mit  af,  y"  die  des  zweiten  Kreises,  so  hat  man  noch  die 
beiden  Gleichungen: 


x'^af^     «'-A'""     «*'-*''• 
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Erhebt  maa  die  letzte  Gleichung  in's  Qoadrat»  addirt  auf  beiden 
Seiten  1,  so  kommt: 

Dadurch  liefert  die  erate  der  beiden  letzten  Gleichan^en: 

(y'-A')  (A'  -  K')  +  (x[  ^^)  ig'  ^g")  =  r'  (-r'  T  r"). 

Da  diese  Gleichung  an  die  der  Polaren  erinnert,  multiplicire  man, 

r' 
om  vo!^B  zweite  Glied  r'*  zu  erhalten,  mit 'TL^ßt'^  ^**  S^*^* 

Jetzt  aetze  man: 


daher 


ind 


Die  geanchten  Berfihrungapuokte  sind  also  die  Durchschnittspunkte 
des  Kreises  I  mit  der  Polaren  des  Punktes  x^^  ^s-  Oa  nun  zwei 
solche  Punkte  x^»  y^  existiren  (wegen  des  Zeichens  ±),  so  gibt 
08  also  im  Allgemeinen  vier  Berfihrungspunkte,  mithin  auch  vier 
Tangenten.  Sollen  diese  Punkte  existiren,  so  rouss  die  Polare 
den  Kreis  schneiden,  mithin  die  Punkte  0:3,  y%  ausserhalb  oder 

auT  dem  Kreise  liegen,   also  (^— ^')'+(yt— A')*C^'*>   woraus 

man  die  bekannten  Bedingungen  ableitet  —  Andererseits  zeigen 
die  Ausdrucke  fär  x^,  y^,  dass  diese  Punkte  die  Centrale  im  Ver- 
hältniss  der  Halbmesser  theilen  und  mithin  mit  den  Mittelpunkten 
harmonische  Punkte  sind.  Nimmt  man  nun  einen  dritten  Kreis 
hinzu  und  nennt  die  neuen  beiden  Paare  Aehnlichkeitspunkte  x^ ,  y, 
imd  :r| ,  yi ,  so  hat  man : 

_  AV  ±AV^         _  h'^r'jh'r^         _  A«V^^AV^ . 


x^  =  '^  ^,j^'^n      n.  s.  w. 


Daher 


y,-r-ya  _  AV±(y04:A^t^T(A^0-AVTAV^ 
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Die  Zeichen  der  eingeklammerten  Ausdröcke  rOhren  von  jfg,  Xy 
her,  und  da  diese  von  x^^  y^  unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  die 
eingeklammerten  Ausdrücke  unter  sich  und  ebenso  die  nicht 
eingeklammerten  unter  sich  zugleich  mit  dem  oberen  oder  dem 
unteren  genommen  «verden  müssen,  dass  aber  die  Zeichen  der  ein* 
geklammerten  von  den  anderen  nicht  abhängen.  Eben  dieselbe 
Bemerkung  gilt  für 

.Vi  — y«        T  (A  V)  —  h'r"  4:  h"t^-\^  K"t"  -^  (A^rQ  T  h!i^ 

Zur  Bildung  dieses  Ausdruckes  muss  man  erst  Zähler  und  Nen- 
ner von  ^3,  x^  mit  -j:  1  multipliciren,  so  dass 

_±AVjfAV^ 

Beachtet  man  nun,  dass  die  eingeklammerten  Glieder  in  beidea 
Brüchen  zugleich  mit  dem  oberen  oder  unteren  Zeichen  genom- 
men werden  müssen,  weil  sie  sich  auf  denselben  Punkt  bezlebtt, 
und  dass  die  oberen  Zeichen  dem  inneren,  die  untern  dem  äos* 
seren  Aehnlicbkeitspunkte  entsprechen ,  und  dass  ferner  drei  von 

den  sechs  Punkten  in  einer  Geraden  liegen,  wenn ^zn^ — ^t 

so  erhält  man  aus  der  Vergleichung  der  beiden  Brüche  für  die 
verschiedenen  Zeichen  sehr  leicht  den  bekannten  Satz  von  den 
vier  Aehnlichkeitslinien. 

Wenn  auch  dieser  Beweis  etwas  weitläufig  ist,  so  bat  er  doch 
den  Vortheil,  sehr  allgemein  zu  sein  und  nicht  (wie  der  voo 
Plücker)  einen  anderen  Lehrsatz  vorauszusetzen. 


Aas  emem  Schreiben  des  Herrn  Dr.  Zehfuss  in  Heidel- 

berg  an  den  Herausgeber. 
Ich  habe  eine  unter  gewissen  Voraussetzungen  sehr  allge- 
meine Formel  gefunden,,  welche  ein  bestimmtes  Integral  mit  deo 
Grenzen  od  und  0  auf  ein  anderes  zwischen  denselben  Grenzen 
zurückführen  lehrt,  wobei  sich  häufig  Bestimmungen  ergeben. 
Ueberdiess  erhält  man  wegen  Einführung  des  Imaginären  allemal 
zwei  ^Formeln  auf  einmal.  Eine  Skizze  desjenigen  Theils  meiner 
Formel,  welcher  zur  Herleitung  des  einen  von  Herrn  Lector  Lind- 
man^)  erwähnten  Integrales  hinreicht,  lässt  sich  wie  folgt  geben. 

/OD 
F{x)dx  zu  verwandeln,    denke  man  es  als  einen 

0 

speziellen  Fall  ^(0)  von 

*)  Heft  I.  diesee  TheiU.  S.  118. 
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0 

1)  Unter  Voraassetzung  der  Differentiirbarkeit  die- 
968  Integrales  nach  jedem  positiven  Werthe  von  y 
(vrozu  vor  allen  Dingen  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  F{pc\yi) 
für  alle  Werthe  von  x  und  y  zwischen  0  und  oo  gehurt)  ergibt  sich : 

^^  =  »y  *  F\x\yi)dx  =  iF(oo  +  yi)  - iF(yt> 

*  0 

Es  sei  nun  v  so  hestimmt,  dass  für  n=Qt 

lim  (« -{^yiy  F(n  +  yi)  =  L 
werde,  wo  L  einen  constanten  Werth  vorstellt.    Nun  ist 

8tf;(y)  Li 

also 

2)  Wenn  nun  v^ly  so  fällt  rechter  Hand  das  erste  Glied 
weg,  nod  indem  man  für  y  die  Grenzen  x>  und  0  annimmt^  entsteht 

t^(aD )-iKO)  =  -  «y"  fXyiydy. 

0 

/OD 
F{x  +  (xi)da:  verschwindet, 

bleibt 


/OD 
F(x)dx  ist: 

u 


/OD  /^  OD 

F{x)dx  —  i  I       F(xi)dx. 

O  O 

In  dieser  Fundamentalformel  setze  man  nun 

•  ^(^)= — rqr^2 — »  ^^  f*.<J» 

alsdann  sind  die  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  erfüllt,  also  ist 

0  o 

d.  b.  nach  Trennung  des  Realen  and  Imaginären : 

•  00 

QDd 
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0  ,0 

aas  beiden  Gle^ichoogen  ergibt  sich  durch  Aoflosen: 

1  +  o:*  26iDfi»     ^  1 — x^  2      ^'^ 

o  o 

Das  andere  von  Herrn  Lector  Lindinan  erwähnte  Integral  war 

/*•  sinoarsinÄa?  ,  ^   . 


Man  hat 


j=,y dx. 


Da  nun  nach  einer  bekannten  Pormel 

»  ^-cx — coseo? 


/ 


dx  —  {i 


X 

ist,  so  lässt  sich  der  vorige  Werth  auch  setzen: 


='/ 


Nachsatz.    Um  den  Werth  des  bestimmten  Integrales 

/» »  sin«+Hia:Ar 


;«+l 


zu  ermitteln,   worin  n  und  k  gerade  positive  Zahlen  sind,  ver- 
tausche man  x  mit  ax\   diess  gibt: 

»sin  «+*+>(«*) 


,-.j=/ 


dx* 


Nun  sei 

sin  *+*+i(aa:)  =  ^|  sin  er  -f  ^s  sin  3ax  +  ...•  =  ZAm  sin fiMiar , 
wo  Alf  ^Ig....  BinomialcoefBcienten  vorstellen.    Alsdann  ist 

-       -,  .      /* »  sin  max  , 

Differentiirt  man  beiderseits  nmal  nach  a^  so  kommt: 
also  ist 

Heidelberg,  den  3.  Februar  1860. 
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Literarischer  Bericht 

CXXXIII. 


Joseph  Grailloh, 

ProfeMor  der  höheren  Phjsik   an  der  Universität  la  Wien, 

starb,    kaum  30  Jahre  alt,  in  Wien  an  der  Schwindsucht 

am  13.  September  1859. 

Der  Herausgeber  des  Archivs  ist  durch  die  Nachricht  von  dem 
Dahinscheiden  des  obigen  trefflichen  jungen  mathematischen  Phy- 
sikers wahrhaft  erschüttert  worden.  Er  hatte  im  Jahre  1856  das 
GIfick,  denselben  persönlich  kennen  zu  lernen,  namentlich  einige 
ihm  ewig  unvergessliche  Stunden  in  dem  engeren  Familienkreise 
eioes  von  ihm  wahrhaft  hochverehrten  Mannes  mit  dem  so  früh 
Dahingeschiedenen  zu  verleben,  und  glaubte  damals  in  demselben» 
im  höchsten  Grade  angezogen  durch  die  grosse  Liebenswürdig- 
keit und  Anspruchslosigkeit  seines  W^esens»  einen  jungen  Mann 
von  biQhender  Gesundheit  zu  erkennen,  —  wenigstens  seiner  Sus- 
seren Erscheinung  und  dem  ersten  dadurch  hervorgebrachten  Ein- 
druck nach,  worin  man  sich  ohne  nähere  Kenntniss  freilich  leider 
nur  zu  oü  täuschen  kann.  —  Desto  erschlitternder  und  betrübender 
mosste  natürlich  die  Nachricht  von  seinem  Tode  wirken.  Was  Gral- 
iich  der  Wissenschaft  war,  zeigen  seine  Arbeiten,  und  Alle»  die  ihm 
nSher  standen»  namentlich  seine  trefflichen  Lehrer»  wissen  es; 
mehr  über  seinen  Werth  zu  sagen,  ist  jetzt  hier  nicht  der  Ort; 
es  kann  nur  der  Wunsch  ausgesprochen  werden»  dass  derselbe 
recht  bald  in  einem  ausführlichen  Necrolog»  um  dessen  Eipsen- 
dong  der  Herausgeber  des  Archivs  dringend  bittet»  vollständig 
gewürdigt  werden  möge.  G. 


Mechanik. 

Einleitung  in  die  Mechanik.    Zum  Selbstunterricht 
mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens 

ThU  XXXIV.  Hft.  1.  1 


t  Uterarischer  Herttht  CKXXUh 

von  ILB.  Labsen.  IV.  Theil.  Fortsetzung  der  Dynamik 
fester  Korper.  V.  Hydrodynamik.  VI.  Aerodynamik. 
Mit  51  Figuren  im  Text.    Hamburg.    O.  Meissner. 

Wir  freuen  uns,  dass  unser  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIX.  S.i 
ausgesprochener  Wunsch,  dass  noch  die  auf  dem  obigen  Titel 
angegebenen  Theile  der  Mechanik  als  Fortsetzung  der  früheren 
in  der  genannten  Nummer  des  Literarischen  Berichts  angezeigten 
Theile  dieses  empfehlensvrerthen  Buchs  erscheinen  muckten,  sckon 
jetzt  in  Erfüllung  gegangen  ist.  Die  Fortsetzung  der  Dynamik 
enthält  die  Gesetze  der  Pendelschwingungen,  die  Lehre  vom 
Mittelpunkt  des  Schwunges  und  des  Stosses  und  die  Lehre  tob 
der  Wirkung  oder  Arbeit  der  Kräfte,  wo  sich  auf  S.  119.  die  histo- 
risebe-  Notiz  findet,  dass  das  Maass  der  Kräfte,  welches  mto 
jetzt  eine  Pferdekraft  nennt,  daher  entstanden  sein  soll,  dass 
Watt  gegen  einen  Fabrikanten,  der  eine  Muble  durch  acht  PfeMe 
bewegen  Hess,  geäussert  haben  soll:  er  wolle  ihm  eine  Dampf- 
maschine liefern,  welche,  bei  geringeren  Kosten,  dasselbe  leiste, 
mit  derselben  Kraft  wirke,  wie  jene  acht  Pferde.  In  der  Hydro- 
dynamik und  Aerodynamik  hat  sich  der  Herr  Verfasser  nur  aa( 
das  Allernothwendigste ,  in  der  gewohnlichen  Praxis,  am  Häutg* 
sten  Anwendbare  beschrankt,  nämlich  auf  die  Lehre  vom  Ans- 
fluss  des  Wassers  aus  Gefässen  bei  constanter  Druckhohe,  die 
Lehre  vom  Ausfluss  des  Wassers  aus  prismatischen  Gefössen  bei 
constanter  Druckhöhe,  die  Lehre  vom  Stoss  des  Wassers  gegen 
feste  Körper  und  umgekehrt,  und  auf  die  Lehre  vom  Ausflosse 
der  Luft  aus  Behältern.  Bei  Wissenschaften ,  deren  Natur  noch 
so  sehr  eine  bloss  hypothetische  ist,  wie  die  der  Hydrodynamik 
und  Aerodynamik,  halten  wir  bei  einem  Buche  von  der  Tendenz 
des  vorliegenden  die  sehr  engen  Gränzen ,  die  der  Herr  Verfasser 
sich  hier  gezogen  hat,  för  völlig  zweckentsprechend,  und  ver* 
weisen  übrigens  rücksichtlich  unsers  allgemeinen  Urtheils  über 
dieses  Buch  auf  die  oben  angegebene  Nummer  des  Literar.  Ber. 


Physik. 

Der  Redaction  des  Archivs  ist  ^er  nachstehende  Catahg 
akustischer  Apparate  zugesandt  worden,  welche  bei  Herrn  Rn* 
dolph  KOoig  in  Paris  (Place  du  Lyci^e  Louis- Le- Grand,  5.) 
verfertigt  werden.  Schwerlich  wird  man  anderwärts  eine  so  voll* 
ständige  Sammlung  schöner  und  neuer  In  das  Gebiet  der  Akostik 
einschlagendet  Apparate  finden,  wie  hier,  wobei  wir  beinerbn» 
dass  aoth  die  Pvehre  uns  seht  massig,    übemH  ddm  WeHke  ^^ 
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Afiptnite  eateprecliMMl»  angesetzt  su  «ein  scheineD*  Wir  bälten 
«oa  daher  für  yerpflichtet,  miaere  Leser  auf  diesen  Catal^  auf'* 
nnirksaiii  sa  macheo»  welcher  in  systematischer  Ordoneg  237 
Kunmem  enthält.  Die  Haupt -Rnhrikeu  desselben  kuanen  wir 
im 'Folgenden  leider  nur  angeben: 

Catalogue  des  principaux  appareils  d'Acoustique, 
qoi  se  fabriquent  ehez  Rudolph  Koenig  a  Paris,  Place 
du  Lyc^e  Louis-Le-Grand,  5.  Paris,  Imprimerie  Bailly, 
Oi?ry  et  CS  Place  Sorbonne,  2.    1859.    8<». 

I.  Appareils  pour  la  production  du  son  dans  les  principaux 
cas  (N®.  1—30.)'  — '  II.  Etudes  sur  Torigine  et  la  nature  du  son 
(N<^.  31—45.).  —  III.  Appareils  pour  tracer  et  pour  compter  les 
ribrations  (N^.  46— 55.).  —  IV.  Appareils  pour  di^terminer  la  vitesse 
dekpropagation  du  son  (N^.  56 — 59.).  —  V.  Appareils  pour  l'i^tude 
desmouvementsondalatoires  et  vibratoires.  (N®.  60— 79.).  —  VL  Vi- 
brations  de  Tair  (No.  80—123.).  —  Vll.  Vibrations  des  cordes 
(N^  ri4-133.).  —  VIII.  Vibrations  des  merobranes  (N^  134-143.). 
-  L\.  Vibrations  des  verges  et  laroes  (N^.  144—158.).  —  X.  VI- 
brations  des  piaques  (N^.  159 — 172.).  —  XI.  Comniunication  dep 
▼ibrations  et  syts^mes  vibrants  (N^.  173—190.).  —  Tableauz  peints 
ä  rbuile  de  1  ro^tre  50  sur  )  m^tre ,  servant  aux  dömonstrations 
pabliques  d*un  cours  d'Acoustique  (N^.  191 — 232.).  —  Quelques 
modales  d'anatomie  ^lastique  du  Dr.  Auzoux  (N<».  233—237.). 

Man  wird  hieraus  die  grosse  Vollständigkeit  dieser  Sammlung 
ersehen  und  die  besondere  Hin  Weisung  der  physikalischen  Kabi* 
nette  aller  Lehranstalten  auf  dieselbe  gewiss  gerechtfertigt  finden. 
Besonders  interessant  ist  aber  noch  die  dem  vorliegenden  Catalog 
beigelegte  Anzeige  eines  von  Herrn  Edouard-L^on  Scott  er- 
faodenen,  von  Herrn  Rudolph  Koenig  construirten  Instruments, 
welches  unter  dem  Namen  ..Phonantofl^raphe''  den  Zweck 
bat»  die  den  Schall  bedingenden  vibratorischen  Bewegungen  ge- 
Wissermassen  niederzuschreiben  oder  bildlich  darzustellen.  Dem 
Interesses  wegen,  welches  dieses  Instrument  nothwendig  erregen 
moss»  lassen  wir  das  Wesentliche  aus  der  uns  vorliegenden  An* 
zeige  nachstehend  abdrucken »  indem  wir  des  Weiteren  wegen  auf 
den  Catalog  selbst  verweisen : 

Le  Phonautographe,  appareil  pour  la  fixation  gra- 
phique.  ^eB  bruits,  des  sons,  de  la  voix,  inveut^  par 
M,  ^douard-Li^on  Scott  et  constrnit  par  M.  Budflph 
Kernig»  censtructeur  d'instruments  d'acoustiqne»  k 
Paris»  Place  du  Lycöe  Louis-Le*Grand,  $.  Brevets 
frau^ais  (s.  g.  d.  g.)  et  ^trangers. 
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M.  L^on  Scott»  vou^  par  sa  profeMion  ä  ViSnim  irtfA^M 
•t  Bavante  de  la  typoKrapbie,  a  consacr^  siz  annees  d'eforts^ 
de  saerifices  ä  ia  reelrerche  d'ime  Impression  oaturellede«  pMna- 
mtoes  sonores ;  plusieurs  soci^^s  scienti6qaes  et  des  professeHS 
«^mioeots  ont  re^^u,  ä  diffi^rentes  reprises,  coniroanieation  des  eprea* 
ves  par  lui  obtenues  de  sons  de  Tair»  de  braits,  da  cbant  des 
instruments  de  musique  et  de  la  voix.  II  est  eo  mesure  aujonrdU 
de  fouroir  aux  savants  et  aux  praticiens  an  Instrument  capablede 
r^aliser  les  expöriences  les  plas  curieases  et  les  plus  vari^es. 

L'inventeur  a  dd  lutter  longtenips  contre  les  obstacles  de  toote 
natare  qni  se  rencontrent  k  la  naissance  de«  d^^coavertes  iropor- 
tantes,  dont  le  r^sultat  ne  s'adresse  pas  imm^diatement  &  fa  si- 
tisfaction  des  besoins  mat^rieU.  Heureusement ,  un  aaxiliaire  M 
est  arriv^.  M.  Rudolph  Koenig  s'est  mis  a  sa  disposition  psv 
la  compl^te  mise  en  oeuvre  de  la  phouautographie.  M.  Scott 
doit  beaacoup  ä  ce  constructeur  babile  pour  Texecution  regali^ 
de  rinstrumeot»  la  disposition  de  ses  diverses  parties  dans  de 
bonnes  conditions  aeoustiques,  Tingönieux  agencement  qui  doit 
perraettre  k  Fappareil  de  figurer  honorablement  dans  an  cabioet 
de  physique.  En  moins  de  six  mois,  la  collaboration  de  ripFen- 
teur  et  du  constructeur  a  donn^  naissance  au  Pbonautographe,  en 
ce  moment  soumis  ä  i'appröciation  et  au  jugerocnt  du  mondt  de 
la  Science  et  de  Tart. 

La  särie  des  experieoces  d^jii  räussies  et  qui  est  indiqo^ 
plus  loin  montrera  Ti^tendue  des  Services  que  le  nouvel  instrumeot 
est  appele  k  rendre  ä  la  science  aiosi  qu*aux  arts  entre  les  maina 
des  physiciens,  des  physiologistes,  des  professeurs  de  cooserra- 
toire,  des  linguistes,  des  facteurs  d*instruments ,  des  amatears 
carieux,  des  chercheurs  repandus  sur  la  surface  de  TEurope  sa- 
vante.  II  suffira  de  dire  ici  qu*on  obtient  facilement,  d^s  aujour- 
d'bui»  une  impressioo  correcte  d*un  grand  nombre  de  monveroents 
rapides  et  spöcialement  des  mouvements  vibratoires  qui  s'acconi- 
plissent  dans  I'air  et  qui  sont  produits  par  des  instruments  quel- 
conques»  soit  de  ni^canique,  de  physique  ou  de  musique,  ouroeme 
des  voix  ou  d*autres  agents  physioiogiques,  et  qu'on  peut,  par 
extension,  en  muUiplier  les  öpreuves  par  les  moyens  connus. 

Voici  une  s^rie  d'expöriences  qu'on  peut  röaliser  par  la  pbo- 
nautographie : 

P  Ecrire  le  roouveroent  vibratoire  d*on  solide  quclconque  paar 
servir  de  terme  de  comparaison  avee  les  moovenienta  d*aD  flaide; 
eoropter,  au  rooyen  do  chronom^tre  pointeur,  le  nombre  de  vibia- 
tions  ex<(cut^es  par  ce  solide  dans  Tunitd  de  terops; 
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'  y  Ud  diapa80fi  ayant  ^t^,  par  le  moyen  de  l'exp^rieiiee  pröc^l- 
dente,  ^talonn^  a  an  nombre  d^termin^  de  vibratlonii  dans  l'onild 
de  temps  (500  oo  1000  par  exerople),  compter»  en  lea  Aifeant 
foire  simultandnient»  le  nombr^  des  vibrations  accomplies  par  an 
a|i^nt  apte  k  vibrer  (solide  ou  fluide)  dans  un  espace  de  temps 
aossl  coart  que  Ton  voadra  (quelques  milli^mes  de  seconde). 
Exemple:  compter  et  roesurer  les  pbases  diverses  d*un  bruit  et 
les  intervalles  de  temps  compris  entre  des  ph^nom^nes  sonores 
rapides  et  successifs;  i^pronver  la  sonoritö  relative  des  metaux^ 
des  alliages,  des  bois,  etc.; 

3^  Ecrire  les  vibrations  produites  dans  ane  membrane  par  an 
toyaa  ou  plusieurs  sonnant  simultaneroent,  en  compter  le  nombre, 
en  montrer  les  phases;  obtenir  la  figure,  ou  diagramme  aeousti- 
qae,  de  cbacon  des  accords  et  des  di^isonnances ;  i^crire  de  mdme 
lechant  d'instrnments  a  vent  quelconques»  montrer  le  timbre  propre 
de  ces  Instruments;  öcrire  le  mouvement  compos^  räsultant  de 
SAos  de  deux  ou  de  plusieurs  instruments  jouänt  simultan^ment; 

4^  Ecrire  le  chant  d*une  voix;  en  mesurer  l'^tendue  par  le 
ebronom^tre  pointeur  ou  le  diapason  ^talon  pointeur;  öcrire  la 
gamme  d'un  chanteur,  en  mesurer  la  justesse  par  le  diapason 
pointeur,  en  montrer  la  puretö  (ou  Tisochronisnie  des  vibrations) 
aiDsi  qae  le  timbre;  öcrire  une  ih^lodie  et  la  transcrire  k  Faide 
da  diapason  pointeur;  äcrire  le  chant  simultan^  de  deux  voix^et 
eo  montrer  Taccord  ou  le  däsaccord; 

S^  Etndier  acoustiquement  les  roouveroents  physiologiques  oo 
patbolqgiqnes  de  Tappareü  vocal  et  de  ses  parties  pendant  les 
difföreotes  Emissions  de^son,  le  eri»  la  toux,  etc.;  marquer  les 
aecidents  de  timbre  propres  k  une  voix  donn^e; 

6^  Etudier  la  voix  articulöe  et  la  däclamation«  ainsi  que  les 
diigrammes  syllabiqnes,  etc.; 

7^  Inscrire,  k  Taide  d'ajustements  accessoires,  les  roouvements 
dn  pendale,  du  toton,  de  Taiguille  aimanti^e»  le  mode  de  locomo* 
tion  d'an  insecte,  etc. 

Prix  de  l'appareil  complet,   dont  le  chronomMre  et  le 
diapason  ^talonne,  mentionn^s  \^  et  2^»  Tont  partie    .    .    500  fr. 
—  Le  ro^me,  avec  cylindre  et  porte-roembrane  en  bois  .    400  „ 

Blen  que  Tappareil  seit  d'un  niaiiTement  facile,  et  les  mani- 
palations  ndcessalres  k  Tobtention  et  ä  la  fixation  des  ^prenves 
awsl  simples  que  pea  hombreases,  il  sera  donne  aox  personnes 
qol  se  procnreront  un  appareil  ane  instraction  ddtaiilde  poor  son 
mnplel. 
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Kaenig,  seul  coMtructeor»  a  Paris»  place  du  Lyc^  t«oiua<>ii» 
Graad»  ii<^,  5; 

Et  pour  les  cessions  de  brevets,  ä  M.  P.  Clouvef,  aTOCi^ 
rue  Saint -Jacques,  n^.  326. 

AnleituDg  sru  den  magnetischen  Beobachtungen« 
Von  Karl  Kreil,  Director  der  k.  k.  Central-Anstalt  für 
Meteorologie  und  Erdmagnetismus  u.a.  n*.  Zweite  Ter* 
mehrte  Auflage.  (Als  Anhang  zum  XXXII.  Bande  der 
Sitzungsberichte  der  mathem.-naturw.  Classe  derLk. 
Akademie  der  Wissenschaften.)    Wien.  1858.    8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  diese  neue  Auflage  einer  aus  ihrer 
früheren  Ausgabe  hinreichend  bekannten  trefflichen  Schrift  anxei* 
gen  zu  können.  Jedenfalls  enthält  diese»  aus  der  Feder  eine» 
mit  der  Anstellung  magnetischer  Beobachtungen  und  allen  dm 
gehörenden  älteren  und  neueren  Apparaten  so  vollkommen  wie 
irgend  Jemand  vertrauten  Mannes  geflossene  Schrift  eine  der 
besten  Anleitungen  zu  solchen  Beobachtungen»  welche  es  glebt» 
und  muss  Allen,  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen  besdiifti* 
gen  wollen»  dringend  empfohlen  werden»  da  wir  sie  filr  Jede% 
der  sich  solchen  Arbeiten  zu  widmen  denkt»  geradezu  unentbeln* 
lieh  halten.  Auch  können  wir  namentlich  die  Versicherung  gebet, 
dass  in  dieser  neuen  Ausgabe  alle  seit  dem  Erscheinen  der  erstei 
gemachten  neuen  Erfindungen»  sofern  sie  wirklich  wisaenscbtft- 
lichen  und  praktischen  Werth  haben»  sorgfältige  Berficksichtigug 
gefunden  haben,  und  dass  alle  Instrumente  und  Apparate  doreh 
sehr  saubere  Holzschnitte  erläutert  worden  sind.  Auch  sind  allsa 
Methoden  vollständig  ausgerechnete  numerische  Beispiele  beige- 
fügt worden»  entnommen  aus  den  vielen  praktischen  ArbeiteB, 
welche  Herr  Director  Kreil  auf  diesem  Felde  in  einer  langen 
Reihe  von  JaVen  in  allen  Theilen  des  österreichischen  Kaiser- 
staats aosgefflhrt  hat.  Zuerst  beschäftigt  sich  die  Schrift  mit  den 
Bestimmungsstöcken  der  magnetischen  Erdkraft,  nämlich  L  der 
Declination,  II.  der  horizontalen  Intensität»  III.  der  Inclinatioa; 
hierauf  folgen  die  Variations- Apparate  und  dann  die  astroDomi- 
scben  Beobachtungen»  die»  wie  sich  von  selbst  versteht»  mit  jeder 
magnetischen  Beobachtung  zu  verbinden  sind.  Den  Schluss  bil* 
ti«t  eine  Reibe  von  Tafeln»  welche  zur  wesentlichen  ErleiobteroMg 
der  Rechnungen  sehr  geeignet  sind»  nämlich:  I.  Tafel  Pk  4m 
«KttagsvfrbMsernog.  II.  Tafe4  fOr  die  Mitternacbtsv€fb€Kwofeag> 
lU.  Tafel  fi^  die  niCtlere  Refraetion.  IV.  V.  VL  Tafeln  ttr  * 
rorrectionen  wegen  des  Luftdrucks,   der  Temperatur  des  Qssek- 
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i'rlbers  and  der  Temperatur  der  iosüeren  Luft    Vir  HOhetiparal* 
late  der  Sdtine.    VIII.  Logarithmen  von  m  ond  n.    Bemerkangen. 

Möge  der  Herr  Verfasser  durch  Beachtung  seiner  ausgezeieh- 
neteo  Schrift  in  möglichst  weiten  Kreisen  f&r  seine  bei  der  Be- 
arbeitung dieser  neuen  Auflage  gehabte  Muhe  reichlich  belohnt 
werden« 


Astronomie. 

GeH'iss  ist  es  den  Lesern  des  Archivs  interessant,  zu  ver- 
nehmen, dass  die  Erben  Schuroacher's,  des  früheren  berühm- 
ten Directors  der  Sternwarte  in  Altena,  dessen  Briefwechsel  mit 
Gauss  und  Olbers,  im  Ganzem  5  BSnde  k  28  Bohren,  heraus- 
zugeben  beabs<ichtigen,  und  dass  die  Leitung  dieses  Unterneh- 
mens jedenfalls  keinen  besseren  Händen  anvertraut  werden  konnte, 
als  denen  seines  trefflichen  Nachfolgers,  des  gegenwärtigen  hoch- 
verdienten Directors  der  Altonaef  Sternwarte,  Herrh  <  Prof.  Dr. 
C.  A.  F.  Peters.  Je  mehr  der  Unterzeichnete  selbst  das  An- 
denken Schumacher's  mit  aufrichtiger  Pietät  In  seinem  Herzen 
bewahrt,  und  je  mehr  er  sich  durch  die  Freundschaft  des  tttK^ 
Heben  Herausgehers  geehrt  und  begtdckt  föhlt,  je  mehr  er  aber 
auch  —  was  natürlich  hier  die  Hauptsache  ist  —  von  der  sehr 
grossen  Wichtigkeit  die.«es  Briefwechsels  hi  wlssen»chaft- 
üeber  Rücksicht  überzeugt  ist:  desto  mehr  hält  er  sich  (Ar 
▼erplichtet,  die  Leser  seiner  Zeitsehrift  auf  dieses  interessante 
md  wichtige  Unternehmen  aufmerksrnn  zu  machen  und  die  er* 
Mbienene  desfallsige  Anzeige  nachstehend  vollständig  abdrucken 
anlassen.  Gmnert. 

Aufforderung  zur  Subscription  auf  Schumacher's  wis- 
senschaftliche Correspondenz. 

Die  Erben  meines  berüfafbten  Vorgängers  Schumacher  beab- 
sichtigen, die  nachgelassene  wissenschaftliche  Correspondenz  des- 
•elben  herauszugeben  und  haben  mir  die  Ordnung  und  Auswahl 
der  Briefe  übertragen.  Diese  Briefe  sind  wegen  der  Verbindungi 
in  welcher  Schumacher,  beinahe  ein  halbe«  Jahrhundert  bin- 
^ch,  nicht  «Mein  mit  den  Astrononen  ii»d  den  Verfettigem 
Mttmmnilseher  instrumente,  «oiMkro  auch  mit  rielee  hervoiragm« 
den  Gelehrten  der  ven^andten  Wissenschaften  stand,  von  gre«* 
M  WIehtigkelt  Ar  die  «esehlcbl^  der  Fortoehrttt«  der  excctM 
^^VtsseMthafte«  «Rd  «nlbaltefi  ekien  reicfien  Selvatii  von  Brürfe* 
nmgen ,  4I#  «i«b  Mf  alle  TbeU#>  iwhwm&mAmm  jcdtMob  mt  4^ 
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beobachtendeu  Theil  der  Astronomie,  auf  GeodSsie,  MagnetUoMf, 
auf  WäguDgen  etc.  beziehen.  Aasserdein  enthalten  sie  viele  W- 
teressante  Urtfaeile  ober  astronomische  Schriften  und  Arbeitea, 
über  Instrumente  etc.  Sie  werden  daher  ein  wichtiges  Gesdieik 
flir  Astronomen,  Mathematiker  und  Physiker  bilden  und  obii« 
Zweifel  fördernd  und  anregend  auf  deren  Wissenschaften  ^nwiiken. 

Zuvorderst  wird  der  Briefwechsel  Schumacher's  mit  Olbsrs 
und  Gauss  veröffentlicht  werden.  Durch  die  freundliche  Bereit- 
Willigkeit  des  Herrn  Senators  Olbers  in  Bremen,  so  wie  des 
Herrn  Ober-Bauratbes  Gauss  in  Hannover  und  des  Vorstande« 
der  Universität  zu  Gottingen  sind  die  Briefe  von  Schumacher 
an  Olbers  und  Gauss  gleichfalls  zur  Verfolgung  gestellt ;  sodass 
also  beide  Correspondeiizen  jetzt  vollständig  vorliegen. 

Um  die  Mittel  zur  Bestreitung  der  Druckkosten  zu  erlangen, 
haben  die  Schu  mach  er' sehen  Erben  den  Weg  der  Subscriptioo 
gewählt.  Sobald  jene  Kosten  gedeckt  sind,  wird  der  Druck  sei- 
nen Anfang  nehmen  und  möglichst  schnell  gefördert  werden. 

Der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher  wird 
3  Octavbände  von  ungefähr  28  Bogen  jeder,  und  der  zwischen 
Olbers  und  Schumacher  etwa  2  ähnliche  Bände  füllen.  Aof 
diese  beiden  Briefwechsel  kann  einzeln  subscribirt  werden  uad  ist 
der  Preis  pro  Band  auf  3  Thaler  Preuss.  Cour,  oder  4  Thaler  R-ü 
gesetzt,  die  bei  Ablieferung  jedes  einzelnen  Bandes  bezahlt  werden. 

Aufträge  bitte  ich  an  mich  adressiren  zu  wollen.  Es  wire 
erfreulich ,  wenn  die  Herren  Subscribenten  ihre  Aufträge  recht  bald 
einreichen  möchten,  weil  der  Beginn  des  Drucks  davon  abhingt 

Altena  1868  März  16.  Prof.  C.  A.  F.  Peters, 

Director  der  Altonaer  Sternwarte. 


Vermischte  Schriften. 

The  Atlantis:  a  Register  ofLiterature  and  Science* 
Conducteä  by  Merobers  of  the  Catholic  University  of 
Ireland.    N«   IV.    July  1859.    8o. 

Die  drei  ersten  Nummern  dieses  auch  rOcksichtlich  stiats 
nicht -mathematischen  und  physikalischen  Inhalts  vieles  Interef« 
sante  enthaltendeu  Journals  sind  In  den  Literarischen  Betiebtea 
Nr.  CXXVI.  S.  &  und  Nr.  CXXXI.  S.  la  angeseigt  wordea.  Bb 
vorliegende  NiraiiBer  enthält  die  folgenden,  ut  den  Kreis  dt« 
Archivs  gehörenden  Aufsätze :  Scientific  Researches.    Aiti« 
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Od  the  ose  of-the  Sections  of  the  Cone  in  the  solotion  of  certaiu 
Geometrical  Problems.  By  ReF.  W.  G.  Penny,  M.  A.  (Auf  die- 
sen swar  elementaren,  aber  manches  Lehrreiche  und  Bemerkens- 
werthe  enthaltenden  Anfsatz  hoffen  wir  im  Archiv  später  noch 
besonders  zurOckzukommen).  —  Art.  II.  Note  on  the  Thicknes» 
eftheEarthsCrnst.  By  Henry  Hennessy.  F.  R.  S.  ^  Ein  zwar 
nicht  unbedingt  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörender/  aber  doch 
im  Allgemeinen  sehr  interessanter,  mit  grossem  Fleiss  in  clima- 
tologiscber,  meteorologischer  und  statistischer  RGcksicht  bearbei- 
teter Aufsatz  ist:  Art.  HI.  Cliniatology  of  Lisbon  in  Relation 
to  the  Teltow  Fever  Epidemie  of  1857.  By  Robert  D.  Lyons, 
M.  D.  —  Auch  milge  in  chemischer  Rucksicht  noch  erwähnt  wer- 
den: Art.  IV.  On  the  change  otCaseineinto  Albumen  with  some 
Ohservations  on  Lactic  Fermentation.    By  William  IL  Sullivan. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIV. 
S.  5.) 

«  ■  

Ueber  die  neue  sehr  zweckmässige  Einrichtung  dieser  so  viel- 
fach wichtigen  Sitzungsberichte  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIV. 
8.8.  Nachricht  gegeben,  worauf  wir  also  des  Folgenden  wegen 
ein  fär  alle  Mal  verweisen. 

Band  XXX.    1868. 

Nr.  16.  Vogel:  Ueber  die  Entmischung  des  Weingeistes 
in  Folge  spontaner  Verdunstung.  S.  261.  —  Löwy:  Elemente  der 
Bahn  des  von  Bruhns  am  21.  Mai  1868  in  Berlin  entdeckten 
Cometen.    S.  271. 

Nr.  17.  Han dl  und  Weiss:  Untersuchungen  Ober  den  Zu- 
sammenhang in  den  Aenderungen  der  pichten  und  Brechungs- 
Exponenten  in  Gemengen  von  F|ässigkeiten  und  Verbindungen  von 
Gasen.    S.  389. 

Band  XXXL    1868. 

Nr.  18.  Starke:  Ueber  ein  kleines  Passage-  und  Hohen* 
itiess- Instrument 9  welches  in  der  Werksiätte  des  polytechnischen 
Institutes  verfertigt  worden  ist  S.  3.  (Wir  bemerken,  dass  dieses» 
wie  es  scheint  sehr  schone  und  zweckmässig  einferichtete  Instru- 
■ent,  dessen  Fernrohr  14  Zoll  Brennweite,  16  Linien  Oeffnung 
und  eine  28malige  Vergrusserung  hat;  bei  welchem  ferner  der 
Vertikalkrets  8  Zoll  Durchmesser  hat  und  durch  zwei  diametrale 
Nonlen  10  Secunden  angiebt,  der  Horizontalkreis  dagegen  mittelst 
«ines  Nonlus  von  30  zu  30  Secunden  getheilt  ist,  nur  300  Fl. 
^  900  Thir.   kostet,     wogegen    der    Preis,    wenn    der    Horizon- 
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talkreis  eben  reib  durch  2  Nouieii  von  10  zu  10  Seemiclen  getbtiil 
rat,  8ich  auf  330  Fl.  =220  Thir.  etellt  Bei  der  groseen  SoMI- 
tat  aller  ruh  der  Werk8tfitte  des  polytechnischen  Institots  in  Wies 
hervorstehenden  Arbeiten  i^t  dieser  Preis ,  wie  jeder  Kenner  staU» 
ein  überaus  massiger,  weshalb  Instrumente  dieser  Art  alles  L«iH» 
anstalten  recht  «ehr  empfohlen  zu  werden  verdienen.)  ^  Simerka: 
Die  Perioden  der  quadratischen  Zabiformen  bei  negativen  Dekf' 
roinanten.  S.  33L  —  Weiss:  Ueber  die  Bahn  der  Ariadne.  S.68L 
—  V.  I^ang:  Untersuchungen  über  die  physikalischen  Yerhilt- 
nisse  krystallisirter  Korper.     S.  85. 

Nr.  19.  Petzval:  Ueber  das  neue  Land^chafts-  als  Fem- 
rohr Objectiv.^    S.  213. 

Nr.  20.  Strauch:  Auszug  ans  der  Abhandlung:  Anwendsag 
des  sogenannten  Variationscaiculs  auf  zweifache  und  dreifache 
Integrale.  S.  310.  —  Kämtz:  Note  über  baro-  und  therneme- 
trische  Windrosen.  8.  332.  —  Haidinger:  Neueste  genaue  Lin- 
gen  -  und  Breitenbestinimungen  auf  St.  Paul ,  durch  Herrn  k.  k. 
Schiffs -Fähnrich  Robert  Maller  von  Sr.  Majestät  Fregatte  No- 
vara  ausgefiibrt.  S.  351.  —  Oelt/.en:.  Argelander's  Zonen-Be- 
obachtungen  (Fortsetzung).  Sechste  Abtheilung  von  19*  bis  23*. 
S.  367. 

Band  XXXIi.    1858. 

Nr.  21.  Ludwig  und  Stefan:  Ueber  den  Druck,  den  das 
fliesseiide  Wasser  senkrecht  zu  Keiner  Stromrichtung  ausQbt.  (Mit 
3  Tafeln)  S.  25.  —  Grailich  und  y^  Lang:  Dntersuchungea 
Ober  die  physikalischen  Verhfiltnisse  krystallisirter  Körper,  ft 
S.  43*  —  Peterin  und  Weiss:  Untersuchungen  Aber  das  Tdaeo 
der  Flammen  flQssiger  und  fester  Korper.  Mit  1  Tafel.  8.  68.  - 
Ditscheiner:  Ueber  die  graphische  Linien  -  Ellipsen  *  Methode* 
Mit  2  Tafeln.    8.  76. 

Nr.  22.  A  Freih.  v.  Baumgartner:  Nachtrag*  zu  meiDem 
Aufsätze:  Von  der  Umwandlung  der  Wärme  in  Clektricität.  S.  157. 
(Der  bochverdieote  Verfasser  dieses  Aufsatzes  hatte  Im  «lahrgaoge 
I886  der  Sitzungsberichte.  Band  X^U.  eine  höchst  lesenswertbe 
Abhandlung  unter  dem  Titel :  „Von  der  Umwandlung  der  Winae 
in  Elektrieitäf'  veröffentlicht.  Gegen  die  in  dieser  Abhandlm« 
vorgetragenen  Ansichten  hat  Herr  Prof.  M Oller  in  FreiboigLE 
einige  Bedenken  vorgetragen,  welche  Herr  Freiherr  v.  Baon- 
gartner  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  mit,  wie  es  ona  scbeiat» 
siegreichen  Gründen  widerlegt »  zugleich  aber  noch  andwe  sehr 
beachtenswerthe  und  lehrreiche  Bemerkungen  beifiSgt,  die  wir  der 
Aufmerksamkeit  unserer  Leser  empfehlen.)  '—  Karl  t.  SonM«r- 
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Ueber  die  TitmsTersal-SchwiiigaDgeo-  eines  elastisebeii  Stabes. 
8.207. —  AI U:    Ueber  die  Bahn  der  Leda.    S.  25& 

Nr.  23.  Weisse:  Ver^lefchung  des  y,Catali>gus  generalis 
pro  1830"  in  Strave*s  »»Stellamro  fixamm  Imprimis  dnpfieiom 
et  nioltipliciuro  positiones  mediae.  Petropoli.  1892^  mit  den  bei* 
den  Cafalogen  aas  Bessel*8  Zones-Beobacblangea.  S.  STV.  — 
Zantedescfai:  Della  legge  fendameiilate  delle  verge  vibraAti 
•  delle  canne  a  bocca.  S.  290.  —  Derselbe:  Lc^ge  irrclietipa 
delle  verghe.    S.  301. 

BandXXXill.    1858. 

Nr.  24.  Blaserna:  Ueber  den  inducirten  Strom  der  Neben-' 
batterie.  S.  25.  —  Löwy:  Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen 
V.  1868.  S.  150.  —  V.  Lang:  Ueber  die  Hinimsm- Ablenkung 
der  Lichtstrablen  durch  doppelt  brechende  Prismen.    S«  155. 

Nr.  25.  Knochenhauer:  Ueber  den  elektrischen  Zustand 
der  Nebenbatterie  während  ihres  Stromes.    S.  163. 

Nr.  26.  Simerka:  Losung  zweier  Arten  von  Gleichungen. 
S.  277.  —  Uoger:  Botanische  StreifaOge  auf  dem  (jebiete  der 
Calturgesdiicbte  (allgemeia  interessant).    S.  303. 

Nr.  27.  Weis»  a  Ueber  die  Bahn  ^ea  Kometen  VUL  des  Jah- 
res 1858.  S.  359.  —  Grailich  und  Lang:  UntersuehvngenCiber 
die  physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Körper  (IV.  Fort* 
•etsung).    S.  369. 

Nr.  29.  ▼.  Lang:  Die  Aenderungen  der  KrystaU*Axen  dea 
ArttgoDltes  durch  die  Wärme»  gerechnet  aus  Rudberg's  Beobacb« 
fingen.  S.  577.  -*  Adolph  Weias  onj  Edmund  Weiss; 
Untersuchungen  Aber  den  Zusammenhang  in  den  Aenderungen  der 
Dichten  und  Brechungs- Exponenten  in  Gemengen  von  Fifissigkeiten. 
S.  589.  —  Grailich:  Ueber  symmetrische  Functionen«  welche 
nr  Darstellung  gewisser  physikalischer  Verhältnisse  krystallisir» 
ter  Körper  dienen  können.  S.  657.  (Wir  empfehlen  diese  Abhandlung 
reeht  sehr  der  Bea<;htung.) 

Band  XXXIV.    1859. 

Nr.  1.  ▼.  Lang:  Einige  Bemerkungen  zu  Herrn  Dr.  J.  Ste- 
fan's  Abhandlung:  Ueber  die  Transversalschwingnngen  eines 
elastischen  Stabes.    S.  63. 

Nr.  2.  Knochenhauer:  Ueber  den  Strom  der  Nebenbatte- 
rie. S.  77.  —  Murmann  und  Rotter:  Untersuchungen  Ober  die 
physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Körper.    S.  135. 

Nr.  3.  L5wy:  Ueber  die  Bahn  des  Kometen  Donati.  8.207. — 
L&ffler :  Ueber  die  Methode,  die  grossten  und  kleinsten  Wertbe 
onbestimmler  integralformeb  zu  finden.    S.  227. 
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Band  XXXV.    ^Söä 

Nr.  7.  Tscbermak:  Ueber  den  Zusadinienhaog  zwiBcheo 
der  chemiscfien  Constitution  and  dem  relativen  Volunien  bei  flfia- 
sigen  Verbindungen.    S*  18. 

Nr.  8.  Cserroak:  Ueber  die  Sprache  bei  luftdichter  Ver- 
8cblie8cmng  des  Kehlkopfes.  S.  63.  —  Reitlinger:  Ueber  I8i* 
sige  Isolatoren  der  Elektricität.    S.  73. 


Die  Königlich   Belgische  Alcadeniie    der  Wissenschaften   z« 
Brüssel  hat  unter  dem  Titel: 

i 

Tables  gtfn<$rales  et  analytiques  do  Recueil  des 
^  Bulletins  de  l'Acad^mie  Royale  des  sciences, 
des  lettrea  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  1" 
Serie.  Tome  I  a  XXill.  (1832—1856.)  Bruxelles. 
Uayez.  1858.    (395  Seiten  in  8^) 

ein  überaus  vollständiges  Inhaltsverzeichoiss  ihrer  y^Bulletins*' 
veröffentlicht,  welches  aus  den  beiden  Thellen  ^»Table  de» 
mati^res"  und  ^»Table  des  auteurs*^  besteht  Bei  der  gros- 
sen Wichtigkeit  dieser  Bulletins  filr  die  Wissenschaft  maehea 
wir  unsere  Leser  auf  dieses  Inbaltsverzeichniss  besonders  aof- 
merksam,  welches  bei  vielen  wissenschaftlichen  Untersuchunges, 
wo  es  nOthig  ist ,  auf  die  wichtigen  Arbeiten  der  Belgischen  Aks^ 
demie  surflckzugeheii ,  die  wesentlichste  Erleichterung  gewäbreo 
und  solche  Untersuchungen  sehr  zu  unterstützen  geeignet  sein  wird. 
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Literarischer  Bericht 

cxxxiv. 


>latheinatischer  und   physikalischer  Unterricht 

För  die  pireossischen  Real*  vod  höheren  BGrgerschuIeD  ist 
80  eben  bei  der  neuen  Organisation  dieser  Lebraostalten  eine 
neoe  aasrohrliche  Unterrichts*  und  Prüfunge-Ordnung  er- 
»ehieoen  *).  Dieses  neue  Reglement,  welches  mit  Recht  von  dem 
ganzen  Lande  mit  besonderer  Freude  ond  Genugthuung  begrusst 
worden  ist,  ausführlich  zu  besprechen,  kann  hier  natürlich  nicht 
der  Ort  sein ;  einer  vorzugsweise  auch  der  Forderung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift, 
wie  dem  „Archiv  der  Mathematik  und  Physik'*,  geziemt 
es  aber  wohl,  über  eine  so  wichtige,  so  sehr  und  so  tief  in  das 
^anze  Volks-  und  Staatsleben  eingreifende  Verordnung  rücksichtlich 
des  genannten  Unterrichts  einige  Worte  zu  sagen ,  namentlich  wenn 
es  mit  so  grosser  Freude,  mit  so  grosser,  aus  innerster  Ueber- 
zeogong  hervorgegangener  vollkommener  Uebereinstinimung  mit  den 
/gegebenen  Vorschriften  geschehen  kann,  wie  im  vorliegenden  Falle 
von  dem  Unterzeichneten. 

An  die  Abitorienten  der  Realschulen  werden  in  der  Mathe- 
matik und  Physik  die  folgenden  Anforderungen  gestellt,  wodurch 
also  sogleich  das  Ziel  bezeichnet  wird,  dessen  Erreichung  diese 
Schulen  in  den  genannten  Wissenschaften  zu  erstreben  haben. 

„In  der  Mathematik  hat  der  Abiturient  den  Nachweis  zu 
liefern,  dass  er  auf  dem  ganzen  Gebiet  der  Mathematik,  so  weit 
sie  Pensum  der  oberen  Klassen  ist  (Renntniss  der  Beweisfüh- 
rungen,   so  wie  der  Auflusungsmethoden  einfacher  Aufgaben  aus 

*)  M«t.  S.R.  Centralblatt  fnr  die  getaniinte  Unterricht«- 
Vorwallang  in  Prentten.    185^.  October.    S.  &82. 

Thl.  XXXIV.  Hfl.  2.  2 
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der  Algebra,  die  Lehre  von  den  Potenzen,  Proportionen,  Gki- 
chungen,  Progression^,  der  binomische  Lehrsatz  und  die  «s- 
fachen  Reihen»  die  Logarithmen ^  die  ebene  Trigonometrie,  Ste- 
reometrie, die  Elemente  der  bef^chreibenden  Geometrie,  analytische 
Geometrie,  Kegelschnitte;  angewandte  Mathematik;  Statik  nd 
Mechanik),  sichere,  geordnete  und  wissenschaftlich  begrflaiete 
Kenntniss  besitzt,  und  dass  ihm  auch  die  elementaren  Tbeile  der 
Wissenschaft  noch  wohl  bekannt  sind.  Eben  so  niuss  Fertigk^ 
in  allen  Im  praktischen  Leben  vorkommenden  Recbnungsartn, 
im  Rechnen  mit  allgemeinen  Grossen  und  im  Gebrauch  der  mafte- 
matischen  Tafeln  vorhanden  sein.  Auf  strenge  Beweisfiibfwg 
und  auf  Fertigkeit  in  der  Lösung  der  Aufgaben  ist  bei  der  AU- 
turientenprflfung  besonderer  Werth  zu  legen. 

In  der  Physik  muss  der  Abiturient  diejenigen  Begriffe  und 
Sitae»  und  eben  so  in  Betreff  der  Versuche  die  Methoden  keo- 
nen,  welche  auf  die  Entwickelung  der  physikalischen  Wissen- 
schaft von  wesentlichem  Einflüsse  gewesen  sind.  Bei  der  aof 
Experimente  gegründeten  Kenntniss  der  Naturgesetze  muss  ik 
Befähigung  vorhanden  sein,  dieselben  mathematisch  zu  entwickeh 
und  zu  begrflnden ;  die  Schuler  müssen  eine  Fertigkeit  daria  e^ 
werben  haben ,  das  in  der  populären  Sprache  als  Qualitfit  Gefasste 
durch  Quantitäten  auszudrücken.  Im  Einzelnen  ist  das  Ziel :  Be* 
kannfschaft  mit  den  Gesetzen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewe- 
gung, der  Lehre  von  der  Wärme,  der  Elektricität,  dem  Mape- 
tismus,  vom  Schall  und  vom  Licht. 

Bei  der  schriftlichen  Prüfung  haben  die  Abiturienten  sa  liefen: 

L    Die  Lusung  von  vier  mathematischen  Aufgaben: 

a)  aus  dem  Gebiete  der  Gleichungen  zweiten  Grades; 

b)  aus  dem  Gebiete  der  Planimetrie  oder  analytisehei 
Geometrie ; 

c)  aus  der  ebenen  Trigonometrie; 

d)  aus  der  Stereometrie  oder  den  Kegelschnitten; 

2.  die  L5sung  einer  Aufgabe  aus  der  angewandten  Ma- 
thematik (Statik  oder  Mechanik),  einer  physikali- 
schen Aufgabe  (Optik  oder  Wärmelehre),  und  eioer 
Aufgabe  aus  der  Chemie.  Letztere  darf  nicht  zu  eioer 
Relation  über  einen  Abschnitt  des  Systems  veranlaasss. 
sondern  ist  so  zu  wählen,  ^dass  sie  Gelegenheit  gicht» 
Kenntnisse  aus  verschiedenen  Theilen  der  Chemie  md 
Sicherheit  in  stochiometrischen  Rechnungen*  zu  leijeD-'' 

Ueberbliekeii  wir  nun  diese  Bestimmovgen,  se  g^eken  siehst 
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BQ  terscbledeneD  Betrachtongen  VeranlaMaog,  die  aker  in  Ibrcr 
Gesannrothelt  oos  nur  su  dem  Urtheil  fiihren»  daat  alle  Vortchrlf* 
len  ohne  Aoanahroe  in  jeder  Beziehung  im  bOohaten  Grade  sweck- 
miaaig  sind  und  zu  dem  lebhalteeten  Danke  gegen  die  hohe  Untev- 
tiebtabehSrde  und  Alle,  die  derselben  bei  der  Abfassung  des 
«eoen  Reglements  rathend  zur  Seite  gestanden  haben»  aunbrdern. 
Aer  Unterzeichnete  darf  von  seinem  Standpunkte  aus  ein  solches 
Drtheil»  ohne  irgend  welche  Missdeutung  zu  beiiirchten»  um  so 
#her  und  so  unumwundener  aussprechen,  weil  er  eines  Tbeilo 
bei  dem  Erlass  des  neuen  Reglements  auch  nicht  im  Entfernte- 
fften  betbeiligt  gewesen  ist  und  beth^iligt  sein  konnte»  da^gea 
aber  andern  Theils  darin  durchgfingig  die  Grundsitze  als 
maassgebend  betrachtet  worden  sind»  die  er  selbst»  wie  aufmerk- 
same Leser  des  Archivs  sieb  gewiss  erinnern  werden»  bei  sehr 
vielen  Gelegenheiten  als  die  seinigen  ausgesprochen  und  geltend 
zu  machen  gesucht  hat. 

Was  zuerst  das  geforderte  Maass  mathematischer  und  phy* 
alkalischer  Kenntnisse  betrifft»  so  ist  dies  in  allen  Beziehungen 
ticbtig  getroffen  worden»  und  namentlich  durfte  man  in  den  gesteil* 
tfn  .  Anforderungen  nach  unserer  Ansicht  nicht  einen  Schritt 
weiter  gehen,  ohne  den  Schaler  in  Regionen  der  Mathematik 
Stt  fiiliren»  welche  eine  für  seinen  geistigen  Standpunkt  nicht 
mehr  geeignete  Abstraction  der  Begriffe  fordern.  Dass  also  dea 
froher  ufters  laut  gewordenen  Forderungen  vieler  Realschulleh* 
rer,  <—  denen  wir  bekanntlich  an  nicht  wenigen  Stellen  des  Archivs 
mtelB  80  energisch  wie  möglich  entgegen  getreten  sind,  —  auch 
die  Elemente  der  sogenannten  höheren  Analysis  in  den  Unter- 
richtakreis  der  Realschulen  aufzunehmen»  nicht  Rechnung  getra* 
gen  worden  ist»  dagegen  aber  manches  Wichtige,  iras  früher  un* 
beachtet  gelassen  worden  war»  gebOhrende-  BerQcksichtignng 
gefunden  bat»  liefert  einen  för  uns  im  höchsten  Grade  erfrevliobea 
Beweis,  mit  welcher  Weisheit  die  hohe  UnterrichtsbehSrde  den 
Werth  des  mathematischen  Unterrichts  keineswegs  unter-»  aber 
auch  nicht  überschätzt.  Die  Aufnahme  der  Kegelschnitte  In  den 
Kreis  des  Unterrichts  ist  im  höchsten  Grade  erfreulich;  denn 
woher  soll  der  Universitätslehrer  Beispiele  einzelner  Curven,  deren 
er  bei  den  ersten  Anwendungen  der  Differentialrechnung  so  sehr 
bedarf,  hernehmen,  als  aus  dieser  Lehre.  Eben  so  zweckmSasfg 
Uc  die  Aufnahme  der  Elemente  der  analytischen  Geometrie  ^  und 
wer  sollte  sich  nicht  aufrichtigst  freuen,  dass  auch  endlich  der 
für  alle  praktischen  Fieber  so  überaus  wichtigen,  aber  aock  aii^ 
jMrdem  sehr  wesentliche  geistige  Bildungsetemente  entbaUendea 
haatkreibeaden  Geometrie»  wemtt  oaffirliek  attcb  andere  grapblaek6 
Daratelluncsmetboden»   wie  Perspective»    SebatleoconstnieHone*» 
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auch  lUe   neuere  Axonometrie    eng  zusammenhängen,   gefattreii4 
Kechonng  getragen  worden  ist. 

Was  ferner  die  Physik  betrifft,  so  ist  auf  die  sogenanntt 
gewandte  Mathematik:  Statik  und  Mechanik,  üherhaopt  mii 
Allgemeinen  aber  darauf  besonderer  Nachdruck  gelegt  wor4em 
dass  in  der  Physik  das  mathematische  Element  und  die  malb«* 
matische  Behandlung  vorherrschend  sein  soll,  wobei  fibrigMS 
immer  auch  dem  Experiment  gebührend  Rechnung  getragen  «id 
demjielben  sein  sehr  wohl  begründeter  Werth  erhalten  bldto 
soll  und  muss.  „Der  Schüler  soll  aber  bei  der  auf  ExfV- 
riroente  gegründeten  Kenntniss  der  Naturgesetze  siih 
die  Befähigung  erwerben,  dieselben  mathematisch  i« 
entwickeln  und  zu  begründen;  er  soll  die  Fertigkell 
erwerben,  das  in  der  populären  Sprache  als  Qualität 
Gefasste  d-urch  Quantitäten  auszudrücken;  er  soll  im 
der  Chemie  Sicherheit  in  st5chiometrischen  Recbona- 
gen  erworben  haben."  Nichts  kann  dem  Unterzeicfaoetea  mehr 
aus  der 'Seele  geschrieben  sein,  als  dieses;  halten  alle  Ldirer 
sich  streng  an  diese  überaus  weisen  Vorschriften,  so  wird  der 
erfreulichste  Erfolg  des  in  so  vielen  Beziehungen  wichtigen  phy- 
sikalischen Unterrichts  gewiss  nicht  ausbleiben. 

Nichts  kann  endlich  mehr  erfreuen,  als  dass  auf  die  s tretige 
Beweisführung  überall  der  grösste  Werth  gelegt  und  dieselbe  ab 
die  erste  Grundbedingung  fth*  fruchtbringendes  Gelingen  desmatiMVa* 
tischen  und  physikalischen  Unterrichts  überall  anerkannt  worden  iat% 


*)  Im  tehrofTflteo  Gegentatze  sa  dem  Obi^^en,  toll  nach  einer  Ter- 
fögoog  det  Kurfürttlich  Hestitc^en  MinisteriufDt  dct  Innern  Tom  88.  Ft- 
braar  1843  „der  Unterricht  in  der  Mathenmtik  ant  dem  Gebiet  der 
Abttraction  entfernt,  Tielmehr  rooglichtt  concret  nnd  antchanlich  gebal- 
tea,  and  von  den  Lehrern  der  Mathematik  toll  darauf  Bedacht  geoon- 
men  werden,  den  Schülern  sunRch«t  in  der  Arithmetik  eine  geoaKeade 
Uebnng  an  geben,  um  nicht  to  tehr  dat  Witten,  alt  dat  KÖBaea 
der  Schüler  auf  dem  'Gebiete  xu  erzielen ,  dat  dietelben  so  beherradMa 
im  Stande  ttnd/'  —  SapIrntI  tat!  Wir  hoffen  cur  Ehre  der  Knrhetii* 
tchen  Regierung,  data  diete  Verordnung,  von  welcher  wir  im  Ardii?. 
Tbl.  V.  S.  273.  trhon  «agten:  „Selten  ist  wohl  eine,  dat  wahre  Wetea 
einer  Witientchaft  und  deren  Bedeutuni^  für  den  Schulunterricht  to  darcfa 
ond  durch  Terkennende  Verordnung  erlatten  worden 'S  jetxt  gani  und 
gar  der  Vergettenheit  anlieim  gegeben  worden  itt,  nachdem  autgcsvldi- 
nete  Hettitche  Lehrer,  a.  B*  der  treffliche  Grebe  in  Cattel  la  der 
fiehrifit  lieber  die  Betchränknng  dea  roathematiachea  Va- 
ter^iehta  auf  den  kurhettttchen  Gjmaaalea*  Marburg.  16I&» 
beatimnil  genug  ^^f^n  und  aber  dieselbe  aiish  antaaayrsehaa  beiaea 
Aattaad  gentfium<^a  habeu. 
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Der  Unterkeichoete  ist  der  Meioong,  Ahns  die  Lehrer  der 
Mathematik  und  Physik  auf  Universitäten  und  höheren  technischen 
Lehranstalten  rdcksichtlich  der  Vorbildang  der  sich  2u  frelterer 
Atifibildung  ihnen  zuwendenden  Schiller  jetzt  nicht  mehr  werden  ver- 
langen und  wönschen  können  und  dOrfen^  wenn  in  den  genannten 
Wissenschahen  von  den  Realschulen  alles  das  geleistet  wird, 
was  ihnen  jetzt  mit  der  grossten  Weisheit  und  Umsicht  zu  lei- 
sten aufgelegt  worden  ist.  Denn  Alles  scheint  uns  in  dieser  Be- 
aiebang  auf  den  preussischen  Realschulen  von  nun  an  so  trefflich 
geordnet  und  geregelt,  dass  vernQnftlgeriveise  kaum  noch  etwas 
so  wünschen  übrig  bleibt. 

* 

Sollen  nun  aber  namentlich  unsere  Universitäten,  wie  doch 
▼oTausgesetzt  werden  muss,  auch  hauptsächlich  mit  den  Zweck 
haben,  ttichtige  Lehrer  fOr  Gymnasien  und  Realschulen  zu  bilden, 
CIO  werden  sie  sich  auch  angelegen  sein  lassen  müssen,  dass 
künftig  auch  Vorlesungen  über  beschreibende  oder  descripttve 
Geometrie  und  andere  verwandte  Gegenstände  sich  in  ihren  Lections* 
catalogen  angekündigt  finden  ^  was  bisher  wohl  nur  höchst  selten 
der  Fall  gewesen  ist.  Und  wegen  des  nun  in  schrmster  Weise 
geordneten  physikalischen  Unterrichts  hält  der  Unterzeichnete  wie 
früher  bereits  immer,  um  so  mehr  jetst,  eine  Vorlesung  über 
Mechanik,  überhaupt  über  den  ganzen  mechanischen  Theil  der 
Physik  in  elementarer,  aber  streng  mathematisch  be- 
gründeter Darstellung,  neben  den  natürlich  sich  von  selbst  verste- 
benden  Vorlesungen  über  höhere  oder  analytische  Mechanik,  Hlr  unbe- 
dingt notb wendig,  und  bekennt  geni,  dass  er  selbst  schon  früher 
oft  den  grossen  Nutzen  einer  solchen  elementaren  mechanischen 
Vorlesung  für  seine  Schüler  mit  Freuden  kennen  gelernt  hat 

Miigen  jetzt  nur  alle  Lehrer  eifrigst  dahin  streben,  ihren  Un« 
terricht  in  ehier  dem  grossen  Werthe,  welchen  die  hohe  Unter- 
ricbtsbehdrde  den  herrlichen  Wissenschaften,  welche  diese  Zeit- 
schrift vertritt,  beimisst  und  diese  ihre  Ansicht  durch  das 
besprochene,  in  allen  Beziehungen  treffliche  Reglement  öffentlich 
ausspricht  und  an  den  Tag  legt,  vollkommen  entsprechenden  Weise 
zu  ertheilen.  Dahin  durch  das  Obige  zu  wirken  ist  der  eifrigste 
Wunsch  des  Unterzeichneten  und  die  hauptsächlichste  Absicht 
der  obigen  Zeilen,  denen  nur  noch  die  Versicherang  hinzugefügt 
werden  mag,  dass  das  Archiv  allen,  die  Verbesserung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  im  Auge  habenden  Auf- 
sitzen wie  bisher  auch  fernerhin  in  der  bereitwilligsten  Weise 
ölen  stehen  wird.  Grunert. 
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fliescklchte  der  Mathematik  und  Physik. 


Als  irir  io  dem  mit  dem  vierten  Rsfle  Ats  vorhcr^ehendea 
TbelU  unsera  Archiva  erBchienencn  Literar.  Berichte  Nr.  CXXSII. 
den  „Atntlicheu  Bericht  Ober  die  swei  und  dreis«ig8te  VeMim» 
lang  dealachec  Natarrorvchei  und  Aerzle  v«m  Jahre  1856"  s*n- 
aeigtD  die  Freud«  hatten,  «Ghloss^n  wir  unseren  Bericht  mit  d«B 
Wunsche,  bald  auch  den  Amtlichen  Bericht  fiber  die  Torjlhriga, 
in  «o  vielen  Bcsiebungen  sehOne  und  wichtige  Carlsrufaer  Vir 
•ammlang  aiweigi>n  in  können.  Prütter  al«  wir  glaaben  nad  liolea 
koonten,  ist  unser  Wunsch  inErnUlung  gegangen;  denn  schon  jebi 
liegt  dieser  Bericht  fiber  die  vorjfihrige  Veraamnilung  in  einoa 
tn  der  IrefflichsteD,  nichts  zu  wünschen  Gbrig  lassenden  Wein 
ausgestatteten  Quartbande  vor  uns.  In  der  That  sind  der  Fl^ 
und  die  Ausdauer  der  beiden  verehrten  Herausgeber  W.  Eises- 
lohr  und  Voll,  die  sich  schun  durch  die  Leitung  der  Versuw- 
lung  selbst  um  diese  und  alle  dabei  Anweseuden  so  sehr  venti«sl 
gemacht  haben,  wahrhaft  zu  bewundern,  das»  sie  n  der  kante 
Zeit  eines  Jahres  ein  so  umfangreiches,  ven  der  ganien  VeTsans- 
Inng  «in  so  Interessantes,  lebensvolles  Bild  gebende«  .Werk  n 
Stand»  brachten,  was  frewiss  auch  nur  dadurch  mSglich  geweats 
ist,  dass  sie  von  der  Müller'schen  Hafbuchdruckerei  und  des 
Behürden,  weichen  dieselbe  vielleicht  unlerslelll  ist,  in  jeder 
Weise  bereitwilligst  und  brbrtigst  untersldtzl  wurden.  Die  Wie 
aenschaft  kann  ßr  solche  neue  AuTopfening  von  Zeit,  Kraft  und 
IHQhe  allen  bei  dem  Zustandebringen  des  scfaSnen  Werks  Betbd- 
t!_t.-  .._.  ik.-..  — irnigten  und  innigsten  Dank  sagen.  Wir  ab« 
ibhafteste  Anerkennung  der  Trefflichkdl  des 
aen  Worten  aus:  daas  es  nach  noaerst 
I  üeberzeugung  in  keiner  BeiiehBO;; 
I  wflnschen  fibrig  l&sst,  und  wollen  sss 
Inhalt,  insofern  derselbe  in  den  Kreb  usssrt 
Folgenden  anzugeben. 

als  wir  die  schün«  ErSffnou^lBrcde  des  Irsl- 
lohr  in  ThI.  XXXIL  8. 140.  uuswe«  LesM 
an  die  Freude  halten,  haben  wir  «ns  mit  d« 
lung  aber  die   gross*  SchSnbrit   and   wissas- 
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•cbafUiche  -Bedeatttng  der  Carlsroher.  Versammlang  av^tepr 
Indeas  sind  aacb  von  manchen  anderen  Versammlungeil  *)  die 
dabei  Betbeiligten  mit  innigem  Dank  fflr  das  ihnen  Gebotenö  und 
die  ihnen  gewordene  n  issenschaftlicfae  Anregung  und  Erfrischung 
schieden.  Dagegen  steht  aber  in  einer  Beziehung  die  Carls« 
le'r  Versammlung  einzig  in  ihrer  Art  da»  weil  einer  der  edel- 
sten deutschen  Fürsten  seine  Anerkennung  der  hohen  Bedeutung 
der  Maturwissenschaft  in  einer  jedes  für  diese  göttliche  Wissenschaft 
«rarm  schlagende  Herz  wahrhaft  erhebenden  Weise  dadurch  öffent- 
tich  aussprach  und  kund  gab»  dass  er  nebst  seiner  erlauchtetl 
Gemahlin  mit  bewunderungswärdiger  Ausdauer  den  Verhandlungen 
von  Anfang  bis  zu  Ende  persönlich  beiwohnte,  und  denselben 
stets  mit  der  grOssten  Theilnahme  foi^^te.  Dies  ist  eiAe  fürstliche 
Tbat»  deren  sich  die  Wissenschaft  wahrhaft  freuen  kann  und  muss; 
dieselbe  wird  zu  einem  historischen  Factum»  welches  ewig  in  ded 
Annalen  der  Wissenschaft  verzeichnet  zu  werden  verdient»  desto 
mehr»  je  seltener  im  Allgemeinen  solche  Beispiele  hoher  fürst* 
lieber  Gesinnung  sind.  Wir  dflrfen  hier  nicht  mehr  sagen»  um 
QBseren  Lesern  die  Freude  nicht  zu  schmälern»  die  sie  aus  d^r 
Leetüre  des  schonen  vorliegenden  Werks  in  der  angedeuteten 
Beziehung  sehöpfen  werden.  Die  grosse  Aufopferung  der  beiden 
Geschäftsfahrer  und    das  Entgegenkommen   aller  Behörden    des 


*)  InCerettant  Ist  das  aof  S.  9.  gegebene  Veneichnics  aller  bis  jetit 
•tattgehabicn  Vertamrolongen,  deeecn  Mittbeilong  an  diesem  Orte  wir 
saeem  Lesern  nicht  vorenthalten  können:  Leipzig  1822,  Halle  lte3, 
Wönborg  1824»  Frank  fort  a.  M.  1825,  Dresden  1826,  München  1827» 
Berlhi  1828,  Heidelberg  1829,  Hamburg  1830,  Wien  1832,  Breslau  1833, 
Scattgart  IS34,  Bonn  1835,  Jena  1836,  Prag  1837,  Freiburg  I.  B.  1888, 
Pjnnont  1839,  Erlangen  1840,  Braoaschweig  1841,  Mainz  1842,  Grata 
1843,  Bremen  1844,  Nürnberg  1845,  Kiel  1846,  Aachen  1847,  Regens- 
barg  1849,  Greifswald  1850,  Gotha  1851,  Wiesbaden  1852,  Tübingen 
1853,  G5ttingen  1854,  Wien  1856,  Bonn  1857,  Carlsrahe  1858.  —  Ana- 
gefallen  Ist  die  Versammlung  also  nar  sweimal,  nämlich  1831  and 
1855,  beidemal  der  in  der  betreffenden  Stadt  herrschenden  Cholera  wegen, 
Iraa  natörlich  ein  sehr  triftiger  Grand  fär  die  Aussetsnng  der  Versanun- 
hmg  war.  Desto  mehr  ist  es  sa  bedanem ,  dass  man  in  diesem  Jabre 
(1859)  die  Versammlnng  in  Königsberg  hat  aasfailea  lassen;  nachdem 
der  Friede  Yon  Villafraaca  im  Juni  geschlosten  war,  endit  man  io  der 
That  Tergeblich  nach  irgend  einem  triftigen  Grnnde  far  das  Ausfallea 
fmmf  erst  im  September  stattfindenden  Versummluog,  die  gerade  in  die- 
fem  Jahre  durch  ihre  grosse  deutsche  Bedentaog  gewist  das  Ihrige  sa 
der  sehr  xa  wänschenden  Ansglelchung  Yevschiedener  bedauerlicher  Dif- 
fweasea  in  Deutschland  beigetragen  haben  wurde,  weshalb  der  Patriot 
es  um  so  mehr  beklagen  muss,  dass  die  Versammlung  gerade  in  die- 
•sm  Jahre  nicht  iu  Stande  gekommen  ist.  G. 
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Staats  and  der  Stadt  und  aller  Tur  NaturwinaeDacbalt  aiflh  irgend 
intereasirenden  Carlsruher  Gelehrten»  deren  Zahl  eine  sehr  fefaeae 
i4t,  bei  dieser  Verttaniniluog  ist  zu  bekannt,  als  dass  daiftber 
hier  noch  etwas  zu  sagen  vrSre.  Absichtlich  haben  wir  wieder  Am» 
unsere  Anzeige  unter  die  Rubrik:  ,,  Geschichte  der  Mathematik  «ad 
Physik'^  gestellt,  weil  wir  auch  die  Carlsruher  Versammlung lar 
ein  wirkliches  historisches  Ereigniss  halten. 

W.  Eisenlohr's  schöne  Eröffnungsrede  haben  wir  a.a.O. 
schon  vollständig  niitgetheilt.  Die  Rede  des  zweiten  GescbSlIi 
fÖhrers,  Medicinalraths  Volz,  über  das  Verhältnis.«^  der  Medida 
zu  der  Naturwissenschaft,  ist  interessant,  gehört  aber  nicht« 
den  Kreis  unserer  Zeitschrift.  Als  allgemein  interessante  Rede» 
bezeichnen  wir  noch :  Baumgärtner  von  Freiburg:  Ueberdia 
Bedeutung  des  Menschengeschlechts  in  den  Werken  der  Schöiifung; 
—  Erdniann  von  Leipzig:  Ceber  das  Verbal tniss  der  natur. 
wisfenscbaltlichen  Forschung  zum  religiösen  Glauben;  —  8chaaf- 
hausen  von  Bonn:  Ueber  den  Zusammenhang  der  Natur-  uod 
Lebenserscheinungen:  —  Eimer  von  Langenbriicken :  Oeber 
das  GotteMbewusstsein  in  der  Naturforschung.  Diese  Reden  siod 
vollständig  mitgetheilt,  und  solche  können  wir  hier  begreiflicher- 
weise nur  namhaft  machen.  —  In  der  dritten  aifgemeineo  Ver 
Sammlung  machte  der  erste  Geschäftsführer  W.  Eise nl oh r  die 
höchst  erfreuliche  Mittheilung,  dass  Seine  Königliche  Hoheit  der 
Grossherzog  zur  Erinnerung  an  die  34.  Naturfor$cher*Versanimliii|; 
eine  zur  Vertheilung  an  sämmtliche  Mitglieder  und  Theilnchnicr 
bereit  liegende  Medaille  habe  prägen  lassen,  und  schloss  daaii 
die  denkwürdige  Versammlung  mit  überaus  gemOtbreicben  Wo^ 
ten,  die  Jeder  in  dem  Werke  selbst  mit  wahrer  Freude  und  Rflln 
ruog  lesen  wird. 

Die  Zahl  aller  Mitglieder  und  Theilnehmer  war  D04,  eine  Zahl, 
in  deren  Höhe  schon  allein  wahrlich  Beweis  genug  für  die  Be* 
deutuog  der  Versammlung  liegt,  wenn  dieselbe  tiicht  schon  ander- 
weitig genug  constatirt  wäre,  interessant  mag  es  för  manchen 
unserer  Leser  sein,  dass  Herr  A.  de  Caumont,  fondateur  du 
coDgrds  scientifiqne  de  France,  in  der  Carlsruher  Versamnihing 
persöoiieb 'anwesend  >var,  und  deren  Mitglieder  in  einem  beson- 
deren,  in  der  dritten  allgemeinen  Sitzung  mitgetheilten  Schreiben 
sor  lebhaRen  Theilnabnie  an  dem  congr^s  scientiGque  aufforderte; 
derselbe  wird  im  Jahre  1860  zu  Cherbourg  vom  Isten  biif 
lOten  September  gehalten  werden.  Wer  möchte  nicht  gern  dieite 
Versammlung  in  einer  namentlich  durch  ihre  grossen  Marine- 
Etablissements  jetzt  so  nngeniein  wichtigen  und  merkwürdigen  Stadt 
besuchen !     Deshalb    wird   vielleicht    für   manchen  unserer   Leser 
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folgende  MiübeihiDg  des  Herrii  Cauroont  interessant  sein: 
•»Lte  chemiDS  de  fer  frän^ais  accordent  reniise  de  moiti<$  pour 
allef  et  revenir  ä  toiis  les  luembres  porteurs  de  cartes:  ces 
eartes  sont  d^^pos^es  2  mois  ä  laTance  ä  Paris,  rue  Richelieu 63 
et  me  Bouloy  7 :  elles  sont  d*ailleurs  adress^es  k  ceux  qui  les 
rfclunieot  du  s^cr^taire  g^neral  da  congr^s*). 

Von  den  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Aufsätzen 
thuri  wir  nun  noch  der  folgenden  Erwähnung: 

Zur  ältesten  Geschichte  der  Zahlzeichen.  Von  Cantor.  — 
Ueber  die  neuen  Tafeln  von  Wolfers  zur  Reduction  der  Oerter 
der  Sterne,  als  Fortsetzung  der  Tabulae  Regioniontanae  von  Bos- 
se]. Von  Argelander.  —  Ueher  den  Flächeninhalt  der  Kugel- 
zone. Von  Es  eher.  —  Ueber  die  verschiedenen  Krflnimungen 
in  einen!  Punkte  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Von  Zech.  — 
Ueber  seine  Ausgabe  der  Werke  Kepler  s.  Von  Frisch.  —  Ueber 
die  Reduction  der  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung mit  it  -f- 1  Veränderlichen  auf  eine  Differentialgleichung  i\%T 
fiten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen.  Von  Weiler.  <— 
Ueber  ein  neues,  von  ihm  erfundenes  Photometer  fiir  die  Bestini- 
nmng  der  Lichtstärke  von  Fixsternen.  Von  Schwerd.  —  Ueber 
Objective  zu  photometrischen  Zwecken.  Von  Petzval.  (Nur  kurze 
Mittheilung.)  —  Ueber  Linsen  und  Linsensysteme  zur  Beobach- 
tung der  Farbenrihge  im  polarisirten  Lichte.  Von  Reuscb.  (Mit 
vorzfiglicher  .Rücksicht  auf  das  schone  neue  Polarisations  -  Instru- 
ment von  Nörrenberg,  mit  dessen  feiner  Construction  es  niug* 
lieh  ist,  in  Krystallen  von  der  Feinheit  eines  Haares  noch  die 
doppelt  brechende  Polarisationsrichtung  und  selbst  die  innere 
Structur  mit  UOlfe  der  sichtbar  werdenden  optischen  Erscheinun- 
gen zu  erkennen.)  — >  W.  Eisenlobr  zeigte  im  physikalischen 
Auditorium  seine  schone  Methode,  die  Wellenlänge  der  unsicht- 
baren oder  brechbarsten  Lichtstrahlen  zu  messen,  so  wie  die 
schrmen  Erscheinungen,  welche  sich  theils  durch  objective  Dar- 
stellung mehrerer  Beugungsspectra,  theils  durch  ihre  Zerlegung 
hervorbringen  lassen. 

Die  übrigen  physikalischen  Aufsätze  beziehen  sich  meistens 
auf  Elektricität ,  Magnetismus,  Gase,  u.  s.  w.,  nämlich:    Ueber  die 


*)  Der  Hemntgeber  wird  M  immer  für  seine  Pflicht  halten,  eetdie 
Mittheiiongeo  iin  Interette  der  Leeer  und  der  1^  iaeentchaf t ,  wo  eie  eich 
ihm  darbieteo,  su  luacben.  Die  General -Sekretaire  für  den  Congree«  in 
Cherbourg  «ind:  M.  Betuva,  pharmacien  major  de  la  marine,  nnd 
1e  VScomte  Da  Moneel«  von  denen  also  die,  eine  Reise  naeh  Frankreich 
sehr  erleichternden  Karten  lO  erhalten  sein  werden.    , 
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Bexfebtogen  siriscben  Magnetisnos,  Torsion  «nd  WinM.  Vigft 
Wiederoanol  —  Vergleichiing  des  •leklrostatiacheo  Unudg^ 
settes  mit  dem  eieictrodynamiecfaen.  Vort  t.  Feilitmcb.  -^Tot^ 
fahren  eine  bedeutende  Anbäafong  der  Elektricität  an  den  Erfn» 
einer  Inducttonsapirale  zu  Wege  zu  bringen.  Von  BOItger.  -^ 
Ueber  die  Molecnlarbewegongen  in  gaafßrmigen  Körpern.  ¥•• 
Clausius.  *•  Ueber  magnetiscbe  Adbaeaioo  und  neue  Elelct»> 
magnete.  Von  Nickl^s.  (Französisch.)  —  Ueber  ein  elehin* 
chemisches  Chronosrop.  Von  Hessler.  —  Ueber  einen  eleUl* 
sehen  Apparat  Von  Belli.  (FranzSsisdi.)  -^  Ueber  die  physikallsAn 
Ursache  der  Harmonie  und  Disharmonie.  Von  Helmboltt«*« 
Ueber  die  Wärmeintensitit  im  Speetrnm  eines  Glas-  undFlin^tat* 
prisma.  Von  Mfliler.  —  Ueber  das  Spectrum  des  elektrisclMn 
Lichts  in  Geissler'schen  Ruhren  und  Ober  eine  merkwürdige  Wl^ 
kung  eines  Magnets  auf  das  Licht  an  der  negativen  Elektrode  4m 
Geissler sehen  Rubre.  Von  Plucker»  wobei  Dove  ein  Mittel 
angab»  die  elektrische  Natur  des  Nordlichts  optisch  zu  enisebeiden. 

Im  physikalischen  Auditorium  der  polytechnischen  Schule 
zeigte  Ruhmkorf  f  aus  Paris  den  Rlr  das  physikalische Cabinet 
dieser  berühmten  Lehranstalt  auf  die  Zeit  der  Naturforscber- 
Versammlung  bestellten  grossen  Inductions- Apparat  vor,  nd 
stellte  damit  grossartige»  allgemein  überraschende  Versuche  an. 
Mittelst  einer  Batterie  von  40  Grove*schen  Elementen  und  riner 
Kleist'schen  Flasche  von  2  Quadratfuss  Belegung  erzeugte  «r 
unter  Anderem  Funken  von  10 — 15  Centiroeter  LSnge.  Neu  ht 
daran  die  Ankervorrichtung»  indem  die  Unterbrechung  des  Stti- 
mes  durch  einen  Elektromagnet  und  ein  Volta'sches  Element  bewiiit 
wird.  *•  Man  sieht  auch  in  dieser  buchst  dankenswerthen  Vm- 
anstaltung  einen  Beweis»  wie  sehr  von  der' überaus  thätigen»  eifri- 
gen und  umsichtigen  Geschäftsführung  Alles  aufgeboten  wor- 
den war»  um  der  Versammlung  in  jeder  Beziehung  eine  wahrluUt 
wissenschaftliche  Bedeutung  zu  geben  und  zu  sichern. 

Möge  den  Herausgebern  des  vorliegenden  schonen  und  «vidi- 
tigen  Werks  für  ihre  grosse  und  vielseitige  Aufopferung  nach 
allen  Seiten  hin  der  reichste  und  wfirmste  Dank  von  allen  wahr- 
haft  wissensebaAlichen  Männern  in  reichlichsten  Maasse  zu  Theil 
werden»  was  gewiss  niehl  fehlen  wird»  wenn  alle  den  WerA 
solcher  Aufopferung  so  zu  schätzen  wissen»  wie  der  nnteraeiob- 
nete  Heransgeber  von  sich  selbst  gern  und  aufrichtig  bekennt. 

Grunert 


Uiber  Zabiensyslem«  und  deren  Geschiebt«.    V»a 
Joseph  Krist»   Prefesser  au  der  k.  k.  Ober-Realschttl« 
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nn  Ofen.  (Vierter  Jabreeberieht  der  k;  lu  Ober-Real* 
•ehttle  der  königlicben  freien  Hauptstadt  Ofen.  Am 
Sehlosse  des  Schuljahres  1859  TerOffentlicht  Tarn  Dl- 
recter.)    Ofeu.  1859. 

Der    Herr   Verfasser   des   wissenschaniichen    Thells    dieses 
iMMswertben  Programms  hat  nach  einer  kurzen  Einleitung  zu- 
erst in  der  Abtheilung  I.  die  allgemeine  Theorie  der  Zahlensysteme 
io  lehrreicher  Weise  entwickelt»  auch  die  gegenseitige  Verwand* 
hmg  der  Zahlensysteme  mit  verschiedenen  GrundzabJen  in  einan- 
der sehr  deutlich  erläutert»   wobei  die  Dyadik»  das  Sexagesimal* 
•yslsm    und    das   Ulstern   mit   der   Grundzahl   Zwölf   besondere 
V^vQcksichtigung  gefunden   haben»   was  in  einer  solchen  Schul* 
•ekrift  deshalb  besonders  zweckentsprechend   ist»    weil  die  drei 
genannten .  Systeme  eine  gewisse  historische  Bedeutung  erlangt 
haben»   wie   auch   der  Herr  Verfasser   überall   hervorbebt     FCr 
Kenner  der  Geschichte  der  Mathematik  brauchen  wir  nicht  erst 
so   bemerken»    dass   und  warum  Leibnitz  an  dem  dyadischen 
System  besonderes  Interesse  nahm;    der  vielfache  Gebrauch  des 
Sezagesimalsystems   ist    gleichfalls   bekannt   genug»  .  und   schon 
Ptolemäus  bedient  sich  in  seiner  Sehnentarel  der  Sexagesimal* 
Elotheilung;  Werneburgs  excentrische  Ideen  und  Wünsche  in 
seiner  Teliosadik  für  sein  sogenanntes  Taun  *)-System  sind 
wohl   wenigen  jüngeren  Lehrern   der  Mathematik   noch   bekannt» 
«od  die  Erinnerung  an  dieselben  in  dieser  Schrift  war  daher  ganz 
zweckmässig.   —  Die  AbtheHung  II.    enthält  eine  sehr  fleissige 
Geschichte  der  Zahlensysteme»  auf  die  wir  namentlich  Lehrer  an 
buheren  Unterrieb tsanstalten»  denen  selten  grossere  Bibliotheken 
zo  Gebote  stehen»  deshalb  aurmerksam  machen»  weil  sie  in  der- 
selben 9uf  inuglichst  engem  Räume  in  ziemlicher  Vollständigkeit 
Alles  zusammengestellt  Gnden »  was  die  älteren  und  neueren  For* 
scbungen  auf  diesem  Gebiete  geliefert  haben.    Dabei  haben  aber 
nicht   bloss  die  Arbeiten  von  Mathematikern»    wie  Humboldt» 
Libri»  Chasles»  Cantor  u.  s.  w.»    sondern  ganz  hauptsächlich 
anch  die  der  neueren  Sprach  Forscher  Prinsep»    Silvestre  de 
Sacy»   Nesselniann»    Brockhaus»    Rask»  Lassenu.  s.  w. 
Berücksichtigung  gefunden.    Ja  auch  des  verdienstvollen  magya- 
rischen   Sprachforschers    Paul    Hunfalvy    Sprachwissenschaft* 
liebe  Untersuchungen  und  Ritter  von  Heufler*s  Arbeiten  Ober 
die  Sprache  der  Zigeuner  sind  von   dem  kenntnissreichen  Herrn 
Verfasser  gebührend  beachtet  worden.  —  Wir  halten  daher  diese 
Schrift    f&r    einen    sehr    lehrreichen    und    dankenswerthen    Bei* 

*)  Zwölf. 
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trag  zar  Geschichte  der  Mathematik ^  insbesondere  weH  im  b 
derctetben  zienilicb  alles  Wissenswertbe  Ober  den  fraglicbeo  Gei^ea- 
stand  beisammen  Gndet.  M5ge  dieselbe  deshalb  unseren  Lesern 
Oberbaupty  insbesondere  aber  allen  Lehrern  an  höheren  Unler 
richtsanstalten^  zur  Beachtung  bestens  empfohlen  8ein. 

DeP'  Obrige  Inhalt  dieses  Programms  ist  zwar  in  pUdagogisdlBr 
ROcksicht  sehr  interessant»  weil  er  ein  anziehendes  LebensW 
eines  trefflichen  Schulmanns,  des  iSchulraths,  jetzigen  BiscUI 
von  Szaihmär,  Dr.  Michael  Haas,  liefert,  und  durch  die  seil 
vollstllndige  Mittheilung  des  Lehrplans  u.  s.  w.  der  k.  k.  Obl^ 
Realschule  zu  Ofen  die  Organisation  dieser  wichtigen  Lehrfli 
stalten  in  Oesterreich  in  sehr  anziehender  Weise  kennen  lebii 
gehört  aber  nicht  weiter  in  den  Kreis  dieser  literartschen  Berichte^ 


Geometrie. 

Das  rechtwinkelige  Parallelepiped.  Eine  roatbt- 
matische  Monographie  von  Professor  Friedr.  Mann  (tt 
der  Kantonsschule  zu  Frauenfeld).  Frauenfeld.  Uubtr. 
1859.    4. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  hat  in  derselben  das  recht 
winkelige  Parallelepiped,  welches  selbst  in  den  ausfährlichstea 
geometrischen  Lehr-  und  Handbüchern  mit  einigen  wenigen  SStzen 
abgefunden  wird,  einer  sehr  eingehenden  Betrachtung  u^terwo^ 
fen ,  und  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  neuer  Relationen  für  dieses 
so  einfache  rSumliche  Gebilde  aufgefunden,  deren  weitere  Be- 
nutzung bei  dem  geometrischen  Unterrichte  zu  wCInschen  ist  und 
dazu  empfohlen  zu  werden  verdient.  Auf  Einzelnheiten  kSaneo 
wir  begreiflicherweise  nicht  eingehen,  und  bemerken  daher  nor 
noch,  dass  in  dem  zweiten  angewandten  Theile  seiner  yer* 
dienstlichen  Schrift  Herr  Professor  Mann  Anwendungen  seiner 
Theorie  des  rechtwinkligen  Parallelepipeds  auf  die  Axonometrie 
gemacht,  namentlich  in  Nr.  47.  eine  der  Beachtung  recht  sehr 
tu  empfehlende  neue  Construction  des  den  axonometrischen  Tob- 
structionen  zu  Grunde  zu  legenden  Axenkreuzes  roitgetbeilt  bat 
Muge  daher  die  kleine  Schrift  nochmals  der  Beachtung  unserer 
Leser  empfohlen  sein. 
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Loxodromisehe  Trigonometrie  C^^^^^l^}- 

Elements  de  -Trigooometrie  loxodromique»  saiTis 
4*application8  ä  la  Navigation  d*apr^s  M.  X  A.  Ora« 
sert,  Membre  correapondant  de  la  Socj^t^  Duoker- 
ieoise,  Professeur  ä  l'Uoiversit^  de  Greifswald«  Par 
IL  Terquem,  Membre  titulaire  r^sidant.  (Extrait  du 
6^  Volame  des  Memoire«  de  la  Sociät^  Dunkerquoise 
poar  rEncouragement  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Arts.}.  Uunkerque.  Typographie  Benjamin  Kien. 
1859.    8« 

Herr  P.  Terquem,  Professeur  d'Hydrograpbie  k  Dunkerque, 
bat  in  der  vorliegenden  Schrift  eine  ausgezeichnete  Uebersetzung 
oder  vielmehr  Bearbeitung  der  von  mir,  dem  unterzeichneten  Her- 
aasgeber  des  Archivs,  im  Jahre  1849  herausgegebenen  Loxo- 
dromischen  Trigonometrie.  Leipzig.  1849.  8^.*)  geliefert 
leb  darf  wohl  als  bekannt  voraussetzen ,  dass  ich  in  dieser  Schrift 
unter  vorstehendem  Namen  die  Gestaltung  einer  neuen  mathema- 
tischen Wissenschaft  versucht  habe»  welche  für  die  Navigation 
auf  der  etlipsoidischen  Erde,  in  Bezug  auf  das' den  loxo^dromischen 
Curs  verfolgende  Schiff,  dasselbe  leisten  soll,  was  die  ebene, 
sphärische  und  sphäroidische  Trigonometrie  für  die  Geodäsie  lei- 
sten, welche  also  für  den  Seemann  Dasselbe  sein  soll,  was  die 
letzteren  Wissenschaften  fSr  den  Geodäten  sind.  Je  mehr  ich 
arieb  bemSht  habe»  durch  die  genannte  Schrift  der  loxodcoroischen 
Sebifffahrt  auf  der  ellipsoidischen  oder  sphärischeh  Erde,  welche 
letstere  natfirlich  nur  ein  besonderer  Fall  der  ersteren  ist,  eine 
eben  so  allgemeine  und  .sichere  theoretische  Grundlage  zu  geben» 
wie  dieselbe  die  Geodäsie  in  der  ebenen»  sphärischen  und  sphä* 
roidischen  Trigonometrie  längst  besitzt:  desto  erfreulicher  ist  es» 
uainentlicb  bei  dem  grossen  Interesse,  was  ich  an  der  weiteren 
Ausbildung  aller  nautischen  Wissenschaften  überhaupt  nehme» 
natfirlich  fSf  mich  gewesen,  dass  meine  Bemühungen,  so  wenig 
dieselben  auch  bis  jetzt  das  eifrig  erstrebte  Ziel  wirklich  erreicht 
baben»  wovon  Niemand  mehr  als  ich  selbst  überzeugt  sein  kann» 
bei  der  seit  der  Gründung  der  franzosischen  nautischen  Lehran- 
stiilten  durch  den  grossen  Colbert  durch  hohe  wissenschaftliche 
Ausbildung  so  sehr  ausgezeichneten  französischen  Marine  so  viel 
Anerkennung  gefunden  haben»  dass  einer  der  aasgezeichnetsten 
Professeurs  d'Hydrographie,  Herr  Paul  Terquem  in  Dünkir- 
cben^  ein  Sohn  des  durch  die  Herausgabe  der  Nouvelles  An- 


•)  Bl.  •.  Literar.  Ber.  Kr.  \LVIII.  (Tbl.  WV)  S.  667. 
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naies  de  Matb^matiqoes  so  sehr  vecdieoteo  Herra  O.Ter- 
quem  In  Paris»  eine  Uebersetzong  meiner  genannten  Schnft  Rir 
nothwendig  and   zwecfcdienlicb   erachtet   bat.     Aber  es  Ist  &et 
darchaus  nicht  eine  blosse  Uebersetzong»  sondern  vielmehr  io  1idk^ 
facber  Beziehung   eine   Bearbeitung  meiner  Schrift,   Ihdem  Birr 
Ter  quem  bei  der  ganzen  Darstellung  sich  noch  weit  mehr,  ib 
Ich  selbst  ursprfinglicb  gethan  hatte,    dem  eigentlichen  praUl* 
dchon  Gebrauch  In  der  Nautik  angeschlossen  und  ffir  densebd 
die  von  mir  entwickelte  Theorie  wahrhaft  fruchtbar  zu   roachi 
gesucht  bat.    Auch  sind  der  Schrift  zwei  besondere,   sehr  M^ 
reiche   Nöten   beigefügt  worden,    von   denen   Ich  namentlich  A 
zweite  hervorhebe,  welche  die  von  Herrn  Givry  an  den  AzirootiMi 
auf  den  reducirten  Charten  angebrachte  wichtige  Correction  betrift 
Es  hat  sich  also  auf  diese  Weise  Herr  Ter  quem  ein  durchaBi 
selbstständiges  Verdienst  erworben,    was  ich  hieroit  In  der  bal- 
digsten und  dankbarsten  Weise  anerkenne ;   und  ich  bin  aus  atlea 
vorher  angeführten  Gründen  der  Meinung,  dass  Niemand,  woleber 
sich  für  den  fraglichen  Gegenstand  und  die  namentlich  auch  in 
theoretischer  Rücksicht   zu  so   vielen   w^ichtigen  Untersucbutgeo 
Veranlassung  gebende  Nautik  Oberhaupt  interessirt^   auch  neken 
meiner   ursprünglichen  Schrift   die   neue  Bearbeitung  des  Herf9 
Terquem  wird  entbehren  kOnnen,  weshalb  dieselbe  der  ailge» 
feinsten  Beachtung  recht  sehr  empfohlen  werden  muss,  vas  {A 
hiermit  aus  vollkommenster  Ueberzeugung  thue. 

Es  ist  mir  wohl  noch  erlaubt,  darauf  hinzuweisen«  dass  nutt 
zweckmässig  mit  dem  Studium  der  obigen  Schriften  das  meiner 
Abhandlung  in  Tbl.  XXI.  Nr.  XXH.  S.  304.  verbinden  wird ,  wori« 
ich  eine  besonders  einfache  Entwickelung  der  Gleichungen  der 
Loxodromen  auf  Rotationsflächen  gegeben  zu  haben  glaube.  Fe^ 
Der  verweise  Ich  auf  die  von  mir  gefundenen  merkwjirdigen  Ans- 
drücke  ftir  den  Flächeninhalt  loxodromischer  Dreiecke  auf  der 
Kugelfläche  und  auf  dem  Ellipsoid,  die  Ich  in  den  AbhandluDgeo 
Tbl.  XVI.  Nr.H.  S.23.  und  ThI.XXVIl.  Nr.  XIX.  S.  143.,  hauptsScb- 
lich  aber  in  itieinem  bei  Gelegenheit  der  vierhundertjährigen 
Jubelfeier  der  hiesigen  Universität  im  Jahre  1856  verfassten  Deea- 
nats* Programm:  De  area  trianguli  loxodromici  In  super* 
fiele  ellipsoidis.  Gryphlswaldiae.  Kunike.  1856.  4^.  est* 
wickelt  habe. 

M5ge  die  Nautik  aus  allen  diesen  Arbeiten  d^o  von  mir  §• 
•ehr  gewünacbten  Nutzen  ziehen. 

Gruoert 
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Vermischte  Schriften.  ^ 

Sitzaogsberichte  der  Kunigl.  Böhmischen  Gesell- 
#e1iaft  der  Wissenschaften  io  Prag.  Jahrgang  1859. 
Januar  —  Juni.    Prag.  1859.    ^. 

Es  ist  sehr  erfreulich,  dass  die  um  die  Wissenschaften  in 
so  vieler  Beziehung  hochverdiente  KSniglich  Böhmische  Gesell- 
scbaft  der  Wissenschaften  zu  Prag  von  dem  jetzigen  Jahre  an 
nacb  dem  Beispiele  vieler  anderen  Akademieen  und  Gesetlschaf* 
teil  der  Wissenschaften  Sitzungsberichte  herausgeben  wird,  in 
denen  alle  in  den  stattgehabten  Sitzungen  vorgekommenen  Ver- 
handlungen  in  der  Kürze  mitgetheiit  werden.  Das  erste  Heft  die- 
ser Sitzungsberichte  liegt  vor  uns,  und  wir  werden  seinen  Inhalt, 
eben  so  wie  den  Inhalt  der  ferner  erscheinenden  Hefte,  so  bald 
dieselben  uns  zugehen,  in  unseren  Literarischen  Berichten  mit- 
theilen.  Der  Inhalt  des  vorliegenden  Hefts,  so  weit  derselbe  in 
den  Kreis  des  Archivs  gehurt,  ist  folgender. 

Das  Heft  wird  eröffnet  durch  ein  Verzeichniss  aller  jetzigen 
Ehrenmitglieder,  ordentlichen,  auswiirtigen  und  ausserordenlliches 
Hi^lieder.  Die  Gesellschaft  besteht  aus  einer  philologischen, 
historischen ,  naturwissenschaftlich  -  mathematischen ,  philosophi- 
seb^  Section.  In  der  Sitzung  der  naturwissenschaftlich -matbe* 
nstischen  Section  vom  21.  Februar  1859  hielt  Herr  Ritter  von 
Ussner  einen  physiologisch  »optischen  Vortrag  über  das  Bino« 
colarsehen,  %velcher  nacb  dem  kurz  mitgetheilten  Inhalte  den 
wichtigen  Gegenstand  ganz  vom  mathematischen  Standpunkte 
bebandelte.  Die  betreffende  Abhandlung  ist  im  lOten  Actenbande 
Tollständig  aufgenommen.  —  Ferner  machte  Herr  Matzka  Mit* 
theilang  über  seine  interessanten  Untersuchungen  über  die  Be 
rechnung  der  Rauminhalte  und  Schwerpunkte  solcher  Körper, 
welche  von  zwei  parall^en  gleichvielseitigen  Vielecken  (Grund- 
ebenen) und  eben  so  vielen  dazwischen  liegenden  seitlichen 
windschiefen  Vierecken  begrenzt  sind,  wofern  die  Seiten* 
kanten  entweder  gerad,  und  zwar  im  allgemeinen  paarweis 
gekreuzt  oder  angemessen  gekrümmt  sind.  Mit  der  betreffen- 
den vollständigen,  sehr  interessanten  Abhandlung  hat  Herr  Matzka 
das  Ai'cbiv  beehrt ;  unsere  Leser  kennen  dieselbe  aus  Tbl.  XXXIIL 
Hft2.Nr.XII.S.I2I.  —  In  der  Sitzung  derselben  Section  vom 
21.  M&rz  1859  erläuterte  Herr  Pierre  in  sehr  deutlicher  Weise 
das  neoeNörrenberg'scbe  Polarisations- Instrument;  die  beigetUgts 
Figur  dient   sehr  zur  besseren  Veranscbaulicbang  der  ganzen 
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Sache.  —  In  der  Sitzung;  vom  18.  April  1859*)  tbeille  Herr  Jeli- 
II ek  eioe  Arbeit  des  Herrn  Popper  mit»  in  welcher  derselbe  die 
Methode  von  Weddle  zur  Auflindung  der  Wurzeln  numefiacber 
Gleichungen  einer  Modification  unterfrirft,  wodurch  diese  Methode 
in  der  Regel  schon  bei  zweimaliger  Anwendung  der  Transfoma- 
tion,  welche  der  Weddle'scben  Methode  zu  Grunde  liegt »  4k 
gesuchte  Wurzel  bis  auf  6  Decimalen  genau  liefert«  Uie  genich- 
ten  Mittheilungen  sind  ungeachtet  ihrer  Kürze  sehr  geeignet,  eiKa 
deutlichen  Begriff  von  Herrn  Popper's  Methode  zu  geben.  —  Ikr 
Kofistka  besprach  die  neueren  Planimeter  und  ihre  BenutzBi|, 
unter  Vorzeigung  eines  Wetli 'sehen  und  eines  Amsler'scha 
derartigen  Instruments.  In  dem  Vortrage  wurden  die  EigeuthS» 
lichkeiten  der  verschiedenen  Instrumente  namentlich  riicksichdid 
des  angewandten  Coordinatensystems  sehr  deutlich  hervorgebobei 
und  eine  Vereinfachung  der  von  jStampfer  zuerst  entwickelten 
allgemeinen  Theorie  des  Wetli* sehen  Instruments  ang^ebei« 
welche  ttir  den  Vortrag  besonders  geeignet  sei.  Bei  der  grosses 
praktischen  Wichtigkeit  der  in  Rede  stehenden  Instrumente  wur- 
den wir  uns  erlauben,  Herrn  Kofistka  freundlichst  zu  ersucheOt 
uns  seine  Theorie  zur  Veröffentlichung  in  dem  Archiv  gelall'^st 
mitzutheilen  ^  was  gewiss  der  Sache  sehr  forderlich  sein  würde 
und  im  allgemeinen  Interesse  des  praktischen  Unterrichts  sehr  n 
wOnschen  wäre«  —  In  der  Sitzung  vom  23.  Mai  1859  demonstmte 
Herr  Purkyne  einen  optisch -physikalischen  Versuch  über  & 
scheinbare  Bewegung  gerader^  iij  radialer  Richtung  bewegter  Liniet* 

Wir   wünschen  sehr,    bald  zu  Shnlichen   Mittheilungen  über 
die  verdienstlichen  Arbeiten  der  Gesellschaft  Gelegenheit  zu  habe«. 


^ 

*)  Wir  meinen  imner  die  matheniatisch-natnrwiMentcbBfil.  Sectien» 
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Am  5.  Oecember  1859  starb  zu  Parb  der  berühmte  Verfasser 
der  ,,El^mens  de  Statique"  und  vieler  anderer  wichtiger 
Werke  und  einzelner  Abbandiungen, 

L  Polnsoti 

dessen  ausführlichem  Necrölog  wir  späterhin  unseren  Lesern  mit- 
tbeilen  zu  können  hoffen. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Gewiss  werden  alle  Leser  des  Archivs  mit  besonderer  Freude 
yerDehmen»  dass  Se.  Königliche  Hoheit  der  regierende  Grossher- 
zog  von  Baden  so.  eben  mit  bekannter  Munificenz  einen  neuen 
Beweis  hoher,  den  Wissenschaften  gewidmeter  fürstlicher  Gunst 
ZV  geben  geruhet  haben,  durch  Bewilligung  der  Mittel  zur  Wieder- 
berstellang  der  Mannheimer  Sternwarte  und  zur  Anstellung  eines 
tScbtigen  Astronomen  an  derselben,  so  dass  dieser  alte  berChmte 
Tempel  der  Wissenschaft  von  jetzt  an  mit  vollgiiltigem  Rechte 
wieder  in  die  Reihe  der  den  neuesten  Ansprüchen  vollkommen 
Rechnung  tragenden  Sternwarten  eintritt  Se.  Königliche  Hoheit 
baben  Sich  dadurch  ein  neues  unvergängliches  Denkmahl  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaft  gesetzt.  Gewiss  aber  werden  wir 
auf  den  Dank  unserer  Leser  durch  die  folgende  Mittheiiung  der 
näheren  Umstände  dieses  denkwürdigen  Ereignisses,  welche  uns 
io  dankenswerthester  Weise  von  kundiger  Freundes  -  Uand  ge- 
macht worden  ist,  rechnen  dürfen.  G. 

Die  Mannheimer  Sternwarte  befand  sich  seit  dem  im  Jahre 

ITil.  XXXIV.  Hft.  3.  3 
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1846  erfolgten  Tode  Nicolal's  in  einem  verwalaleo  Znsliade, 
welcher  eigentlicli  schon  mehrere  Jahre  früher  durch  seine  Kiwk- 
heit  eingetreten  war.  Bei  dem  damaligen  Zustande  der  Stenwtite 
konnte  ein  Astronom  nach  dem  einstimmigen  Urtheil  aller  Saab- 
Terständigen  unmöglich  ein  befriedigendes  Resultat  seiner  Tfal%- 
keit  auf  ilerselben  erhalten.  Es  wurden  darum  von  verschiedasM 
Seiten  Vorschläge  gemacht,  wie  die  festgesetzten  Fonds  undiBe 
vorhandenen  Instrumente  benätzt  werden  könnten.  Das  ZwtA- 
dienlichste  schien,  eine  neue  Sternwarte  zu  bauen,  und  es  tfadte 
der  verstorbene  Astronom  Schumacher^),  auf  Verlangen  4» 
Professor  W.  Eisenlohr,  diesem  einen  sehr  sorgfältig  ausgearfco- 
vteten  Plan  mit.  Inzwischen  kamen  die  bewegten  Zeiten  «oo  W48 
und  1849,  in  denen  die  badische  Regierung  Ersparnisse  eintreten  a 
lassen  genOthigt  war,  welche  auch  dieses  Institut  trafen.  So  bBeb 
die  Sternwarte  unbenutzt,  mit  Ausnahme  der  Jahre  1852  — 1867, 
in  welchen  Herrn  Dr.  Neil  die  Aufsicht  Ober  dieselbe  übertre 
gen  war. 

Bei  der  Naturforscher  -  Versammlung  in  Bonn  (1857)  berieth 
sich  Professor  Eisenlohr  mit  mehreren  Astronomen  Ober  die 
Frage,  in  welcher  Art  die  Mannheimer  Sternwarte  wieder  in  die 
Reihe  der  nützlichen  Anstalten  dieser  Art  eintreten  kannte,  iBden 
er  bei  den  wohlwollenden  Gesinnungen  Sr.  Königlichen  Ho- 
heit des  Grossherzogs  för  Alles  was  Wissenschaft  und  Kon»! 
betrifft,  auf  eine  gOnstige  Annahme  zweckmässiger  Vorscblige 
rechnete.  Es  wurde  anerkannt,  dass  in  der  jetzigen  Zeit  Ueioere 
Sternwarten  nicht  nur  sehr  ndtzlich,  sondern  «auch  bei  der  notlh 
wendig  gewordenen  Theilung  der  Arbeit  unentbehrlich*  seien* 
Unter  der  ausgezeichneten  Mitwirkung  des  Herrn  Professor  Ar- 
gefander,  der  aus  Liebe  zur  Wissenschaft  mehrere  Male  aus- 
drOcklich  nach  Mannheim  und  Karlsruhe  reiste,  um  nähere  Eiasicbt 
zu  nehmen,  kam  nun  ein  Project  zu  Stande,  welches  Profesf<ff 
Eisenlohr  Sr.  Königlichen  Hoheit  dem  Grossbersoge 
und  Seinem  hohen  Ministerium  vorlegte.  Der  Erstere  ge- 
nehmigte es  mit  lebhafter  Freude,  nachdem  auch  das  Mioisterisio 
des  Innern  bereitwillig  die  wohlwollendsten  Anträge  gestelit  bitte* 
Als  nun  die  in  demselben  Jahre  (1857)  versammelte  StändekaB- 
mer  auch  die  nuthigen  Geldmittel  bewilligt  hatte,  erhielt  Professer 
Eisenlohr  den  Auftrag,  fflr  den  Vollzug  zu  sorgen.  InGeneio' 
Schaft  der  Herren  Professoren  Argelander  und  Schwer  d  warde 
nun  die  Anschaffung  der  nuthigen  Instrumente,   welche  im  oaek* 


*)  Schumacher  war  froher  telbit  einige  Zeit  lang  ao  der  Hai»- 
heiner  Sternwarte  angestellt  geweieo.  G. 
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stehenden  VerseicbniM  unter  der  Rubrik  ^Neuere  iMtrumente*' 
eathaiten  sind^  so  wie  die  neu  zu  treffenden  Einrichtungen  an 
der  Sternwarte  berathea  und  besoblossen.  Da  die  Herstellung 
des  grossen  Refractors  Ungere  Zeit  in  Anspruch  nahm,  so  erfolgte 
di#  BtfrufuBg  des  neuen  Astronomen  Herrn  Professor  Dr.  Seh 5n- 
feld,  welcher  schon  seit  sechs  Jahren  als  Assistent  an  der 
Bonner  Sternwarte  angestellt  war  und  durch  mehrere  ausgezeich- 
nete Arbeiten  bekannt  ist,  erst  im  September  dieses  Jahres. 
Derselbe  machte  sogleich  eine  Reise  nach  Mflnchen,  um  die 
wichtigsten  Instrumente  einzusehen  und,  nachdem  er  sie  geprüft, 
in  Empfang  zu  nehmen.  Dieselben  sind  nun  auf  der  Sternwarte 
aufgestellt  und  somit  ist  dieses  Institut  auTs  Neue  in's  Leben 
gerufen.  Die  an  demselben  befindlichen  und  auch  jetzt  noch 
brauchbaren  Siteren  Instrumente >  so  wie  die  neu  angeschafften, 
sind  im  folgenden  Verzeichnlss  enthalten. 

a)  Aeltere  Instrumente. 

I)  Ein  Manerqoadrant  mit  achrom.  Fernrohr  von  Bird  in  Lon- 
don 1775.    Halbmesser  des  Kreises  7*/a^  Objectiv  3''  7^  Oeffnung. 

3)  Das  Passage  •Instrument  mit  dreifachem  acbronu  Objectiv 
voii  Ramsden  in  London  1786.  LSnge  des  Fernrohrs  6',  Oeff- 
nsnfr  des  Objectivs  y  10",    Drei  Okulare. 

3)  Der  Multiplikationskreis  von  Reichen bach  mit  stehender 
SloTe;  der  Verltkatkreis  hat  S'^  der  Azimuthaikreis  26^  Durch- 
messer; das  Fernrohr  4'  Ldnge.    Objectiv  3^  V  Oeffnung. 

4)  Eine  Secundenpendel-Uhr  von  Arnold  in  London;  Com- 
pensation  Zink- Stahl;  Echappement  nach  Graham  auf  Rubinen. 

5)  Eine  Secundenpendel-Uhr  von  Norton  in  London;  ohne 
Rubinen,  sonst  wie  die  vorige. 

6)  Eine  SecandenpendeUDbr  von  le  Paute  in  Paris;  ohne 
Cempensa^n. 

7)  Ein  siebenfiissiger  HeUoneter  von  Dollond  Sohn,  Ob- 
jectiv 3*- 

8)  Kometensucber  von  Ramsden,  Focallänge  2'»  Feld  &^. 

9)  Hadley'scher  Spiegelsextant  von  Troughton. 
10)  Libelle,  Länge  2',  von  Ramsden. 

II)  Barometer 9  Thermometer,  Normaltoise  etc.  etc. 

b)  Neuere   Instrumente. 

1)  Ein  achtf&ssiger  Refiractor  von  Steinheil  von  6*^  Oeffnung 

3* 
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mit  Sucher,  parallaktisch  montirt,  aaf  gusseiserneni  Pfeiler,  mit 
Flugubr  von JVI ahler,  mit  Frictionswerk  den  Sternen  folgend, 
in  AR.  zu  verstellen  ohne  Unterbrechung  des  Fortrücken«,  die 
Achsen  in  Steinen,  die  Kreise  auf  Silber»  nebst  sieben  Okularen, 
Sonnenglas  und  Kreismikrometer  mit  achromatischem  Okular. 
Ferner  dazu  gehörig: 

ein  LampenOlarmikrometer , 

ein  Okular- Heliometer, 

sechs  achromat.  Mikrometerokulare, 

ein  weiteres  Kreismikrometer, 

drei  Kreismikrometerplatten , 

ein  Centrirapparat  für  das  Objectiv, 

ein  Sonnenglaskeil  zur  Trennung  der  Uoppelsterne, 

ein  Extraokular. 

2)  Ein  Kometensucher  von  21"  Länge;  27^^  Oeffnung. 

3)  Ein  Chronometer  von  Tiede  in  Berlin. 

4)  Eine  Sekuodenpendei-Uhr  von  Bob  in  Furtwangeo. 

Der  Refractor  Ist  auf  der  Plattform  der  Sternwarte  in  einem 
kreisrunden  Häuschen  mit  sechs  Fuss  hoher  Mauer  und  einer 
Drehkuppel  von  15'  Durchmesser  aufgestellt  Die  Kuppel  ist 
aus  Eisen  und  Holz  construirt;  mit  Klappen  versehen  und  mit 
Segeltuch  überzogen,  welches  mit  einem  sehr  dauerhaften  Material, 
der  sogenannten  Diamaotfarbe,  angestrichen  ist  Sie  ruht  auf  Tier 
Kanonenkugeln,  welche  bei  der  Drehung  der  Kuppel  zwischen 
der  unter  ihr  befestigten  gusseisernen  Rinne  und  einer  ihr  ge- 
genüberstehenden auf  dem  runden  Mauerchen  fest  gemachten 
gleichen  Eisenbahn  fortrollen.  Die  obere  Rinne  ist  mit  horison- 
tal  stehenden  Zähnen  versehen,  in  welche  ein,  durch  eine  Kur- 
bel drehbarer  Trieb  eingreift.  Durch  diese  Einrichtung  ist  die 
Bewegung  der  Kuppel  sehr  leicht  Vier  Haltefest,  welche  bq- 
gleich  Frictionsrollen  sind,  Terhindem,  dass  der ' Sturmwind  die 
Kuppel  abheben  kann. 

In  demselben  Räume  befinden  sich  die  Sekundenpendel -Uhr 
und  ein  Schrank  zur  Auftiewahrung  der  nr>tbigen  Apparate. 
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Geometrie  und  Trigonometrie. 

^E-Sleroetarny    wyklad  matematyki    von  J.  K.   Stecz- 
_44r«ki,  Professor  an  der  Jagielloiiischen  Universität 
f  :^Krakao.    ThI.lII.,  Band  III.     Analytische  Geometrie^ 
IHan  Tergleiche  Literar.  Ker.  Nr.  \C.  S.  4.  and  Nr.  CXXXI.  S.  1.) 

Wir  beeilen  uns  von  dem  Erscheinen  des  vorstehenden  Ban- 
a  des  im  Jahre  1851  begonnen  Werkes  der  elementaren  Ma- 
dftafik    zu    berichten ,    welcher    die    Theorie  der'  analytischen 

'  "^  Minetrie,  so   weit  sich  diese  auf  elementarem  Wege  darstellen 

I       sst,  umfasst. 

-'Herr  Professor  Steczkowski  hat  sich  durch  die  Heraus« 
dfo  des  neuen,  jetzt  in  seiner  Vollendung  vorliegenden  Werkes 
Mreitig  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  uns  kein  anderes 
VSrrk  in  polnischer  Sprache  bekannt  ist,  in  welchem  die  ganze 
iMentarä  Mathematik  so  vollständig  und  anschaulich  entwickelt 
*e. 

Da  die  Mathematik  bereits  den  Standpunkt  erreicht  bat,  dass 
fast  alle  Wahrheiten  der  analytischen  Geometrie,  sowohl  auf 

Wege  der  höheren,  als  der  elementaren  Mathematik  beweisen 
so  hat  dies  den  Herrn  Verfasser  bewogen,  die  analytische 
letrie,  welche  man  gewohnlich  zur  elementaren  Mathematik 
rechnet,  in  diese  letztere  einzuschliessen. 

Im  ersten  Theile  dieses  Bandes,  —  in  der  analytischen  Geo- 

rie  der  Ebene,  —  vvird  die   Theorie  der  Linien  des  zweiten 

ies,  da  sie  einen  der  wichtigsten  Theile  derselben  ausmacht, 

eine  ihrer  Wichtigkeit  ganz  entsprechende  Weise  behandelt; 

irend   Im  zweiten  Theile,  in  der  analytischen  Geometrie  des 

tt^ime«,  der  Herr  Verfasser  die  nahe  Verwandtschaft  der  analy- 

jllichen  und  descriptiven  Geometrie,  so  viel  als  thunlich,  für  den 

tplftnger  hervorhebt;   den  Haupttheil   dieses  Bandes  aber  macht 

At  Theorie  der  Flächen  des  zweiten  Grades  aus. 

Der  Erfahrung  zu  Folge,  dass  der  Anfänger  viel  leichter  von 
dem  speziellen  Falle  auf  den  allgemeinen  schliesst,  (als  umge- 
kehrt), hat  der  Herr  Verfasser  nicht  die  schiefwinkligen  Coordi- 
liaten,  von  welchen  die  rechtwinkligen  offenbar  nur  ein  spezieller 
Fall  sind,  sondern  in  allen  seinen  Untersuchungen  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  angewandt,  von  welchen  er  erst  auf  die  schief- 
winkligen schliesst.  In  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
bedient  sich  Herr  Steczkowski  ausschliesslich  der  rechtwinkli- 
gen Coordinaten. 


6  Literarischer  BericMt  CXXXV. 

In  der  EinUitiiag  wifd  attf  die  BeAchränktiMil  der  eiikUdiseiien 
Methode  hingemesen,  and  an  einigen  Beispielen  die  AH  md 
Weise,  wie  sich  die  Aiten  bei  Lösimg  geometrischer  Aii%ikeii 
2a  helfen  sachten»  gezeigt,  zngleich  aber  auch  dargetban,  wckh 
ungeheuren  Fortschritt  die  Mathematik  seit  Descartes's  Btls- 
düng  der  analytischen  Geometrie  gemacht  hat. 

Nachdem  dann  im  ersten  Abschnitt  die  Bestinimimg  des  Poik- 
tes  in  der  Ebene^  die  Gteicbong  und  Theorie  der  geraden  Luve 
entwickelt,  und  die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  analj^fi- 
sehe  Geometrie  gemacht  sind,  wird  im  zweiten  Theil  die  Ver- 
wandlung der  Coordioaten  abgehandelt. 

Im  dritten  Abschnitte  werden  die  allgemeinen  Gleicboogto 
der  Linien  des  zweiten  Grades,  so  wie  die  geometrische  Bed^- 
tuug  dieser  Linien,  ihre  Identität  mit  den  schon  im  AHerthnm 
bekannten  Kegelschnitten^  besprochen,  und  gegen  Ende  dessel- 
ben Abschnitts  noch  die  polaren  Gleichungen  der  Curvea  des 
zweiten  Grades  entwickelt  und  die  wichtigsten  dahin  gehörenden 
Aufgaben  gelOst. 

Der  vierte  und  fGnfte  Abschnitt  setzt  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte, so  weit  diea  der  elementare  Weg  gestattet,  aus  einander, 
Torzfiglich  ist  aber  hier  die  Theorie  der  Durchmesser,  Taogeoten 
und  Asymptoten  erklärt,  und  am  Ende  die  Quadratur  dieser  Li- 
nien angegeben,  wo  die  Quadratur  der  Hyperbel  auf  die  im  Arohiv 
Band  XXV.  Nr.  V.  entwickelte  Weise  durcbgefiihrt  ist. 

Im  sechsten  Abschnitte  endlich  ist  von  den  Anwendungeo 
der  Theorie  der  Curven  des  zweiten  Grades  auf  die  Auflosaikg 
der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  die  Rede,  wobei  mebre 
zweclfmässig  gewählte  Aufgaben  entwickelt  werden ,  die  zu  Glei- 
chungen von  diesen  Graden  führen. 

Es  folgt  ferner  das  Delische  Probtem  und  eine  L«isung  der 
Aufgabe  von  der  Dreitheilung  des  Winkeis.  Bei  dem  Delische« 
Problem  wird  erörtert,  dass  zu  dessen  Aufi^uBg  nicht  4arebsaB 
zwei  Parabeln  nutfalg  sind,  sondern,  dass  man  die  zweite  durck 
einen  Kreis  ersetzen  kann. 

Bei  der  Auflösung  der  Aufgabe  von  der  Dreitheilung  dei 
Winkels  führt  der  Herr  Verfasser  die  platonische  LOsong  mit 
Hülfe  der  Conchoide  und  Cissoide  aus,  deutet  auf  ihre  Mlngel 
hin,  und  lost  sie  mit  Hülfe  der  Hyperbel^  oder  zwei  sich  schnei' 
dender  Parabeln,  oder  endlich  auch  mit  Uülfe  einer  Parabel  nni 
eines  Kreises. 

Im  zweiten  Theile  dieses  Bandes,  in  der  asalytischen  Geo- 


Uterariseker  Bericki  CXXXV,  7 

matrie  dea  Aaames,  bedient  sieb  der  Herr  Verleeeer,  wie  scheu 
bemerkt,  nur  der  rechtwinkligen  CoordioateD,  da  diese  zh  viel 
eiofacheren  Resultaten  fiibren,  als  die  Betrachtung  mit  schief- 
winkligen,, und  behandelt  hier  im  ersten  Abschnitt  die  Lage  der 
Ponkte  im  Räume.  Im  zweiten  schreitet  er  gleich  zur  Theorie 
der  Ebene  fort,  und  nachdem  er  die  allgemeine  Gleichung  der 
Ebene  gefunden  hat,  geht  er  erst  zur  geraden  Linie  im  Baume 
Aber.  Die  Gleichungen  der  geraden  Linie  kann  man  nfimlich 
Idcbt  finden,  wenn  man  schon  die  Gleichungen  der  Ebene  kennt, 
weit  Jede  gerade  Linie  als  der  Durchschnitt  zweier  sich  schnei- 
dender  Ebenen  angesehen  werden  kann. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dioaten,  und  zwar  nur  der  rechtwinkligen,  weil  die  schiefwinkligen 
in  diesem  Tbeile  bei  Herrn  Steczkowski  keine  Anwendung 
finden. 

Im  vierten  Abschnitt  werden  snnSehst  krumme  Flftchen  im 
Al^eraeinen  abgehandelt^  sodann  die  Theorie  der  Kugel,  der  Ober- 
flache  des  Cylinders  und  des  Kegels,  der  schiefen  und  Rotations- 
Flächen  kurz  aus  einander  gesetzt. 

Der  fQnfte  Abschnitt  umfasst  eine  ausAbrliche  Behandlung 
der  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades,  und  im  sechsten  und 
leixten  Abschnitt  giebt  der  Herr  Verfasser  noch  die  Theorie  der 
Berdhrungsebene  der  kruromra  Flächen  zweiten  Grades. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  durch  dieses  ganze  Werk  je- 
denfalls ein  unvergängliches  Denkmal  in  der  Geschichte  der  pol- 
nischen mathematischen  Literatur  gesetzt,  so  dass  wir  ihm  zur 
Vollendung  desselben  nur  aufrichtig  Glfick  wünschen  kOnnen. 

S. 


Eiementarny  wyklad  matematykl  von  J.  K.  Stecz- 
kewski,  Professor  an  der  Jagtellonischen  Universität 
zu  Krakau.  Tbl.  UI.  Band  H.  Ebene  und'sphärische 
Trigonometrie. 

Eben  so  sehr  fronen  wir  ans,  das  Erscheinen  des  zweiten  Ban- 
des deftULTheUs  der  von  uns  vor  Kurzem  angezeigten  Geomelrie 
anzeigen  zu  k5nnen,  von  welchem  Alles  dasjenige,  was  bei  dem 
Berfchte  des  ersten  Theiles  zur  Empfehlung  gesagt  worden  ist« 
in  ganz  gleichem  Maasse  gilt 

Das  neue  Buch  zeichnet  sich  durch  eine  leicht  übersichtliche^ 
natorgemässe,  systematische  Anordnung,    wie  durch   eine   klare 
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und  gröDdlicbey  nach  einer  gewissen  VollsiSndigkeit  und  Amfähr- 
lichkeit  strebende  Darstellung  aus. 

Die  Hauptsätze  der   ebenen    und  spbärischen  Trigonometne 
sind  auf  verschiedene,  sowohl  analytische,  als  geometrische  Wei$e 
bewiesen,   um    auch    hier  die  mannigfaltige  Beweisführung  dm 
Anfänger  zu  bekunden;  zugleich  zeigt  der  Herr  Verfasser,  das» 
ebenso  wie  die  Planimetrie,  auch  die  ebene  und  sphärische  Tii 
gonometrie  ein  gewisses  Ganze  bilden,  indem  er  darthut,  wie  fe 
Beweise  der  Lehrsätze   der  sphärischen   Trigonometrie  gänzßdi 
auf  der  ebenen   Trigonometrie  beruhen,   und  wie  man  sogar  alle 
Analogien  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  einem  ebenen  Dm- 
ecke  herleiten  kann. 

Bei  der  Herleitung  der  trigo'nometrischen  Funktionen  betrach- 
tet der  Herr  Verfasser  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  die 
trigonometrischen  Linien  im  Kreise,  sondern  leitet  sie  aus  der 
Betrachtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  ab. 

In  der  Einleitung  ist  auf  die  Ungenauigkeit  der  Constructions- 
oder  euklidischen  Methode  hingewiesen,  ebenso  ist  von  den  dorch 
Hipparchus  und  Ptolemaeus  in  die  Rechnung  eingeführten  Sehnen 
die  Rede,  und  von  der  Art,  in  welcher  letzterer  seine  Tafeln  be- 
rechnet hat. 

Nachdem  dann  der  Herr  Verfasser  im  ersten  Abschnitte  die 
einzelnen  Funktionen  hergeleitet  und  Ihre  Natur  und  ihre  wechsel- 
seitigen Beziehungen  in  sehr  eleganter  und  anschaulicher  Weise 
aus  einander  gesetzt  hat,  weist  er  im  zweiten  Abschnitte  nach, 
wie  man  dieselben  auf  elementarem  Wege  berechnen  und  in  Tafelo 
aufstellen  kann.  Die  zweite  von  den  hier  zur  Berechnung  der 
einzelnen  Funktionen  angegeben  Methoden  ist  zwar  kurzer  ond 
einfacher,  aber  auch  oft  mit  Schwierigkeiten  verbunden,  da  sie 
auf  der  Auflosung  der  Gleichungen  von  höheren  Graden  bembt. 
In  demselben  Abschnitte  sind  noch  die  Kontroll -Methoden  von 
Euter  und  Legendre  besprochen  und  die  Logarithmentafeln  und 
deren  Einrichtung  erläutert. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Auflosung  der  Dreiecke, 
und  enthält  zahlreiche  numerische  Beispiele,  ganz  geeignet,  den 
Anfänger  in  der  Losung  trigonometrischer  Aufgaben  zu  Oben. 

Im  vierten  und  letzten  Abschnitt  werden  zuerst  die  zu  Mes- 
sungen nöthigen  Instrumente  und  deren  Gebrauch  beschrieben, 
sodann  einige  lehrreiche  Aufgaben  aus  der  Geodäsie  gelOst  und 
die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  Geometrie  und  Stereometrie 
gezeigt. 
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Iq  der  sphärischen  Trigonometrie  gebt  der  Herr  Verfasser 
sogleich  an  die  Aqflosong  der  Dreiecke,  da  alle  nritbigen  Vor- 
keontnisse  bereits  Band  Ul.  Tbl.  I.  niedergelegt  worden  sind.  Alle 
bei  der  Auflösung  sphärischer  Dreiecke  vorkommenden  Fälle  sind 
hier  auf  sehr  vollständige  Weise  entwickelt^  und  die  von  berfibm- 
ten  Mathematikern  gefundenen  Formeln  mit  in  Betracht  gezogen. 

Aus  den  Gauss 'sehen  Formeln  sind  zwei  für  die  ebene  Tri- 
gonometrie sehr  wichtige  Lehrsätze  hergeleitet ;  —  diesen  für  die 
dbene  Trigonometrie  buchst  wichtigen  Relationen  hat  Herr  Anger 
in  unserem  Archiv  bereits  früher  Rechnung  getragen. 

Schliesslich  werden  noch  einige  Anwendungen  der  sphärischen 
Trigonometrie  auf  die  Geometrie  und  Geodäsie  erwähnt.  Es  sind 
aneb  hier  wie  in  der  ebenen  Trigonometrie  zur  grosseren  Uebong 
des  Aoftngers  zahlreiche  numerische  Aufgaben  gelost  S. 


Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften. 

Zeitschrift  für  populäre  Mittheilungen  aus  dem  Ge- 
biete der  Astronomie  und  verwandter  Wissenschaften. 
Herausgegeben  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peters,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Altena.  Band  I.  Heft  3.  Al- 
tena. 1859. 

* 

Die  beiden  ersten  Hefte  dieser  neuen  überaus  verdienstlichen 
Zeitschrift,  welcher  wir  den  ungehindertsten  Foilgang  im  Interesse 
der  in  ihr  vertretenen  Wissenschaften  von  Herzen  wünschen,  sind 
im  Literar.  Ber.Nr.CXXV.  S,  I.  und  Nr.  CXXVI.  S.  6.  angezeigt 
worden. 

Das  vorliegende  dritte  Heft  enthält  zwei  Aufsätze.  Der  erste 
fuhrt  dieUeberschrift:  „Beiträge  zur  Biographie  von  F.W. 
Basse  I.  Von  M.  Wich  man  n.'^  In  einer  Vorbemerkung  spricht 
der  hochverdiente  Herr  Herausgeber  sich  über  den  Inhalt  dieses 
Aufsatzes  folgendermassen  aus:  j, Die  nachfolgenden  Bruchstücke 
einer  Biographie  von  Bessel  sind  mir  von  Herrn  Professor  Er- 
man  (i"  Berlin)  zur  Publication  in  diesen  Blättern  zugesandt  wor- 
den. Bei  dem  Interesse,  welches  jede  Kunde  aus  BesseTs 
Leben  den  Freunden  der  Wissenschaft  gewähren  muss,  werden 
diese  Mittfaeilungen  den  Lesern  der  Zeitschrift  ohne  Zweifel  will, 
kommen  sein.  Indem  sie  ein  letztes  Andenken  von  Wiohmann*) 


*)  Leider  bereits  vergtorbem 
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bieten,  gewftbren  frfe  ngieich  •ine  Erginzang  lar  befcaniitei,  W* 
dcf  unvollendeten  Selbetbiogra|ihie  vom  Beseel.  Durch  warn 
Beiiehengen  bo  Beeeel  nnd  deeeeo  Familie ,  eo  ivie  dofcbi» 
Einblick  ta  die  hinteflaseenen  Papiere BeeeeTe,  bat  Wicbmats 
sieb  eine  nnfaeaeiulie  aad  getreue  Vorstellung  der  ereten  Bat- 
mefceliNigaperiode  onseree  groaeen  Astronomen  bilden  bhm«. 
Er  aebeint  den  Plan  gebabt  zu  baben»  die  von  ibm  geaammcitaa 
Nacbriebfen  in  einer  ansrsbriicben  Biograpbie  niederzulegen»  ab« 
sein  Tod  bat  die  Fortsetzung  und  Vollendung  der  begonneaoi 
Arbeit  verbindert^  —  Wir  nOssten  niebt,  was  wir  diesen  Wortca 
des  Herrn  Herausgebers  nocb  Wesentlicbes  binzufugen  aoUtci. 
Aber  so  viel  lc5nnen  wir  unsern  Lesern  versiebern»  dass  ibeen  die 
Leetüre  dieser  Brucbstücke  einen  sebr  grossen  Genuas  gewähiia 
wird»  80  wie  aucb»  dass  viele  in  denselben  vorkonmeode  naiM- 
niatisebe  und  astronomisclMi  fiUtiaen  Gelegenbeit  zu  vieiiadier  Be* 
lebrung  darbieten.  Wir  danken  daber  dem  Herrn  Heransgeber  Vk 
die  Mittbeilung  dieses  Aufsatzes  recbt  sebr»  und  wfinscben»  daM 
er  die  verdiente  Beacbtung  in  reichstem  Haasse  finden  mSge» 
indem  wir  nur  noch  bemerken,  dass  der  Aufsatz  mit  dem  ferneren 
Aufenthalte  B  es  sei's  in  Bremen  nach  der  Bekanntwerdung  «it 
Olbers  bis  zur  Uebersiedelung  nach  Lilientbal  (August  1804 
bis  März  1806)»  wovon  jedoch  npr  der  Anfang,  nocb  mitgetbeÜt 
ist»  scbliesst. 

Der  zweite  in  diesem  dritten  Hefte  enthaltene  Aufsatz  bat  die 
Ueberschrift:  »»Beitrag  zur  Kunde  der  periodischen  Ent- 
Wickelung  der  Pflanzen.  Von  Dr.  C.  H.  Germar»"  in  wel- 
chem der  Herr  Verfasser  in  sebr  verdienstlicher  Weise  sebr 
interessante  hundertjährige  Beobachtungen  fiber  die 
Laubentfaltung  der  frflben  Buchen  aus  dem  Scblosspark 
zu  Augustenburg  auf  der  Insel  Alsen  mittheilt  Indem  wir  aoch 
auf  diesen  lehrreichen  Aufsatz  aufmerksam  machen»  wflnscbeo 
wir  sehr»  recht  bald  das  vierte  Heft  dieser  der  Wissenschaft  sch&ae 
Frdchte  tragenden  und  deren  weitere  Verbreitung  wesentikh  för- 
dernden Zeitschrift  anzeigen  zu  k5nnen. 


P  k  y  a  i  k» 

Lehrbuch  dar  Physik  mit  natbematisehM  Bsgris- 
düng.  Zun  Gebrauche  in  4eii  b«>berefi  Schulen  ub4  ■•* 
Selbstunterrichte.  Von  Dr.  August  Kunsek*  k.  k.  srd. 
Professor  der  Physik  an  der  Universität  inWienas.«. 
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Ewelte  r^rbesserta  it«d  vernalirte  Auflage.  Mit  390  in 
«Ittti  Text  eingedraclpten  HelseehBttten.  Wten.  1860. 
Bf«oiiuBHer.    £L 

•Uiüere  Leser  werden  «ich  ai»  den  im  LitorerieebeB  Beriebl 
Nr. (XXIV.  S.2.  —  Nr.LXXXVl.  S.U.  ~  Nr.C¥.  S.7.  geMe* 
(cften  Anzeigen  erimiem^  de»  der  Herr  Verfesser  des  Torliegeti- 
fci  MSgeneicbneten  Werkes  in  drei  methodtseh  vsm  Leicbtoten 
vam  Sefawereren  fettseinrettenden  Werken  einen  trefflichen  voll* 
sündigen  Cursus  •der  gesaramten  Physik  ver5ffentlicht  hat,  welcher 
riebt  genug  empfohlen  werden  kans.  Zwischen  dem  ,,L e  h  r b«! cli e 
der  Esperlmentalpbyaik^  und  den  »»Stodiea  ans  dier 
heileren  Physik''  steht  das  verliegende  Werk  gewissermassen 
\ä  der  Mitte.  Die  erste  Auflage  desselben  ist  im  Literar.  B«r. 
Nr.  LXXXYI.  $.  11.  mit  hinreichender  Ausföhrlichkeit  und  verdien- 
tem ifObe  ¥on  ans  angezeigt  werden.  In  dieser  ersten  Anflage 
mnsste  der  Leser  häoiger  auf  das  oImh  genannte  „Lehrbneli 
der  Experimewtalphysik''  snrfickgehen,  weil  beide  Werke  in 
einem  gewissen  inneren  Zosnmmenhange  standen  und  nach  der  Ab* 
sibbt  des  Heivn  Verfassers  stehen  sollten.  Die  vorliegende  neue 
AaHage  tritt  dagegen  jetzt,  was  wir  nur  sehr  loben  kdnnen,  als 
ein  vliHig  selbststftndiges ,  von  dem  erwähnten  Elemeniarbncbe 
ganz  unabhängiges  Werk  auf,  indem  der  Herr  Verfasser,  wie  er 
in  der  Vorrede  selbst  sagt,  „bemiht  war,  das  Werk  in  ein  selbet- 
stSndiges  Ganze  umzugestalten,  so  dass  zum  Verstfindniss  der  in 
demselben  behandelten  Naturgesetze  und  ihrer  Begründvng  das 
Naehscblagen  seiner  Experimentalphysik  oder  eines  anderen  Wer- 
kes jetzt  nicht  mehr  erforderlich  ist,  und  nur  die  Keontniss  eini* 
ger  einfachen  Lehren,  die,  einmal  gelernt,  nicht  leicht  vergessen 
werden,  vorausgesetzt  wird.''  Der  streng  mathematische  Charak- 
ter, welchen  wir  ^chen  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit 
stf  fielem  Lobe  uns  hervorzuheben  bemiihten,  iot  dem  Werke  auch 
io  der  neuen  Auflage  nicht  bloss  vollständig  erhalten  worden^ 
sondern  dasselbe  Ist  in  mehreren  Partieen^  ohne  die  expeiimen- 
täte  ^Seite  der  Physik  im  Geringsten  zu  vemaohl&ssigen  und  hin* 
tenansusetacm,  noch  mehr  wie  fräber  in  den  Verdergpund  getie* 
In,  webei  eich  jedoch  der  Herr  Verfasser  setner  Absiebt  gemäas 
ganz  atreng  in  den  GrXnaen  der  aegenannten  Glemeatar-fifalba» 
Matik ,  so  ^f«eit  dieselbe  -aaf  Sehnten  gelehrt  zn  werden  pflegt, 
gehalten  bat,  was  gegenwärtig  um  so  mehr  gerechtfertigt  ersefaeiat, 
da  ja  die spMar  erschienenen  Stndien  aus  der  bSheren  Phy- 
sik denen,  iHe  weiter  au  geben  beabsichtigen,  das  trefflicbate 
HfiUsraittel  darbieten.  Den  matbeniatiscben  DarateHungen  ist  auch 
in  dieser  neuen  Auflage  wie  in  der  frOheren  ein  mehr  geometri- 
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scher  als  rein  analytischer  Charakter  verlieben  ivorden,  was  «ir 
nicht  bloss  yollkommen  billigen»  sondern  als  einen  beaooteen 
Vorzug  eines  solchen  Werkes  erkennen,  weil  dadurch  den  Schl- 
ier die  schönste  Gelegenheit  zur  Anwendung  seiner  in  der  reinei 
Elementar- Mathematik  erworbenen  Kenntnisse  dargeboten  wird. 
Die  mathematischen  Beweise  sind  flberall  streng,  und  liefern  d«i 
Beweis,  dass  der  Herr  Verfasser  selbst  in. einer  streng  matbesir 
tischen,  hauptsächlich  geometrischen  Schule  ersogen  worden  ist, 
diesen  streng  geometrischen  Geist  In  erfreulichster  Weise  sich  \wr 
mer  zu  erhalten  gewusst  hat,  und  denselben  überall  auch  in  du 
Feld  der  Anwendung  zu  übertragen  bemfihet  ist,  was  namentlidi 
das  vorliegende  Buch  für  Anfänger  zu  einer  höchst  lehrreichen, 
den  streng  mathematischen  Geist  immer  mehr  kräftigenden  und 
weckenden  Lecture  macht.  Rucksichtlich  des  Inhalts  können  wir 
nur  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  sich  derselbe,  mit  Einschlass 
der  wichtigsten  chemischen  Lehren,  so  wie  der  Grundlehren  der 
Astronomie  und  der  Meteorologie,  über  das  weite  Gebiet  der  gan- 
zen Physik  in  ziemlich  gleichmässiger  AusfQbrung  der  einzelnea 
Partieen  erstreckt.  Eine  grosse  Anzahl  gut  ausgeführter  Holz- 
schnitte trägt  sehr  viel  sowohl  zur  Deutlichkeit  der  mathematisdiea 
Beweise  als  auch  zur  Veranschaulicbung  der  vielen  physikalischen 
Instrumente  und  Apparate  bei,  welche  man  in  diesem  schrmen 
Werke  beschrieben  und  erläutert  findet.  Wir  können  nicht  sagen« 
wie  sehr  wir  uns  Ober  das  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  de^ 
von  uns  schon  in  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  so  warm  em- 
pfohlenen Werkes  gefreuet  haben,  da  hierin  zugleich  unser  frühe 
res  60  günstiges  Urtheil  die  beste  Bestätigung  findet.  Dasselbe 
nimmt  in  Rücksicht  auf  wahre  Gründlichkeit  in  theoretischer  Be- 
ziehung, namentlich  aber  auch  rücksichtlich  der  überall  vorwalten- 
den mathematischen  Strenge,  ferner  in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit 
mit  welcher  die  verschiedenartigsten  Apparate  beschrieben  and 
abgebildet  sind,  und  in  Bezug  auf  die  Umsicht,  mit  welcher  aucb 
stets  Anwendungen,  wo  sie  sich  irgend  auf  dem  Gebiete  der  ei- 
gentlichen Praxis  darboten,  Berücksichtigung  gefunden  haben, 
jedenfalls  eine  der  ersten  Stellen  in  der  neuerei^  physikalischen 
Literatur  ein,  und  verdient  daher  solchen  Anfängern,  denen  e», 
mit  einer  gründlichen  und  muglichst  vollständigen  Kennbiiss  der 
sogenannten  Elementar •  Mathematik  ausgerüstet,  um  eine  ent* 
sprechende  wahrhaft  gründliche  Kenntniss  der  Physik  zu  thun  ist, 
vorzugsweise  zum  sorgfältigsten  Studium  empfohlen  zn  werden, 
womit  wir  nur  in  erhuhetem  Maasse  das  wiederholen,  was  wir 
schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit  wärmster  Anerken- 
nung der  Verdlenstlicbkeit  dieses  Werkes  gesagt  haben. 
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Endlich  Mgeu  wir  noth  liiota»  dass  dasselbe  wegen  aeioer 
groasen  DeatKekiceit  aioh  ganz  vorzflglich  anch  zum  Selbatatudiam 
eignet;  und  daaa  namentliGh  aoch  alte  Lehrer  der  Physik  den 
reichsten  Nutzen  aus  demselben  ziehen  Ic5nnen»  versteht  sich  nach 
dem  Obigen  ganz  von  selbst  M^e  dem  Werke  die  Anerkennung^ 
welche  es  nach  unserer  Meinung  in  jeder  Beziehung  so  sehr 
verdient^  in  reichstem  Maasse  zu  Theil  werden. 


Vermischte  Schrift^. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pa?ia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    4«.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXL  S.9.). 

No.  4.  (Luglio  e  Agosto  1859.). 

Intorno  alle  cooiche  ioscritte  in  una  stessa  superficie  svilup- 
pabile  del  quarto  ordine  (e  terza  classe).  Nota  del  Prof.  Luigi 
Cremona.  p. 201.  —  Note  de  Geometrie  infinitesimale.  Par 
A.  Mannheim,  p.  208.  —  Sur  quelques  formules  pour  la  diff^- 
rentiation.  Par  M.  A.  Cayley.  p.  214.  —  Dimoatrazione  dell* 
irreduttibilita  delF  equazione  forroata  con  le  radici  primitive  dell' 
unita.  Nota  del  Sig.  V.  A.  Lebesgue.  p.  232.  —  Sur  les  diff^- 
rences  de  iP,  et  sur  le  caicul  des  nombres  de  BernQuUi.  Par 
E.  Catalan.  p.  239.  —  Ricerche  analitiche  sopra  le  attrazioui 
eaercitate  da  una  linea  piana  verso  un  punto  materiale  collocato 
nel  suo  piano  ^  ed  in  particolare  sulF  attrazione  dei  quadrante  di 
un'  ellisse  verso  11  centro.  Nota  del  Prof.  Barnaba  Tortolini. 
p.244.  —  Intorno  ad  una  equazione  trioomia.  Nota  del  Prof.  A. 
Genoc'chi.  p.  253.  -*  Applicazione  di  una  formola  d'integräl» 
definito  multiple  all'  integrazione  di  una  classe  di  equazioni  a 
derivate  parziali^  e  a  coeflficieoti  costanti  del  Prof.  Barnaba  Tor- 
tolini.   p.260. 

Rlvtsta  MbUografica«  Sopra  uoa  nuova  espressione  pel 
risultante  di  due  equazioni  algebriche.  Articolo  del  Prof.  Fran- 
cesco Brioschi.    p.  262.  —  Pubblicazioni  recenti.    p.264. 

No.  5.  Settembre  e  Ottobre  1859. 

lia' Teorica- del  Covarianti  edegli  Invarlanti  delle  forme  binarie, 
e  le '  siie  principali  applicazioni.  Monografia  del  Sig.  Prof.  F. 
Brioschi- (Cohtinuazione).  p-265.  —  Sur  les  lignes  decourbure 
de  la  surfaoe  dea  ondes  par  M^  Ed.  Cambescure.    p.  278.  — 
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Om%9V9mmn.  müla  pr^ctdleote  M«nK»rift  deL  Sig.  Praf.  Fraaeesco 
Brioachi.  p.  265.  —  FoDdanraiti  4i  «m  TaoriM  genomU  4«lt 
fauiaiaiii  dl  uaa  Tariabile  oamploMa  di  Bi  Riamaan  (TiadaiMM 
dal  Tadesoo).  p.  288.  —  Sopra  alcoae  pfopriaük  detta  pvapana- 
aioae  daila  catrente  eleltrica  aat  811  tdktgraiei,*  dedalld  daib 
Teoria  di  Ohn.  Nela  del  Sig.  Filipp«  Keller.  p.a8K.- 
Sopra  alcone  liaee»  e  soperfide  derivate.  Menpria  del  Sig.  PnC 
Baroaba  Tortolini.  p.316.  —  Extrait  d'one  lattre  de  Mr. 
Mich.  Roberta  a  Mr.  Tortolini»  aar  la  thdorie  dea  eqoatioM 
algdbriquea.    p.  330. 

RiTlat»  blblIoipr»fle**  Stdhi  rldosione  delle  eqoaxioni 
isoperimetriche  alla  forma  canonica.  Articolo  del  Sig.  Prot  F. 
Brioacbi.  p.  333.  —  Differeotial  Equationa  by  George  Boole. 
Articolo  del  Prof.  Baroaba  Tortolini    p.33A. 

Bnlletina  de  TAcaddinie  Royale  dea  scieocea,  des 
lettrea  et  des  beaax-arta  de  Belgiqne.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  CXXV.  S.  7.). 

26"^  Aaade,  2"^  Sdr.  T.  I.  1857.  Tremblemeats  de  lern ea 
1655,  per  M.  A.  Perrey.  Rapport  de  Bl  Ad.  Qaetelet  p.4& 
—  Oceattation  de  Jupiter  par  la  lune,  le  12.  janvier  1867;  n9(k9  par 
M.  Ern.  Qneteiet  p. 50.  —  Note  aar  lea  tremUeneuta  d» 
terre  reaaenfis  en  1855 ,  avec  auppldnienta  poor  lea  aaadea  aat^ 
riears;  par  BL  A.  Perrey.  Deaxitoie  Partb.  Trembldoieala  dt 
terre  en  1865.  p.  64.  (Sehr  vollatfiadige  und  fieiaaige  Arbeit).  -- 
Note  de  M.  GeniUer  m»  la  conatitotien  pbsraiqae  du  aaleiL  Rap- 
port de  M.  ie  capitaine  Liagre.  p«221.  «-  Sar  lea  triangoli^aat 
qoi  oat  dtd  failea  ea  Belgiqne  poatdrieqrenient  k  1830;  par  IL  la 
gdn^ral  Nereabarger.  p.28l.  —  Obaerratioaa  deapaaaagea  da 
la  lune  et  dea  ätoilea  de  nitoe  eolminatioa;  par  BL  A*  Q«e4elei 
p.  478. 

26««  Annde,  2^  Sdr.  T.  ü.  1857.  Eaaata  analytlqaea.  Lea 
lignea  du  troiai^me  ordre;  par  Bf.  F.  Da  göre  au.  Rapport  de 
II.  Braaaear.  p.  7.  —  Üdterminatien  de  la  dittreaee  de  loa* 
gUude  de  Bruxellea  et  de  Beriin;  par  M.  A.  Quetelet  p.  17--* 
Obaenratioaa  dea  paaaagea  de  la  lune  et  dea  dtoilea  de  »tat 
culmination  faitea  en  1855  et  1856;  par  Bl.  A.  Quetelet.  p.  18. 
-^  Tbdorie  gdomdtriqve  dea  rayona  et  centrea  de  conrbnre;  par  BL 
E.  Lanarla.  p.33.  (Sehr  leaeaawertiie  Abhaadlnag).  —  Tbtfofie 
gdoAdtrique  dea  raj^eaa  et  eeatrea  de  coor bare.  Note  additleneUe 
Par  Bl.  Lamarle.  p.  307.  —  Variatieaa  annodiea  dea  iaatra- 
menta  mdt^rologiqoea  k  BruxeHea ;  par  M.  A.  Qaetelet    p*  32L 
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^  Vatimlbiis  borftir^  de«  «ksttuitieiitB  fD^t^^rirfog&qties  k  BnixeBes: 
4)kmttv9iion8  fütM  d*M  le  roytiHne.  2^  article;  par  M.  A. 
Qu^teUt  p.SOL  <*^  Ttetrie K^ofli^triqve  de»  tayena  et  centrea 
de  eonrbare.  Note  addilio»eUe»  Ceurbea  reductiblea  aa  t3rpe  ey* 
doTdal.    Far  M.  LaAarle  p.528.  (Swobeti). 

(FoittMAiiig  IM  aädMIeii  Heflte.) 


Ünterriebtswesen. 

Ala  ich  in  der  Torigea  NuBMier  dea  Literariachea  Bertchta 
das  Referat  fiber  die  neu  erlaaaeoe»  naeb  neiaer  vollkoninieiialeo 
UeberzeoguDg  in  allen  Beziehungen  in  bofoem  Grade  treffliche 
oDnterrichta-  and  Prfifungs-Ordnung  der  (prenaai- 
«ehen)  Realsebnlea  aod  der  höheren  Bfirgeracbalea" 
achrieb,  lag  mir  nur  daa  Oelober-Heft  1859.^  dea  ^»Central- 
blatte  für  die  geaammte  Uaterricbta-Verwaltung  in 
Preuaa.ea  Ten  Stiehl"  vor,  welches  föra  Brate  nur  noter  I. 
den  Lehrplan  and  die  innere  Gliederung  der  ReaN 
achulen»  unter  ill.  die  Unteracbeidung  der  Realachalen 
und  deren  Berechtigungen,  und  hauptsächlich  unter  II.  daa 
Reglement  fflr  die  AbHurienten-Prfifuogen  der  Real- 
aehulen  enthält,  an  ivekbea  letztere  ich  mich  daher  bei  laelBem 
Referat  auch  nar  allein  angeschlossen  habe  und  anschliessen 
konnte.  Das  November- Heft  ]8$9.  des  genannten  Journals» 
welches  S.  046.  ff.  nech  Erläuternde  Erklärungen  zu  der 
eigentlichen  Unterrichts«  und  Prflfungs-Orduung  mlt- 
theilt,  war  damals  noch  nicht  in  meinen  Händen.  Namentlich  in  Be- 
ziehung auf  meine  in  jenem  Referat  rficksicbtiich  des  Unterrichts 
in  der  höheren  Analysis  gemachte  Bemerkung  halte  ich  mich  jetzt 
für  verpflichtet  —  und  thue,  wegen  des  sehr  lebbaHen  Interesses, 
welches  ich  an  diesem  neuen  Reglement  und  den  Lehranstalten, 
die  dasselbe  betrifft,  nehme,  dies  auch  sehr  gern,  —  hier  nachträg- 
lich zu  bemerken,  dass  die  Erläuterungen  (S.  668  a.  a.  O.)  noch  fol 
gende  Bestimmung  enthalten :  „Besondere  befähigte  Abtbei- 
lungen und  eiBBelne  tolestrolle  ilchUer  in  Prima  wird  der 
Lehrerauch  in  die  höhere  Analysis,  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung und  die  sphärische  Astronomie  einßlhren  Ui^watem»"  — - 
Dass  ich  auch  dieae  Bestimmung  uHter  dieser  Form  mit  dem 
vollkommensten  Beifall  begrflsse  und  in  derselben  nur  noch  mehr 
die  grosse  Umsicht,  mit  weicher  das  fragliche  Reglement  verfasst 
ist,  freudigst  erkenne,  versteht  sich  von  selbst.  Nur  gegen  jede 
obligatorische  Einßihrung  des  Unterrichts  in  der  höheren  Ana- 
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lysifl  in  den  Lehrplan  der  Realschulen  und  ab  eigentliclier 
Prüfuogs-Gegenstand  erkläre  ich  mtcb  oacfa  wie  vor  in  W 
stimmtester  Weise.  Mit  elnBelnen  tolentTonen  S^illlen 
den  Versuch  zu  machen,  wenigstens  dies  zu.  könneB»  d.  b.  duo 
die  Erlaubniss  zu  haben»  ist  ganz  In  der  Ordnung,  und  kann  gegei 
die  hohe  Unterrichts  -  Behörde  nur  zu  neuem  aufrichtigea  Danke 
auffordern.  Wenn  man  aber  einmal  einen  solchen  Versuch  macht, 
dann  thue  man  es  auch  in  Tullig  strenger  Weise,  nicht  etwa  so 
k  la  Lacroix  seligen  Andenkens,  oder  nach  der  Weise  mancber 
deutschen  Elementarbflcber ,  welche  auch  der  Differentialrecboong 
einige  Seiten  widmen,  und  zwar  den  Begriff  der  Gränze  elnfäbr«^ 
aber  den  argen,  die  ganze  Darstellung  TuUig  illusorisch  machenden 
Fehler  begehen,  dass  sie  bei  ihren  sogenannten  Gränzen- Be- 
stimmungen oder  Gränzen- Ermittelungen  die  £xi0teBB  einer 
Gränze  schon  stillschweigend  voraussetzen,  wogegen  doch  der 
ÜTAchweis  dieser  KxIstensE  einer  Orftnae  gerade  das  ist, 
worauf  es  zunächst  und  hauptsächlieh  ankommt  Wie  schädlidi 
ein  solcher  ganz  ungrQndlicber '  und  fehlerhafter  Elementar-Ün- 
terricht  för  den  höheren  Unterricht  ist,  und  wie  entmuthigend  er 
bei  diesem  letzteren  namentlich  auch  auf  die  SchGler  mrkt,  weon 
Ihnen  klar  gemacht  wird,  dass  sie  das  früher  Erlernte  v5Uig  bei 
Seite  werfen  und  sich  in  ganz  neue  Vorstellungen  und  AnscbaouB- 
gen  finden  müssen,  kann  nur  der  Lehrer  gehörig  beurtbeileo, 
welchem  bei  dem  höheren  Unterrichte  eine  reiche  und  vielfache 
Erfahrung  zur  Seite  steht,  und  der  es  als  einen  wesentlichen 
Theii  seiner  Aufgabe  betrachtet,  sich  im  Einzelnen  mit  den  Be- 
durfnissen seiner  Schüler  bekannt  zu  machen,  und  jeden  oaek 
seiner  Individualität  genau  kennen  zu  lernen.  Grunert 


Uierarisckw  Bericht  CXXXYL 


Literarischer  Bericht 

CXXXVL 


Am  27.  Juli  1859  starb  zu  Saatfeld  nach  zwei  und  eiovier- 
teljähriger  segensreicher  amtlicher  Wirksamkeit  als  Lehrer  für 
Mathematik  und  Naturwissenschaft  an  der  dortigen  Realschule, 
tief  betrauert  von  seinen  Vorgesetzen,  Collegen  und  Schulern, 

Dr.  Andreas  VÖUer, 

wvicbem   das  Archiv   einige   sehr  werthvolle  BeHrSge  verdankt. 
Derselbe  war  geboren  zn  Heiba  am  11.  September  1833. 


Cresehichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Die  Märtyrer  unter  den  Naturforschern.  Ein  Vor- 
trag zu  Gunsten  der  Humboldt-Stiftung  gehalten  zu 
Stettin  am  7.  Februar  1860.  von  Dr.  H.  Emsmann,  Pro- 
fessor zu  Stettin.    Leipzig.  O.  Wiegand.  1860.    8. 

So  wie  die  im  Literarischen  Bericht  Nr.  CXXX.  S.  1.  ange- 
zeigte Schrift  desselben  Herrn  Verfassers»  enthält  auch  die  vor- 
liegende einen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  Beitrag  zur 
Geschichte  der  Naturwissenschaft,  wenn  auch  die  in  demselben 
roitgetheilten  Thatsachen  schon  allgemeiner  bekannt  sind  als  die 
in  der  früheren  Schrift  gemachten  Mittheilungen.  Neben  Anaxa- 
goras»  Aristoteles,  Aristarch,  dem  Bischof  Virgilius  von 
Salzburg  fm  8ten  Jahrhunderte ,  haben  natürlich  die  bekannten 
Seiricksale  Roger  Bacon's,  des  Copefnicus»  Giordano 
Bruuo's,  Kepler's  und  hauptsächlich  Galilei's,  mit  welchem 
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das  eigentliche  Märtyrerthum  in  den  Natarwiseenschaflten  scbfiesft 
die  meiste  Berflcksichtigung  gefunden. 


Arithmetik. 

Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Doctor  J.ll.  W.  Leh- 
mann in  Spandau  an  den  Herausgeber. 

Der  Hauptmann  a.  D.  Adolf  von  der  Schulenburg  ir 
Magdeburg  hat  sich  seit  Jahren  in  die  Theorie  der  hohereo 
algebraischen  Gleichungen  so  weit  hineingearbeitet,  das«  es  ihm 
gelungen  ist,  allgemeine  und  sehr  merkwürdige,  mir  bisher  anbe- 
kannte Sätze  zu  entdecken,  welche  die  Form  der  Wurzeln  aller 
Gleichungen  in  Functionen  der  Coefficienten  evident  darstellen, 
indem  das  itfache  jeder  Wurzel  emer  Gleichung  des  nten  Grades 
aps  Auflosungssummen  zusammengesetzt  ist,  deren  jede 
gleich  ist 

(wobei  fßt  0,  2,  tf,....  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  des 

n         n  n  n 

nten  Grades,  Vi»  Vi»  V\,  Vi»....  aber  die  n  verschiedenee 
Wurzeln  der  nten  Ordnung  aus  1  sind,  nämlich,  wenn  n  gerade 
ist,  -f  1  und  —1  und  n — 2  imaginäre  Wurzeln ,  und  wenn  n  un- 
gerade isty  -f  1  und  n  —  1  imaginäre).    Unter  diesen  Auflosungs* 

summen  ist  die  erste  =2(-|-v -!-<+«+••••»  indem  hier  Vi  fiberall 
^  1  gesetzt  wird ;  sie  ist  gleich  dem  Entgegengesetzten  des  Co^ 
ficienten  von  a^"^  in  der  gegebenen  Gleichung;  in  jeder  der  ilbri* 

n 

gen  n  —  1  Auflosungssummen  aber  werden  fär  Vi  alle  n  verschie- 

n 

denen  Werthe  von  Vi  gesetzt,  und  zwar  för  die  verschiedenen 
Auflosungssummen  in  verschiedener  Permutation.  Herr  von  der 
Schulenburg  zeigt  alsdann ,  dass  die  . genannten  it~]  Auf- 
losungssummen die  Formen 

VF,  C(l/F)«,  Divry,  E(VF)*, ....  -W(VF)»-* 

haben,  wobei  VF  überall  mit  derselben  (reellen  oder  imagioS- 
ren)  nten  Wurzel  aus  1  multiplicirt  gedacht  werden  muss  (so  dass» 
wenn  man  nach  und  nach  alle  n  Wurzeln  aus  1  wählt,  alle  n  War 
zeln  der  gegebenen  Gleichung  herauskommen),  jede  der  GrOsseo 
F,  C,  D,  jL*,....  aber  von  der  Form 
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G'  +VV  +  dvP)^  +  D'lvP)^  +  E\vn^  +  ....  +  «'(VF)«-*, 
jede  der  Grössen  G',  F*,  C,  D' ,  £',•.,.  aber  von  der  Form 

n— a  n— 2  n— 2  «—2  n— 2 

r7"+vF"+e"(VF")«+i^'(VF")'+£"(VF'0H....+iW"(VF'0— 3 

ist^  a.  8.  w.  Er  entwickelt  eine  Methode,  ivie  man  F,  C^  D,  £,.-.  ilf 
vermittelst  Gleichungen  bestimmen  kann,  die  den  (n  —  ])sten  Grad 
nicht  fibersteigen,  und  bedient  sich  dazu  nicht  nur  der  vollstän- 
digen symmetrischen  Functionen  von  y^  v,  z,  tc,  ....,  sondern 
auch  der  getheilten  symmetrischen  Functionen,  auf  welche 
Abel  io  seinem  Beweise  der  Unmöglichkeit  der  allgemeinen  Aaf- 
lusnng  der  den  4ten  Grad  übersteigenden  Gleichungen  keine 
Rficksicht  genommen;  er  zeigt,  dass  die  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung der  getheilten  symmetrischen  Functionen,  wenn  sie  auch 
anfangs  vom  Titen  oder  einem  noch  höheren  Grad  zu  sein  scheinen^ 
sich  doch  auf  den  (n — ])sten  Grad  zurückführen  lassen,  und  legt 
dadurch  die  Schwäche  des  Abel  'sehen  Beweises  der  Unmöglich- 
keit der  allgemeinen  Auflösung  dar.  Er  führt  die  allgemeine 
Auflösung  der  Gleichungen  des  fünften  Grades  in  ex- 
tenso durch. 

Es  ist  wegen  der  grossen  Weitläufigkeit  dieser  Arbeit  nicht 
zu  verwundern,  dass  Herr  von  der  Schulenburg  seine  Ent- 
Wickelung  noch  nicht  so  weit  ausgeführt  hat,  dass  jeder  andere 
Mathematiker  von  Profession  sich  daraus  vernehmen  könnte;  die 
vollständige  Ausführung  möchte  noch  ein  hralbes  Jahr  auf  sich 
warten  lassen,  und  die  Vollendung  des  Drucks  sich  bis  gegen 
den  Schluss  des  gegenwärtigen  Jahres  hinziehen. 

Ich  %abe  die  moralische  Ueberzeugung,  dass  der  Ver- 
fasser die  Schwäche  des  AbeTschen  Beweises  aufgedeckt,  die 
allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  5ten  Grades  gefunden, 
und  dadurch  ein  Problem  gelöst  hat,  woran  man  seit  250  Jahren 
vei^ebens  arbeitete,  und  dass  seine  Methode  sich  auf  alle  höheren 
Gleichungen  ausdehnen  lassen  würde,  wenn  nicht  die  zu  grosse 
Weitläufigkeit  die  Ausführung  verböte.  Dass  hier  nicht  von  prak- 
tischer Anwendung  auf  numerische  Gleichungen  die  Rede  sein 
köDoe,  versteht  sich  von  selbst;  das  Interesse  ist  rein  wissenschaft- 
lich; es  handelt  sich  hauptsächlich  um  Darlegung  der  Schwäche 
des  Abel'schen  Beweises.  Meine  gründliche  Revision  der  Ma- 
nascripte  erstreckt  sich  auf  die  Theorie  der  Gleichungen  des  3ten 
und  4ten  Grades,  und  ich  finde  darin  ein  abgeschlossenes  Ganzes, 
worin  der  organbche  Zusammenhang  viel  klarer  nachgewiesen  ist 
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als  van  Cardan  und  Bombelli;  ansscrden  hAe  ieh  das,  was 
der  Verfasser  Toa  den  Gleiebungeo  des  5tea  Grades  bisher  Uar 
fibersicfatlich  eotwickelt  hat,  schon  sehr  weit  Terfolgt,  ood  iode 
darin  eine  ausnahmslose  strenge  Conseqnenz  und  Scbirfe,  aa- 
menflich  eine  bewandemswfirdige  Sicherheit  and  Leichtigkeit  iai 
Gebranch  des  Imaginären;  mit  einem  Worte,  ich  halte  den  Ver- 
fasser für  einen  Mann,  welcher  der  Aufgabe,  die  ^  sich  Torge* 
setzt  hat,  gewachsen  ist  Die  geordnete  Ansarbeitiuig  der  Blitter, 
welche  mir  vorgelegen  haben,  wurde  an  nad  ßStt  sieh  schon  ein 
gutes  Buch  werden,  auch  wenn  das  Endaiel,  die  allgemeioe  Awt- 
losong  der  Gleichungen  des  5ten  Grades,  noch  nicht  hinznkline. 
Ist  aber  das  Elndziel  erreicht  und  in  die  Oeffeatlichkeit  gegebea, 
so  ist  an  dem  gificklichen  buchhändlerischen  Erfolge  nicht  aa 
zweifeln,  insofern  man  sein  Augenmerk  nicht  auf  den  Absatz  in 
Deutschland  allein,  sondern  auch  auf  das  ganze  ffissenschaftticbe 
Europa  und  Amerika  richtet. 

Sollten  Sie,  hochgeehrter  Herr  Professor,  geneigt  Hein,  die 
von  mir  hier  gegebenen  Notizen  in  Ihre  geschätzte  Zeitscbrifl 
aufzunehmen,  so  würden  Sie  dadurch  dem  Herrn  von  der  Schu- 
lenburg und  mir  einen  grossen  Gefallen  tbun;  denn  es  ist  nicht 
zu  zweifeln,  dass  die  Bekanntmachung  auf  den  von  soliden  Bocb- 
handlungen  zu  fassenden  Entschluss  des  Verlags  einen  sehr  ive- 
sentlicben  Einfluss  haben  wurde.  Ich  aber  bin  bereit,  alle  Ver- 
antwortung zu  tragen. 

Spandow,  den  22.  März  1860. 

Dr.  J.  H.  W.  Lehmann. 


Auflosung  der  algebraischen  Gleichungen  aller 
Grade.  Von  L.  Moasbrugger,  Lehrer  der  Mathema- 
tik an  der  Kantonschule  zu  Aarau.  Aarau.  Saueriän* 
der.    1859.    4^ 

GegenOber  der  vorstehenden  Anzeige  des  Herrn  Doetor  Leh- 
mann, noch  welcher  Herr  von  der  Scbulenburg  in  Magde- 
burg die  allgemeine  Auflosung  der  Gleichungen  gefunden  haben 
soll,  halte  ich  mich  für  verpflichtet,  zu  bemerken,  dass  mit  etaem 
„Aarau,  den  17ten  December  1859"  datirten  Briefe  die 
oben  genannte  Schrift  von  ihrem  geehrten  Verfasser  mir  augesaadt 
worden,  und  etwa  am  Ende  des  vorigen  oder  am  Anfange  des 
laufenden  Jahrs  in  meine  Hände  gelangt  ist  Leider  hat  mir  bia 
jetzt  die  nöthige  Zeit  und  Ruhe  gefehlt,  diese  Schrift  einer  ae 
sorgfältigen  und  eingehenden  Prüfung  zu  unterwerfen,  wie  dieselbe 
namentlich  bei  einem  Gegenstande  von  der  Art  des  in  Rede  ste- 
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iienden  unbedingt  n5tbig  ist,  wenn  ich  mich  soll  Hk  berechtigt 
hmiteo,  ein  bestimmtes  Ürtheil  eq  ftllen,  ob  Herr  Mossbrugger 
seinen  Zweck,  die  allgemeine  Aaflösang  der  Gleichlingen  zn  ge- 
ben, .wirklich  erreicht  hat.  Ich  bin  also  genOthigt,  ein  solches 
bestimmtes  Urthell  noch  zurfick*  und  einer  späteren  Zelt  vorze« 
behalten,  würde  auch  deshalb  über  die  vorliegende  Schrift  fflr 
jetzt  noch  geschwiegen  haben,  wenn  mir  nicht  so  eben  die  tot- 
stehende  Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Leb  mann  zugegangen 
wäre,  welche  unverzüglich  zum  Druck  zu  bringen,  ich  mich  für 
▼erpflichtet  hielt.  Dadurch  glaubte  ich  aber  nach  meinen  Grund- 
sätzen in  solchen  Dingen  zugleich  auch  die  Verpflichtung  über- 
nommen zu  haben,  von  der  obigen  seit  etwa  einem  Vierteljahre 
in  meinen  Händen  befindlichen  Schrift  für  jetzt  wenigstens  eine 
vorläufige  kurze  Anzeige  zu  liefern,  wie  ich  dies,  eine  weitere 
Besprechung  mir  noch  vorbehaltend,  jetzt  thun  werde. 

Zuerst  sei  daher  im  Allgemeinen  bemerkt,  dass  Herr  L.  Moss- 
brugger  In  §.7.  der  obigen  Schrift  die  allgemeine  Auflösung 
der  Gleichung  des  nten  Grades  gegeben  hat,  welche  er  auf  die 
Form 

,     x*  =  A^af^-^  -I-  A^af*-^  +  ....  +  -4«-aa:«  -|-  An-\x  -f  An 

gebracht  und  also  in  gewohnlicher  Weise  das  zweite  Glied  aus 
der  Gleichung  weggeschafft  annimmt,  bevor  er  zu  der  Auflosung 
selbst  fibergeht.  Diese  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  wird 
in  (.  I.  gelehrt.  Nach  einem  für  die  Gleichungen  aller  Grade  im 
Allgemeinen  fibereinstimmenden  Verfahren  wird  nun  zuerst  in  §.2. 
die  Auflösung  der  Gleichung  des  dritten  Grades  gegeben,  welche 
zu  der  gewohnlichen  Auflösung  des  Cardanus,  natürlich  auf 
einem  besonderen,  Herrn  Mossbrugger  eigenthümlichen  Wege 
fiShrt.  In  §.  3.  wird  die  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten ,  in 
§.  4.  die  der  Gleichung  des  fünften  Grades,  fiberall  in  ganz'  allge- 
meinen Foruyeln  und,  wie  schon  erwähnt,  bei  den  Gleichungen 
aller  Grade  nach  einem  im  Wesentlichen  übereinstimmenden 
Verfahren  gegeben.  Dann  beschäftigt  sich  in  §.5.  Herr  Moss- 
brugger mit  der  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen  gerader 
Grade  von  der  Form 

geht  In  {.6.  su  der  Auflösung  der  Gleichung  des  sechsten  Gra- 
des über,  und  giebt  dann,  wie  schon  oben  erinnert,  in  §.7.  ganz 
ira  Allgemeinen  die  Auflösung  jeder  beliebigen  Gleichung  des 
nten  Crrades. 

Dies  ist  Im  Allgemeinen  der  Inhalt  der  offenbar  mit  grosser 
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Sorgfalt  and  Genauigkeit  verfassten  Schrift,  und  die  angewandte, 
bei  den  cabischen  Gleichungen  zu  der  bekannten  cardanischeo 
Auflösung  fahrende  Methode  für  die  Gleichungen  aller  Grade  m 
Wesentlichen  dieselbe,  was  jedenfalls  ein  gönstiges  Vorurtheil 
erwecken  muss.  Mehr  über  die  Methode  hier  zu  sagen ,  ist  fär 
jetzt  nicht  möglich,  indem  wir  uns  mit  der  Bemerkung  begnügen 
mOssen,  dass  dieselbe  zunächst  und  hauptsächlich  auf  die  Bä. 
düng  einer  Hfilfsgleichung  zurückkommt,  welche  bei  der  allgemd* 
nen  Gleichung  des  nten  Grades  vom  Grade  n(fi  — 1)  ist« 

Ich  wiederhole,  dass  diese  Anzeige  fiir  jetzt  durchaus  nuf 
als  eine  vorläufige  zu  betrachten  ist,  und  dass  ich  mich  eines  be- 
stimmten Crtheils  über  den  Werth  und  Erfolg  der  angewandten 
Methode  ganz  enthalte,  dasselbe  einer  späteren  Besprechung  vor- 
behaltend. Es  wflrde  die  jetzige  Anzeige  auch  ganz  unterblieben 
sein^  wenn  ich  nicht  durch  die  so  eben  eingegangene  vorstehende 
Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Lehmann  genuthigt  worden  wäre, 
oder  vielmehr  durch  dieselbe  mir  die  Verpflichtung  auferlegt  ge* 
glaubt  hätte,  zugleich  über  Herrn  Moasbruggers  Schrift  im 
Kurzen  zu  berichten.  Dnter  allen  Bedingungen  ist  dieselbe  der 
Aufmerksamkeit  und  Beachtung  der  Leser  zu  empfehlen. 

Grunert. 


Astronomie. 

Aufruf. 

Joannis  Kepler!  opera  omnia 

edidit  Chr.  Frisch.    Francofurti  et  Erlangae,  Heyder  et 

Zimmer.     Y0I.L    1858. 

Eine  Ehre^  deren  sich  mancher  wenig  bedeutende  Schrift- 
steiler in  Deutschiand  rühmt,  war  einem  der  grössten  Namen 
unseres  Vateriandes  bisher  nicht  widerfahren:  wirbesassen  keine 
Gesammtausgabe  der  Werke  Kepier 's.  Und  doch  gehört  Kep- 
ler zu  den  wenigen  Auserwählten,  bei  denen  jedes  Epithet 
überflüssig,  die  nicht  dem  Fachmanne  allein,  sondern  jedem  Cre- 
bildeten  bekannte,  nihmgekrönte  Gestalten  sind.  Kein  beson- 
derer Gau  kann  ihn  sein  eigen  nennen,  4^^  ^i^  seiner  Geburt, 
seiner  Erziehung   und   seibstständigen   Thaiigkeit  machen   ihn 
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zum  Deutschen  im  allgemeinsteii  Sinne  des  Wortes.  Er  hat 
den  deutschen  Geist  für  immer  ond  alle  Zonen  verherrlicht 
durch  Tiefe  der  Gedanken  und  unTerwüstUchen  Humor,  durch 
Ausdauer  sonder  gleichen  und  ungebrochene  Phantasie,  durch 
unerschütterliche  Ehrenhaftigkeit  und  seltene  ürtheiiskraft. 
Und  die  Producte  dieses  Geistes  existiren  grossentheils  nur  in 
wenigen  Exemplaren  oder  sind  geradezu  bloss  handschriftlich 
vorhanden.  Sollen  die  widerlichen  Erbärmlichkeiten,  welche 
einen  der  edelsten  Menschen,  die  es  je  gab,  sein  ganzes  Leben 
hindurch  verfolgten,  sich  noch  an  seinen  unsterblichen ^ Arbei- 
ten fortsetzen,  und  uns  Epigonen  beschieden  sein,  die  allent- 
halben zerstreuten  Erzeugnisse  seiner  Hand  nach  und  nach  dem 
Untergange  geweiht  zu  sehen,  wi6  seine  Zeitgenossen  einst  um- 
sonst die  Stätte  suchten,  wo  seine  irdischen  Ueberreste  ruhen? 

In  acht  vaterländischer  Weise  hat  Professor  Frisch  seit 
vielen  Jahren  in  aller  Stille  daran  gearbeitet,  diese  Schmach 
von  uns  abzuwenden,  und  tritt  nun  mit  einem  völlig  geordneten, 
aus  den  verschiedensten  Quellen  mit  bewundernswürdiger  Auf- 
opferung gesammelten  Materiale  für  nicht  weniger  als  acht 
ziemlich  starke  Bände  vor  die  Verehrer  Kepler 's  hin,  deren 
Zahl  Legion  —  sein  sollte.  Zwei  bereits  erschienene,  den  er- 
sten Band  bildende  Hefte  enthalten:  Mysterium  Cosmographi- 
cum,  Apologia  Tychonis,  Caiendaria,  Opera  Astrologica,  mit 
wichtigen,  hauptsächlich  aus  Kepl  er' s  Briefwechsel  geschöpften 
Commentaren,  und  zeugen  für  die  Umsicht  und  Sorgfalt,  welche 
hier  aufgewendet  wurden,  um  uns  die  Werke  des  unvergängli- 
chen Todten  in  würdiger  Gestalt  vorzuführen.  Aber  das  treff- 
liche Unternehmen  stockt  —  aus  Mangel  an  Theilnahme.  Schon 
einmal*)  erhob  ich  meine  Stimme  im  Vereine  mit  meinen  Coi- 
legen:  Argelander,  Hansen,  Encke,  Gould,  Peters, 
Rümker,  Struve  d.  ä.  u.j..  Zech,  leider  nicht  mit  der  ge- 
wünschten Wirkung  zu  Gunsten  dieser  so  höchst  verdienstlichen 
Publikation,  die  nicht  nur  eine  alte  Schuld  Deutschlands  an 
einen  seiner  herrlichsten  Söhne  bezahlen,  sondern  die  heutige 
Welt  in  den  Stand  setzen  soll  an  der  Quelle  zu  schöpfen,  was 


*)  Aug«bnrger  Allgemeine  Zeitung,  14.  Jnll  J857,  Beilage. 
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ilir  nachgerade  unzählige  Male    unlanter  geboten  wurde.    Ich 
wähle  heute  zu  diesem  wiederholten  Aufrufe  ein  Organ  ^),  dat  alt 
Reliquie  des  deutschen   Reiches  doppelt  berufen   ist,  sich  Sc. 
Röadsch  kaiserlichen  Majestät  Mathematikers  anzunehmen.  Möge 
die  patriotische  Begeisterung  für  einen  anderen  groaaen  Deut- 
schen^ deren  Nachklänge   wir  noch  Temehmen ,  sich  auch  hier 
bewähren!    Kepler  litt  im  Leben  hauptsächlich  unter  der  nn- 
glickseligsten  aller  Spaltungen  unseres  Vaterlandes;  möge  die 
Brinnerung  an  ihn  yersöhnt  werden   durch  die  Einigkeit,  mit 
der  wir  beitragen  zur  Errichtung  eines  Denkmals,  das  in  mMe- 
ren  Tagen  von  der  Presse  dauernder  und  erfolgreicher  gegrika* 
det  wird  als  durch  Meissel  und  Marmor!     Wenn   nur  einige 
Länder  noch   dem   von   Preussen    und  Gestenreich    gegdbenen 
schönen  Beispiele  in  Unterstützung  dieses  Unternehmens  bei- 
treten, wenn  insbesondere  öffentliche  Bibliotheken  es  nicht  Ter- 
schmähen,    ein    Werk    zu  erwerben,   das  jeder  derselben    zur 
Zierde  gereichen  wird,  so  ist  die  Bereicherung  nicht  bloss  der 
deutschen,  sodem   der  gesammten  Literatur  um  einen  wahren 
Schatz  gesichert,  dessen  uniTerseller  Charakter  in  der  glänzen- 
den  Liberalität    der    russischen   Regierung   einen   sprechendes 
Ausdruck  gefimden  hat. 
Wien,  den  17.  December  1859.  C.  v.  Littrow. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebradcbe  bei  Vorle« 
sungen  und  zum  Selbatuoterricbte  ron  Dr.  W.  Eisen* 
lohr,  Grossherzogl.  Bad.  Gebeimeratbe  und  Professor 
der  Physik  an  der  polytechnischen  Schule  in  Carls- 
ruhe»  u.  s.  \s\  Achte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  065  Holzschnitten.  Stuttgart.  Krais  und  Hoffmann. 
1860.    8. 

Wenn  ein  physikalisches  Lehrbuch  in  einem  veriiältnissmSssig 
kurzen  Zeiträume  in  einer  achten  Auflage  erscheint,  —  gewiss 
ein  seltener  Fall»  wenigstens  in  Deutschland,  *-  so  bat  donefa 
diesen  grossen  dem  Werke  geschenkten  Beifall  das  PubUknm!fih«f 
dessen  Wertb  und  Vortrefflichkeit  ein  Urtheil  gesprochen,  gegen 

*)  Ur<prangiich  iDitgeUieilt  in  der  „Lcopoldina.  Nr. 9/* 
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wdcb^  jede  weiter«  Kritik  auch  «elbet  4a«B'veri4aipm^n  iMtMte, 
wem  dieselbe  nicht  «e  yelletAndig  mit  der  Stiioiae  dee  PnUir 
hniiie  fibereioBtietiiiiinen  ei^h  g^roogee  fQhUes  w|e  dU^  bei 
dem  UnterzeichoeteD  rücki«ichttiofa  dqg  v^rliegeoden  Werfcee  der 
Fall  ist  Der  Uoterzeichnete  kennt  und  benutzt  dieses  Werk  eeit 
langer  Zeit»  und  bekennt  gern  und  denkbar,  aus  demeelbeQ 
Vieles  gelernt  und  durch  dasselbe  vielAicb  bei  seinen  Bestreben* 
gen  «nterstOtzt  worden  au  sein.  Vor  allem  ist  die  grpe^e  FGlIf 
von  Thatsacben  bervorauhebeB,  die  in  diesem  Werke  enthalten 
sind,  wobei  es  sieb  zugleich  Ober  das  ganze  Gebiet  der  Phy#*k 
gleiobmissig  verbreitet  •  so  dass  es  schwerlich  einen  Gegenstand 
geben  mOchte,  Ober  den  man  nicht  eine,  wenn  auch  zuweilen  nur 
kurze,  aber  fOr  den  Kundigeren  und  GeObteren  stets  ausreichende 
Belehrung  in  demselben  ftnde.  Dabei  sind  die  betreffenden  nn- 
merisehen  Bestimmepgen  Oberall  sehr  vollständig,  genauer  als  (e 
sielen  anderen  Werken,  und  Oberall  nach  den  neuesten  und  bestes 
UMersnchungen  gegeben«  Die  zu  den  Versuchen  erforderlichen 
Instrumente  und  Apparate  sind  durchgängig  nach  ihren  neuest^p^ 
and  hessern  Einrichtungen  seht  deutlich  beschrieben  ^nd  diircb 
sehr  gut  ausgef&hrte  Holzschnitte  erläutert,  so  wie  auch  ihre  Vor- 
züge und  Mängel  stets  BerOcksichtigung  gefunden  haben,  und 
zn  ihrer  Handhabung  die  nrithigen  Fingerzeige  gegeben  werden 
sind.  Unter  den  Instrumenten  sind  nicht  gerade  bloss  die  neuesten 
\ind  besten,  sondern  auch  die  älteren,  sollten  dieselben  auch  zu* 
wellen  nur  eine  historische  Bedeutung  haben,  wie  z.  B.  das 
Sanas nre' sehe  Haar- Hygrometer  und  einige  andere,  beschrieben 
worden,  was  jedenfalls  vollständig  gebilligt  werden  muss,  und  von 
Vielen  dankbar  erkannt  werden  wird.  Im  Ganzen  kann  man  sagen, 
dass  rOcksichtlicb  der  Thatsacben  und  der  physikalischen  Instru- 
mente das  voriiegende  Werk  eine  im  höchsten  Grade  vollsländfige 
Darstellung  der  beutigen  Physik  liefert,  was  wenigstens  alles  We- 
ffmtUche  und  irgend  Wichtige  oder  zu  l^ennen  WOnschenswerthe, 
betrifft*  Aher  auch  die  darin  befplgte  wlssensohaftlicbe  Darstellung 
ist  eine  sehr  ansprechende  und  gründliche,  die  mit  zweckmässiger 
KOrze  eebr  grosse  Deutlichkeit  uad  Beetifnmtbeit  vereinigt,  und 
QbBrall  das ,  worauf  es  bei  jedem  Gegenstande  vorzu^weise  an- 
koipnit»  gehörig  hervorbebt  und  in  den  Vordergrund  stellt.  Und 
iat  die  Darstellung  auch  nicht  vorherrschend  eine  mathematische, 
die  sie  bei  der  ganzen  Anlage  des  Werkes  und  dem  durch  daa- 
selbe  zu  erreichenden  Zweck  nicht  sein  konnte  und  sollte;  so 
gehört  dasselbe  doch  keineswegs  in  die  grosse  Klasse  derjenigen 
physikalischen  BOcher,  welche  vor  jeder  mathematischen  Betrach- 
tnng  znrflckschrecken.  Vielmehr  muss  man  dem  Herrn  Verfasser 
dass  Zengniss  geben,  dass  er  auch  in  dieser  Beziehung  so  viel 
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geleistet  hat,  wie  der  Zwedc  dee  Baches  irgend  gestattete  ood 
forderte.  Wo  der  Gegenstand  eine  mathematische  Behandleog 
in  Anspruch  zo  nehmen  berechtigt  war,  ist  dieselbe  aacb  avf 
elementarem  Wege  deutlich  und  bestimmt,  zugleidi  so  ein&eh 
wie  mliglich,  gegeben  worden,  namentlich  auch  in  dem  mechani- 
schen Theile  der  Physik,  in  welchem  bekanntlich  so  viele  andere, 
selbst  beliebte  physikalische  Bficher  sehr  schwach  sind.  Natfirlicb 
Ist  {iberall  nur  so  weit  gegangen  worden,  wie  die  vorausgesetzten 
elementaren  Kenntnisse  gestatteten,  was  ganz  mit  dem  vorge- 
steckten Ziele  übereinstimmt,  in  welcher  Beziehung  wir  z.  B.  auf 
die  Lehre  vom  Pendel  verweisen,  wo  nur  die  bekannte  Formel 

T=:^2f\l  -  bewiesen  worden  ist,  natfirlich  nicht  bis  zu  der  die 

Zeit  einer  Pendelschwingung  ausdrückenden  unendlichen  Reibe 
fortgeschritten  werden  konnte,  zu  der  nur  auf  dem  Wege  der  In* 
tegralrechnung  zu  gelangen  mOglicb  ist.  Endlich  heben  wir  noch 
hervor,  was  wir  jederzeit  filr  einen  besonderen  Vorzug  eines  phy- 
sikalischen Lehrbuchs  zu  halten  geneigt  sind,  dass  fiberall  das, 
was  als  ausgemachte  Thatsache  betrachtet  werden  darf,  von  dem» 
was  zur  Zeit  nur  hypothetisch  ist,  streng  gesondert  worden  ist 

Ueber  den  Inhalt  eines  Buches,  welches  in  einer  achten  Auf- 
lage vorliegt,  im  Einzelnen  noch  etwas  sagen  zu  wollen,  würde 
natürlich  ganz  unnütze  Weitläufigkeit  sein.  Dass  in  der  neuen 
Auflage  alle  neueren  Entdeckungen  nachgetragen  worden  sind, 
versteht  sich  nach  dem  Obigen  ganz  von  selbst,  wobei  übrigens 
die  in  der  vorhergehenden  Auflage  befolgte  Eintheilung  auch  in 
der  neuen  ganz  beibehalten,  und  nur  erst  am  Schluss  ein  neuer 
Paragraph  eingeführt  worden  ist,  was  die  vielen  Lehrer,  welche 
das  Buch  bei  ihrem  Unterrichte  benutzen,  dem  Herrn  Verfasser 
gewiss  besonders  Dank  wissen  werden. 

Möge  das  Buch  auch  in  seiner  neuen  Crestalt  so  segensreich 
wie  bisher  zur  Forderung  einer  der  schönsten  und  edelsten  Wis- 
senschaften wirken,  und  der  Herr  Verfasser  darin  seine  beste 
Belohnung  finden  für  die  auf  dessen  Ausarbeitung  und  stete,  mil 
der  fortschreitenden  Wissenschaft  gleichmässige  Weiterfilhrang 
verwandte  sehr  grosse  Sorgfalt  und  Mühe.  Vorzugsweise  allen 
Lehrern,  aber  auch  för  das  Selbststudium,  kOnnen  wir  dasselbe 
nur  zu  sorgßlltigster  Beachtung  auch  in  seiner  neuen  Ausgabe 
dringend  empfehlen. 
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Veimischte  Schriften. 

Bnlletliis  de  rAcadämie  Royale  des  cciencea,  des 
lettre«  et  de«  beaux-atts  deBelgique.  (Vergl.  LIterar. 
Ber.  Nr.CXXXV.  S.I4.). 

aO»*  Ann««,  2-*  Ser.  T.Ill.  1857.  Snr  un  mtfmoiiB  de  H. 
i.  F.  Rameanx  intituld:  Des  loU  aaivant  lesqaelleB  Im  dimon- 
slona  dn  corpa,  dana  certalnes  clBSBea  d'animaox,  dritermioent 
la  capacitrf  et  les  mourementa  fonctionelles  des  PoomoDa  et  dn 
coenr.  Rapport  de  M.  Tb.  Schwann.  (Gana  mathematisch  ge- 
haltener phyaiolo)^cher  Artikel),  p.04.  —  Determination  de  la 
diff^eace  des  longitudea  des  observatoires  de  BmxelleB  et  de 
Berlin;  par  M.  A.  Qoetelet  p.  KM  —  Snr  les  «toiles  filantea 
et  le  magD^thinie  terrestre,  extrait  d'one  lettre  de  H.  Haoateen 
kfä.  Ad.  Quetelet.  p.105.  —  ^tolles  fitaotes  observ^es  an 
moU  d'aoflt  18S7,  k  Bruxelles  et  k  Ciand;  note  de  H.  A.  Qae- 
telet  p.  116.  —  Les  Aoiles  filantes  dn  moia  d'aoAt  18S7;  par 
U.  Wartmann,  ftte,  de  GenAve.  p.121.'  —  Recberchea  aur  la 
peraistanGe  dea  impreasions  de  la  rötine;  par  M.  Helsens.  p. 214- 
(Sehr  lesenswerth).  —  Theorie  gdomätriqoe  des  rayons  et  cenlrea 
de  coarbare.  2"*  note  addltiaiielle ;  par  H.  Lamarle.  p.395. 
(8.  oben).  —  Note  sor  la  mesare  de  pr^talon  dea  obserrations 
mtfrtdiennea  failea  k  robservatolre  royal  de  Bmxelles;  par  H, 
Liagre.  p.330.  —  Coap  d'oell  aur  les  appareila  enreglstrears 
des  phdnom^nes  meteorologiqnea  et  projit  d'nn  nonvean  aysttaie 
dlnstmmenta ;  par  M.  Cb.  Montigny.    p. 465. 


Honats-Bericht  der  KSnlgL  Pr^naslschen   Akade- 
mie der  Wissenschaftea  an  Berlin.    Januar  1880. 

Durch  die  Liberalität  der  KSniglicheo  Akademie  der  Wisseu- 
achaflen  in  Berlin  ist  der  Herausgeber  dea  Archivs  in  den  Stand 
geaetzt  worden,  regelmfiesig  und  aogleich  nach  dem  Erscheinen 
dieser  Monats -Berichte  deren  Inhalt  —  natdrlich  nur  so  weit 
derselbe  in  den  Kreis  des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik 
gebürt,  —  anzeigen  zu  kSnnen,  wofflr  derselbe  hier  der  KOi^gB- 
chen  Akademie  seinen  verbind  liebste 
precben  nicht  unterlassen  kann. 


Das  vorliegende  Heft  (Januar  186C 
sirar  nur  eine  in  den  Kreis  dea  Ard 
ant  welche  aber  die  Leser  unserer  Zel 
sam   gemacht  werden  mfiaaen,  da  di< 
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